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I.  Theil.     Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

§  1.    Coordinaten  des  Punktes. 

1.  Die   analytische  Geometrie  stellt  sich  die  Aufgabe,   geometrische  Sätze 

aus  den  Resultaten  algebraischer  (analytischer)  Operationen  abzuleiten. 

Sie  geht  dabei  von  folgender  für  sie  charakteristischen  Gedankenreihe  aus: 

Zwei  unbestimmte  Zahlen  x  und  y  seien  durch  eine  Gleichung  mit  einander 

verbunden.    Reducirt  man  diese  Gleichung  auf  Null,   so  steht  rechts  die  Null 

und  auf  der  linken  Seite  steht  ein  Ausdruck,  der  ausser  x  und  y  noch  gegebene 

Zahlen  enthalten  kann.    Dieser  Ausdruck  werde  abkürzend  mit /(^c,^)  bezeichnet; 

dann  ist  die  Gleichung 

Ax,y)  =  0, 

Durch  diese  Gleichung  sind  x  und  y  noch  nicht  bestimmt,  aber  es  ist  doch 
jede  der  beiden  Grössen  an  die  andere  gebunden.  Denn  giebt  man  der  Unbe- 
stimmten X  einen  bestimmten  Werth  Xq,  so  ist  nun  y  nicht  mehr  unbestimmt, 
sondern  der  zu  Xq  gehörige  Werth  (bez.  die  zugehörigen  Werthe)  von  y  ergiebt 
sich  durch  Auflösimg  der  Gleichung 

rQcksichtlich  der  Unbekannten  y.  Diese  Gleichung  kann  eine  oder  mehr  als 
eine  reale  Wurzel  haben;  wir  wollen  jetzt  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  sie 
habe  nur  eine  reale  Wurzel  ^q.  Diese  beiden 
zusammengehörigen  Werthe  jpqJo  ^^^^  n^^ui 
geometrisch  anschaulich  machen. 

Man  nimmt  zwei  zu  einander  senkrechte  ^ 

Gerade  OX  und  OY  an,  deren  positive 
Richtungen  OX  und  OY  sein  mögen,  und 
trägt  auf  denselben,  indem  man  eine  beliebige 

Strecke  als  Maasseinheit  zu  Grunde  legt,  zwei  X'  0  f 

Strecken  OF'  und  OP''  auf,  die  die  Längen 
x^  und^Q  haben.  Der  Punkt,  der  OP  und 
ö/*"  zu  Normalprojectionen  auf  OX  und  O  Y 
hat,    veranschaulicht  die  beiden  zusammen-  Y' 

gehörigen  Werthe  Xq  und  ^q.  (M.346.) 

ScHLOBmucH,  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  H. 


2  Analytische  Geometrie. 

In  der  Figur  sind  P  und  P^  positiv  angenommen.  Ist  (9P"  positiv  und 
OP  negativ,  so  liegt  P  in  dem  Winkel  YOX'\  sind  OP  und  OP'  beide 
negativ,  so  liegt  -P  im  Winkel  X^OY\  ist  OP  positiv  und  OP^^  negativ,  so 
liegt  P  im  Winkel  Y^OX,  Durch  absoluten  Werth  und  Vorzeichen  von  x  und  y 
ist  also  die  Lage  des  Punktes  P  und  umgekehrt,  durch  einen  Punkt  P  der 
Ebene  sind  die  Grössen  O  P  =:  x  und  OP^  =y  eindeutig  bestimmt. 

Giebt  man  der  Unbestimmten  x  andere  Werthe,  und  lässt  x  alle  realen 
Werthe  von  Xq  wachsend  bis  -+-  oo  und  abnehmend  bis  —  oo  durchlaufen,  so 
gehört  zu  jedem  Werthe  der  Veränderlichen  x  gemäss  der  Gleichung  /{xyy) 
=  0  ein  bestimmter  Werth  von  y.  Diese  Werthe  von  y  sind  im  Allgemeinen  von 
einander  verschieden  und  es  erscheint  somit  auch  y  als  veränderliche  Grösse, 
deren  Werthe  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x  abhängen. 

Construirt  man  zu  jedem  Paare  zusammengehörender  Werthe  x  und  y  den 
zugehörigen  Punkt  P,  so  wird,  während  ^  die  Werthe  von  —  oo  bis  -f-  oo  durch- 
läuft, vom  Punkte  P  eine  bestimmte  Linie  beschrieben. 

Die  Abhängigkeit  realer  Werthe  von  x  und  y  ist  nun  auf  zweierlei  Weise 
ausgedrückt:  arithmetisch  durch  die  Gleichung  /(jc,  j')  =  0  und  geometrisch  durch 
die  von  /*  beschriebene  Linie.  Alle  Sätze,  welche  durch  algebraische  Operationen 
fiir  die  Gleichung  /(or,  J')  =  0  abgeleitet  werden  können,  erscheinen  nun  zugleich 
als  geometrische  Sätze  für  die  von  P  beschriebene  Linie;  und  ^Ue  Sätze,  welche 
sich  durch  geometrische  Schlüsse  für  diese  Linie  ergeben,  sind  zugleich  alge- 
braische Sätze  für  die  Gleichung  /{x,  y)  =  0. 

Die  von  P  beschriebene  Linie  heisst  die  zur  Gleichung /(ä:,,^^)  =  0  ge- 
hörige Linie;  die  Strecken  ^(==  OP)  und  y{j=  OP^)  oder  die  parallelen  und 
gleichen  Strecken  jP"^ und  -P^heissen  die  Coordinaten  des  Punktes  P,  OX\xnd. 
t?  y  heissen  die  Coordinatenachsen;  insbesondere  nennt  man  auch  OP  die  Ab- 
scisse,  PP*^  die  Ordinate  von  /J  und  demgemäss  OX  d\Q  Abscissenachse, 
ÖKdie  Ordinatenachse. 

Alle  Punkte,  welche  die  Abscisse  OP^  haben,  liegen  auf  der  durch  P 
gehenden  Parallelen  zu  0Y\  alle  Punkte,  welche  die  Ordinaten  OP^  haben, 
liegen  auf  der  durch  P*  gehenden  Parallelen  zu  OX,  Für  alle  Punkte  der 
Ordinatenachse  ist  die  Abscisse  gleich  Null;  für  alle  Punkte  der  Abscissenachse 
ist  die  Ordinate  gleich  Null. 

Der  Schnittpunkt  O  der  beiden  Achsen  heisst  Coordinatenanfangspunkt 
oder  Nullpunkt.     Für  den  Nullpunkt  ist  a:  =  0  und  ^^  =  0. 

2.  Der  methodische  Gang  in  der  analytischen  Geometrie  ist  der,  dass  zu- 
nächst die  Linien  untersucht  werden,  in  deren  Gleichung  f{x,  ^)  =  0  die  linke 
Seite  eine  algebraische  rationale  ganze  Function  ersten  Grades  für  x  und  y  ist; 
hierauf  folgen  die  Curven,  für  welche  /(x,y)  vom  zweiten,  dritten  und 
vierten  Grade  ist.  Für  diese  Linien  ersten,  zweiten,  dritten  und  zum  Theil  auch 
für  die  des  vierten  Grades  ist  eine  grosse  Fülle  ins  Einzelne  gehender  Sätze 
durch  algebraische  Operationen  aufgefunden  worden;  für  die  Curven  des  fünften 
Grades  und  höherer  Grade  giebt  es  eine  Reihe  wichtiger  allgemeiner  Sätze;  die 
Untersuchung  der  Eigenschaften,  welche  Curven  eines  bestimmten  Grades  vor 
denen  anderer  Grade  auszeichnen,  wird  mit  dem  wachsenden  Grad  der  Gleichung 
schwieriger. 

Für  solche  Curven,  bei  denen  die  Function  /{x,y)  nicht  mehr  algebraisch 
für   X   und  y,    sondern   transcendent   ist,    lehren   die  Differentialrechnung   und 
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Integralrechnung  eine  Reihe  von  Eigenschaften  analytisch  abzuleiten.  Diese 
Curven  werden  daher  im  gegenwärtigen  Lehrgange  unberücksichtigt  bleiben  und  in 
besonderen  Abschnitten  derDifFerential-  und  der  Integralrechnung  behandelt  werden. 
Vor  der  Discussion  der  Curven  ersten,  zweiten  etc.  Grades  erscheint  es 
zweckmässig,  die  Grundbegriffe  dadurch  einzuüben,  dass  wir  zu  geometrisch 
definirten  Curven  die  Gleichung  aufsuchen  und  durch  einfachste  Operationen  an 
diesen  Gleichungen  nahe  liegende  Eigenschaften  der  Curven  ableiten ;  wir  wählen 
dabei  solche  Beispiele,  welche  bereits  aus  der  darstellenden  Geometrie  bekannt 
sind.  An  die^e  Entwicklungen  wird  sich  dann  zunächst  eine  sehr  wichtige  Er- 
weiterung der  Grundbegriffe  anschliessen. 
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§  2.    Die  Gerade. 

1.  Für  die  Punkte,  deren  Abstände  von  der  Abscissen-  und  der  Ordinatcn- 
achse  ein  gegebenes  Verhältniss  m  haben,  gilt  die 
Gleichung  P'F:  OF  ==m,  d.  i. 

y  =  mx,  oder  mx  — y  =  0, 
diese  Punkte   liegen   auf  einer  Geraden  T,    die 
durch   den  Nullpunkt  O   geht,    und    für   welche 
tangXOT^m, 

Die  Gleichung  mx — j/  =  0  ist  daher  die 
Gleichung  einer  durch  den  Nullpunkt 
gehenden  Geraden. 

Ist  m  positiv,   so  haben  P^F  und  OF^  das- 
selbe Zeichen,  die  Gerade  geht  daher  durch  den 
Winkel  XOY  und  seinen  Scheitelwinkel;    ist  m 
negativ,  so  haben  FF  und  OF  ungleiche  Zeichen,  und  die  Gerade  geht  durch 
die  beiden  andern  von  den  Achsen  begrenzten  Winkel. 

2.  Für  die  beiden  Geraden  2\  und  T^y  deren  Gleichungen  sind 

y  =  mx  und  j^  =  —  mx 

ist   tangXOT^=:m  =  -^tangXOT^,    folglich  AT ÖTi  =  180°  — A' (97^3 .     Diese 

beiden  Geraden  liegen  daher  symmetrisch  zu  den  Achsen. 

Bilden   zwei   durch  O  gehende  Gerade  T^  und  T^  rechte    Winkel,    so   ist 

XO  T^  =  XOT^'\'  90°,  mithin 

tangXOT^  =  —  cotXOT^  =  —  1 :  tangXOT^, 

Ist  j'=  mx  die  Gleichung  von  7"^,  so  ist  daher  die  von  T^ 

1 

y  = X, 

•^  m 

Die  beiden  durch  den  Nullpunkt 

gehenden  Geraden 

y  =  mXy      y  T=  nx 

stehen   also  auf  einander  senkrecht, 

wenn  mn  =  —  1. 

Für  jeden  Punkt  der  Geraden,  welche 

O     mit    dem    Punkte    F^    verbindet,     ist 

OF'  :  FF==  OF^'  \  F^F^ ,    oder,    wenn 

x^  y^  die  Coordinaten  von  F^  sind, 

x\y=ix^  \y^\  also  ist 

y^X'^x^y^=^{S 
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4  Analytische  Geometrie, 

die  Gleichung  der  Geraden  T^,  welche  durch  den  Nullpunkt  und  den 
Punkt  F^  geht 

Die  Gerade  T^,  welche  durch  O  und  den  Punkt  P^  g^^^»  dessen  Coordinaten 
x^  und  ^2  s^^>  ^^^  ^^  Gleichung 

j^jj:  —  x^y  =  0. 

Schreibt  man  beide  Gleichungen  in  der  Form 


y=  —  X, 


X-^  "         x^ 


so  sieht  man:    Die  Geraden,  welche  die  Punkte  P^  und  P^  mit  O  ver- 
binden, stehen  aufeinder  senkrecht,  wenn 

y.      y^ 

<-^  .<-^  =  —  1,  d.  i. :  wenn  x^x^  -^J^iy^  =  0. 


X 


X 
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3.  Für  die  Punkte,  deren  Abstand 
von    einer    Parallelen    S^A    zur    X- 
Achse  zum  Abstände  von  der  K-Achse 
ein  gegebenes  Verhältniss  m  hat,  ist 
BP :  S^B  =  m.    Nun  ist  aber  BP  = 
PP^  FB  =  FP  —  OS^  ^^y  —  b,. 
wenn  die  Strecke  OS^  mit  b  bezeichnet 
wird;    ferner   ist   S^B  =  OP  =  x\ 
also  hat  man  die  Gleichung 
(j  —  ^)  :  jc  =  w,  d.  i. 
y  =  mx  4-  bf  oder  mx  — y  -|-  ^  =  0. 

Die  Punkte  P  der  bezeichneten 


Art  liegen  aber  auf  einer  Geraden,  die  durch  S^  geht  und  mit  der  XAchse  einen 
Winkel  einschliesst,  dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  dem  Verhältniss 
BP\  S^B,  also  gleich  m  ist     Wir  haben  daher: 

Die  Geraden  T,  welche  von  der  Ordinatenachse  das  Stück  OS2 
=  3  abschneidet. und  für  welche  tang{X,  T)=^m  ist,  hat  die  Gleichung: 

y  =  mx  -H  bj  oder  mx  — y  4-^  =  0. 

Die  Strecke  Ö5j  ist  die  Abscisse  desjenigen  Punktes  der  Geraden,  dessen 
Ordinate  =0  ist;  die  Werthe  x^=^OS^  undj^  =  0  genügen  also  der  Gleichung 
der  Geraden;  man  hat  daher 

0  =  m  •  OS^  -4-  b^  also:  OSy^  =  —  b\in. 

Bezeichnet  man  OS^  mit  0,  so  folgt  /»  =  —  ^ta,  und  daher  die  Gleichung 

der  Geraden  T\ 

b 
—  -  *  —y  -4-^  =  0, 

oder  nach  Division  aller  Glieder  durch  ( — ^): 

X       y 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Ge- 
raden, welche  von  den  Achsen  die 
Strecken  OSy^  =  a  und  OS^  =  b  ab- 
schneidet 

4  Wir  legen  durch  O  eine  Gerade  v  nor- 
mal zu  7  und  verfügen  über  den  positiven  Sinn 
von  T  und  v  so,  dass  7^7  =  90°.  Ist  N  der 
Schnittpunkt  von  T  und  v,  so  haben  wir 
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OS^  ==  ON:  sin  TX,     Ö5,  =  ON:  sin  TV, 
Nun  ist  rA-^rv  — Jfv,  rF=rv—  Kv,  mithin  ««  TX=cosXy,,  sinTY 
=  cos^Y=  cos{XY — Xy)^=sinXy.     Bezeichnen   wir   ON,   den  Abstand   der 
Geraden  vom  Ursprünge,   mit   ä,    und  X^   mit  9,    so  ist  OS^=Ba=iä:cosff, 
0S^=  b  =  dl  sinf^. 

Setzt   man   dies   in   die  Gleichung  der  Geraden  ein,    und  multiplicirt  alle 
Glieder  mit  d,  so  erhält  die  Gleichung  der  Geraden  die  Form 

cos^  *  x-^  sin 9  •  j/  —  ^=  0. 

Man  nennt  dies  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden. 

5.  Um  den  Abstand  /  eines  Punktes  F^  von  einer  Geraden  T  aus  den 
Coordinaten  x^y^  des  Punktes  und  der  Gleichung  cos ^  •  x -k-  sin^  * y  —  d=0  der 
Geraden  zu  erhalten,  legen 
wir  durch  jP^  eine  Gerade 
T^  parallel  zu  T.  Der 
Abstand  der  Geraden  7\ 
und  T  ist  dem  absoluten 
Werthe  nach  dem  Abstände 
^gleich.  Um  rücksichtlich 
der  Vorzeichen  alle  Zwei- 
deutigkeiten zu  vermeiden, 
wollen  wir  festsetzen,  dass 
bei  parallelen  Geraden  die 
positiven  Richtungen  stets 
übereinstimmend  (nicht 
entgegengesetzt)  sein 
sollen.    Ist  femer  iV,  der  ^  ^^) 

Fusspunkt   des   von    O   auf  T'j    gefällten  Lothes,    und  OJ^^^d^,   so   ist  die 
Gleichung  der  Geraden  T^: 

cos^  •  X  -H  w«9  'y  —  ^f  1  =  0. 

Da  nun  die  Gerade  T^  durch  P^  geht,  so  genügen  die  Coordinaten  von 
/\  der  Gleichung  von  T'j,  es  ist  also  cost^  *  x^-^  sint^^y^ — </j=0,  woraus 
folgt: 

dy  =  cos^  •  Xy  H-  sinff  »y^, 

Ist  A  der  Fusspunkt  des  von  /j  auf  T  gefällten  Lothes,  und  definiren  wir 
den  Abstand  p^  des  Punktes  P^  von  der  Geraden  T  als  die  Strecke  P^A  (nicht 
als  AP^),  so  haben  wir 

/j  =  P^A  =  N^N^  ÖjV—  ONy,  folglich 
— Py  =  cos(f  '  Xy  ■+-  siuff  -y^  —  d. 

Hieraus  ergiebt  sich:  Ist  9  der  Winkel,  den  die  A'-Achse  mit  der 
Normalen  einer  Geraden  T' bildet,  und  ^  der  Abstand  dieser  Geraden 
vom  Nullpunkte,  sind  ferner  x,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes -P,  so 
ist  das  Trinom  cos^  -  x -h  sinff  —  d  dem  Abstände  des  Punktes  P  von 
der  Geraden  T  entgegengesetzt  gleich;  das  Verschwinden  des  Trinoms, 
d.  i.  die  Gleichung 

cos^  '  x-^-  sint^'y  —  ^  =  0 

ist  die  Bedingung  dafür,   dass  P  von  T  einen  verschwindenden  Abstand   hat, 
d.  i.  dass  P  auf  T  liegt. 
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6.  Aus  den  Coordinaten  x^^,  x^^ 
zweier  Punkte  F^  und  F^  lassen  sich  die 
Coordinaten  jedes  Punktes  F  der  Geraden 
F^F^  bestimmen.  Ist  nämlich  n^\n^  das 
Verhältniss,  in  welchem  die  Strecke  F^F^ 
durch  den  Punkt  F  getheilt  wird,  ist  also 
FyF  \  FF^  =^2  •  ^1  (wobei  ein  positives 
Theilverhältniss  den  Punkten  zwischen 
F^  und  F^,  ein  negatives  den  übrigen 
Punkten  der  Geraden  F^F^  zukommt),  so 
hat  man 

folglich 

Nun  ist  aber        S^F  —  S^F^'  =  F^'F  =  OF'  —  OF^' =  x  —  ^p 

S^F^'  —  S^F    =FF2'  =  0F^'—0F'  =x^—x, 
S^F—  S^Fi  :  S^F^  —  S^F^  F^F:  FF^  ^n^:n 

(X  —  X^)  :(X^  —  a:)  =  «2  '^V 

«1^1    ■+■  «2-^2 
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1» 


folglich: 
woraus  folgt 


X  = 


«1 


n, 


1  -I-  '*2 

In  gleicher  Weise  findet  sich  durch  Benutzung  der  Vertikalspur  S^- 


fl-^  -f~  ff'2 


Für  den  Mittelpunkt  der  Strecke  F^F^   ist  «^=«2;   die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  von  F^F^  sind  also 


X, 


X 


X  = 


2 


y  = 


yi  -^y^ 


2     '      -^         2 

7.    Die  Entfernung  d  zweier  Punkte  F  und  11  lässt  sich  aus  den  Coordinaten 

xy    und    ir^    derselben   berechnen.      Ist   9   der   Winkel 
der  -Y-Achse  mit  der  Geraden  PFI,  so  ist 

P'n'«  =  FW^  cos^  9,      />"n"2  =  /fl»  sin^  <p, 
mithin  durch  Addition  FVi'^  +  />"n"»  =  Z^». 

Nun  ist  FW  =  \  —  x,      /'"O"  =  t)  — ^,      /^H  =  ^/, 
also  ist  ^  =  (£  —  ^)2  4-  (t)  —>')*. 

8.  Als  eine  Anwendung  der  gewonnenen  Anschauungen 
2"   suchen  wir  den  Ort  der  Punkte  auf,  die  von  zwei 
gegebenen  Punkten  F^  und  F^  gleiche  Abstände 
haben. 

Die  Quadrate  der  Abstände  eines  Punktes  F  von  F^ 


1 

r 

X 

X 

— 1 

/ 

0 

1 

?'  J 

t' 
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und  F^  sind 


Nun  soll  dl  =  d,j  sein;  also  hat  man  für  x  und  y  die  Gleichung 

{x^  — x)^  -h  (^i  — yy  =  (^^2  —  xy  -h  (^2  — j)^»  o^^^  entwickelt 
^1^  —  2.^1^  +  x^  -j-yl  —  2y^  -hy^  =  x.]  —  2x^x  4-  x^  -{-yl  —  2y.y  -hy^, 
woraus  sich  ergiebt 

1 .  2  (^2  —  -^i)  ^  -*-  2  (^2  '-y\)y  —  (-^2  —  -^1^)  • 


(yl  -y?)  =  0. 


Dividirt  man  alle  Glieder  durch  (x^  — ^1  -^yi  — yi)f  ^^^  ^^^^ 

(^1  _  ^2  ^yi  _^  2) :  2(^2  -^x,)  =  a 

und  (atj»  —  ^^i»  -hy.]  —y^) :  1{y^  —yd  =  ^- 


§  3-     Ellipse,  Hyperbel,  Parabel. 


SO  eigiebt  sich 


-  +  =^-1=0; 


X 

a       b 

der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Gerade,  welche  von  den  Achsen  die  Strecken  a 
und  b  abschneidet. 

Die  Gleichung  1.  wird  identisch,  wenn  man  für  x  und  y  die  Werthe 
(jfi-H^j)  •  2  und  (j^-^y^ :  2  setzt;  der  Punkt,  der  diese  Werthe  zu  Coordinaten 
hat,  der  Mittelpunkt  der  Strecke  -^1-^2^  ^^^S^  ^l^o  auf  der  Geraden. 
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§  3.    Ellipse,  Hyperbel,  Parabel. 

1.    Wir    suchen   die  Gleichung   des  Ortes   der  Punkte,    deren  Ent- 
fernungen  von   zwei  gegebenen 
Punkten   eine  constante  Summe 
2  a  haben. 

Nehmen  wir  die  Gerade,  auf  der 
die  gegebenen  Punkte  F^^  und  F^ 
liegen,  zur  A'- Achse,  und  den  Mittel- 
punkt der  Strecke  F^F2  zum  Null- 
punkt  und  setzen  F^F^  =2^,  so  ist 

F^F'  =  OF'  —  OF^  =x  —  c, 

F^F'  =  F^O  -h  OF  =  c-hx, 
mithin    F^F^  ^(x'^  c)^ —y^, 
F^P^  =  (^  -f-  cy  -^yK 
Da  nun  F^F-\-  F^=2a  sein  soll, 
so  folgt  die  Gleichung: 

y(x  —  cy  -4-y  -h  y(x  -+■  cy  -^y^  =  2a, 

Quadriren   wir,   nachdem  y(x  —  cy  -¥-  y^  auf  die   rechte  Seite  gestellt  worden 
ist,  so  folgt 

(x  4-  r)2  -H  ;;2  ==  4^2  _  ^a}/ (x -- cy -hy^  +  (^  —  cy  +;;« 
Hieraus  folgt,  indem  man  x^  -h  c^  -{-y^  von  beiden  Seiten  subtrahirt  und  den 
Rest  durch  4  theilt: 

a^  —  cxr=a  y(x  —  cy  -\-y^. 
Quadrirt  man  nochmals,  so  entsteht: 

a*  —  2a^cx  -h  c^x^  =  a^x^  —  2a^cx  4-  a^c^  ■+-  a^y^, 
woraus  hervorgeht: 
1.  (««  —  c^)  x^  -f-  a^y^  —  a^  (a»  —  r»)  =  0. 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung.  Die  Curve  führt  den  Namen  Ellipse.  Die 
Punkte  Aj  in  welchen  die  Ellipse  die  -Y-Achse  schneidet,  haben  jf  =  OA,y=^^. 
Setzt  man  dies  in  1.  ein,  so  folgt 

(fl2  _  ^2)  OA^  =  a^  {a^  —  ^2),     OA^  =  a^,     OA=^±:a. 
Die  Ellipse  schneidet  also  die  Abscissenachse  in  zwei  Punkten  A^  und  A^, 
welche  symmetrisch  zum  Nullpunkte  liegen  und  von  einander  den  Abstand  2  a  haben. 
Um  den  Schnitt  B  der  Ellipse  mit  der  Ordinatenachse  zu  erhalten,  setzen 
wiT  x=:^0,  y  =  OF  in  die  Gleichung  1.  und  erhalten 

a»  .  OB^  =  a«  (a2  —  c^l      OB^  =  «2  _  cK 
Die  Ellipse  schneidet  somit  die  Ordinatenachse  in  zwei  symmetrisch  zum  Null- 
punkte gelegenen  Punkten  B^  und  B^,  deren  Abstände  vom  Nullpunkte  gleich 
ya^  —  ^2  sind. 


^ 
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Bezeichnet  man  die  positive  Wurzel  aus  a^  —  c^  mit  d,  so  kann  man  nach 
Division  durch  a^d^  aus  1.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  der  Gestalt  erhalten 

Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Gleichung  durch  reale  Werthe  von  x  und  y 
nur  gentigt  werden  kann,  wenny^'^b^,  und  x^^a^.  Die  Ellipse  ist  also 
zwischen  den  beiden  Parallelen  zur  K-Achse  enthalten,  die  von  ihr  die  Abstände 
dta  haben  und  zwischen  den  Parallelen  zur  y- Achse,  die  von  ihr  um  dLd  ent- 
fernt sind. 

Die  Punkte  F^  und  F^  heissen  die  Brennpunkte,  die  Strecke  c  die  Ex- 
centricität,  die  Strecken  2a  und  2^  die  grosse  und  die  kleine  Achse  der 
Ellipse. 

Der  Werth  von  y,  der  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  x  gehört,  folgt  aus 
der  Gleichung  2.  zu 


diese  Formel  giebt  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  y.     Der  Werth  von 
X,  der  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  y  gehört,  ergiebt  sich  zu 


a 


diese  Formel  liefert  zwei  entgegen  gesetzt  gleiche  Werthe  für  x. 

Aus  diesen  beiden  Bemerkungen  folgt:   Die  Ellipse  ist  doppelt  symme- 
trisch; die  grosse  und  die  kleine  Achse  sind  Symmetrieachsen. 

2.  Ist  P  ein  Punkt  der  Ellipse,  so  kann 
man  immer  x  =  acos<p  setzen,  da  für  alle 
Ellipsenpunkte  x<.a  ist  Setzt  man  dies  in 
die  Gleichung  der  Ellipse 


.a 


r2 


X'^       y 
^+^-1=0 

ein,  so  folgt  y  =  d  sin^. 

Hieraus    ergiebt    sich    folgende    einfache 

(M.  355.)  Constniction  der  Ellipse:     Man  construirt  um 

O  Kreise  mit  den  Radien  a  und  ^,  zieht  durch  O  eine  Gerade  OR,  und  macht 

QF\\OA^,   RF\\OB^.     Dann   i^t  O F'  =  a cos ^    und    FF=  Q'Q  =  b sinf^, 

mithin  F  ein  Punkt  der  Ellipse,  welche  OAy^  und 
OB^  zu  Halbachsen  hat. 

3.  Bewegt  sich  eine  Strecke  AB  von  unver- 
änderlicher Länge  so,  dass  ihre  Enden  auf  den 
Schenkeln  eines  rechten  Winkels  gleiten,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  F  der  Strecke  eine  Curve,  deren 
Gleichung  sich-  leicht  ergiebt 

Setzt  man  AF=^  b,  FB  =  a,  so  hat  man  zu- 
nächst 

1.  AO^-hOB^  =  AB^. 

Nun  ist     .  AO  :  OP  =  AB :  BF, 

OB:OF''^AB:AF 
Ersetzt  man  hier  AF,  FB,  OF,  OF^'  durch  b,  ö,  x,  y,  so  erhält  man 

AO^^AB^^""^,     OB^^AB^.^i, 
und  dies  in  1.  eingesetzt  führt  zu 


r 

r 

0 

1 

VI 

(M.356.) 
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Der  Punkt  P  beschreibt  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  b. 
Man  erhält  hieraus  folgende  mechanische  Construction  der  Ellipse:  Auf 
ein  Stück  durchsichtiges  (Oel-)  Papier  trage  man  auf  einer  Geraden  die  Strecken 
AF  gleich  der  halben  kleinen  und  FB  gleich  der  halben  grossen  Achse  einer 
m  entwerfenden  Ellipse  ab;  die  Enden  A  und  B  markirt  man  am  besten  durch 
kurze  scharfe  quef  durch  AB  geiuhrte  Striche.  Hierauf  legt  man  A  und  B  auf 
die  Schenkel  eines  gezeichneten  rechten  Winkels  und  sticht  mit  einer  Copimadel 
den  Punkt  F  durch.  Durch  geeignete  Wiederholung  findet  man  soviel  Punkte 
der  Ellipse,  als  man  nöthig  hat. 

4.  Um  die  Glei- 
chung des  Orts  der 
Punkte"  zu  finden,  de- 
ren Abstände  von 
zwei  gegebenen 
Funkten  F^  und  F^ 
eine  gegebene  Diffe- 
renz 2  <z  haben,  nehmen 
wir  die  Gerade  F^F^  zur 
Abscissenachse,  die  Senk- 
rechthalbirende  dersel- 
ben zur  Ordinatenachse; 
bleibt  die  Bezeichnung 
so  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte, so  hat  man  die 
Gleichung 

Hieraus  folgt 

x^  -^^cx-^-c^  4- j^2  =  4^2  4-  A^a^x^c^  -\-y^  +  jc«  — -  2^:r  +  c^  -hy^, 
und  nach  Substraction  von  x^  -^  c^  -hy^  und  nachheriger  Division  durch  Aa: 

cx  —  a^  =  ay(x—cy-hy^, 

und  hieraus:     c^x^  —  2a^cx  -h  0*  =  a^x^  —  ^a^cx  -h  a^c^  -h  a'^y^] 

woraus  hervorgeht: 

1.  (^a  —  a^)x^  — ö«;;»  —  a^{c^  —  a^)  =  0. 

Es  ergiebt  sich  ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte,  dass  die  Curve  von  der 
Abscissenachse  Strecken  OA^  und  OA^  abschneidet,  die  gleich  zha  sind. 


(M.  357.) 


Setzt  man  zur  Abkürzung  b  für  die  positive  Wurzel  aus  c^ 
man  die  Gleichung  1.  durch  a^b^,  so  erhält  man 


Ä*.  und  dividirt 


2. 


.2 


y 


^2—32  —  1-0. 


Diese  Curve  heisst  Hyperbel.  Die  Gleichung  2.  lehrt,  dass  reale  Werthe 
vonj^  nur  dann  der  Gleichung  entsprechen,  wenn  x^^a^]  zwischen  den  beiden 
Geraden,  welche  im  Abstände  dtza  parallel  zur  Ordinatenachse  gezogen  sind, 
liegt  also  kein  Punkt  der  Hyperbel.  Ist  x=  zh  a,  so  folgt  j/  =  0.  Wächst  x,  so 
wächst  auch  der  zugehörige  Werth  von  y,  und  wird  x  unendlich  gross,  so  wird 
auch  y  unendlich  gross. 

Berechnet  man  aus  2.  x  und  y,  so  folgen  die  Formeln 


lo  Analytische  Geometrie. 


3.  ;/  =  -  yjp»— ö»,      x  =  ^  y^a+y. 


Zu  jedem  gegebenen  Werthe  von  x,  bez.  ^,  ergeben  sich  also  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe  von  y,  bez.  von  x.  Hieraus  folgt,  dass  die  Hyperbel 
doppelt  symmetrisch  ist. 

Die  Punkte  F^,  F^  und  die  Strecke  OF^  heissen  wie  bei  der  Ellipse  die 
Brennpunkte  und  die  Excentricität;  die  Strecke  A^A^  heisst  die  Haupt- 
achse, die  Gerade  (?y  heisst  Nebenachse.  Die  Haupt-  und  die  Nebenachse 
der  Hyperbel  sind  also  Symmetrieachsen  derselben. 

5.  Das  Verhältniss  der  Ordinate  eines  Hyperbelpunktes  zur  Abscisse  ist 
nach  3. 


X       a  '  x^ 


Wird  nun  x  unendlich  gross,  so  erreicht  das  Verhältniss  die  beiden  Grenz- 
werthe  zb(^:a);  sie  entsprechen  den*  beiden  zu  derselben  Abscisse  gehörigen 
Hyperbelpunkten. 

Zieht  man  im  Scheitel  A^  der  Hyperbel  eine  Parallele  zur  Nebenachse 
und  macht  auf  derselben  B^A^  7=A^B=ö,  und  sind  r]  und  rji  die  Ordinaten 
der  Punkte  ü  und  11  ^  der  Geraden  OB,  bez.  OB^,  welche  zur  Abscisse  x  ge- 
hören, so  ist  7j  =  —  jp,  Tji  = X.  Sind  F  und  F^  die  zu  x  gehörigen  Hyperbel- 
punkte, so  ist 

wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird.     Mithin  hat  man 

FU  =  F'U  —  F'F=  -  x—y^  -(x  —  Vx^  —  a^) 

und   Vi^F^  r=.Vi^F  ^  F^F  =  —  FW^  -4-  FF^  =  —  t)i  -^y^  =  >)  — ;/  =  PH. 
Wird  in  der  Gleichung 

^    ^  a 

sowol  der  Zähler  als  der  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  mit  x  -^  Yx^  —  a^ 
multiplicirt,  so  entsteht 

FU  =  F^n^  = . 

X  -4-  yx^  —  a^ 
bei  unendlich  wachsenden  x  wird  der  Nenner  unendlich  gross,  während  der 
Zähler  constant  bleibt,  mithin  nähert  sich  der  Quotient  und  ebenso  FU  =  FiU^ 
der  Grenze  Null,  also  fallen  die  zu  einer  unendlich  grossen  Abscisse  gehörigen 
Hyperbelpunkte  F  und  F^  mit  den  zugehörigen  Punkten  11  und  Oi  zusammen. 
Jede  der  Geraden  OB  und  OB^  trifft  somit  die  Hyperbel  in  zwei  (in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  liegenden)  unendlich  fernen  Punkten. 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  Geraden  OB  und  OBi  Asymptoten 
der  Hyperbel.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  also  die  beiden  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden,  deren  mit  der  Hauptachse  gebildete  Winkel  die 
trigonometrische  Tangente  dz  d:  a  haben. 

X^  i;2 

6.  Die  Gleichung   der  Hyperbel  -^  —  ^^  ==  l   kann   man  auch  schreiben: 


-  ■" — 


\ 


\ 
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II 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist 


—  X 
a 


y  =  t\-y^PW\ 


und  femer 


a 


jC -h;;  =  7) -H;/ =  —  7)1  +  j  =  Oj/^' -f- /"/»=  njP. 


Dies  in  1.  eingeführt  ergiebt 

Vi^P'  P\{  =  Vl^P^  .  P^  =  ^2. 

Daher  der  Satz:  Jede  zur  Hauptachse  der  Hyperbel  normale 
zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Strecke  wird  von  der  Hyperbel 
so  getheilt,  dass  das  Produkt  der  Theile  constant  ist. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man:  Jede  zur  Hauptachse  der  Hyperbel 
parallele  zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Strecke  wird  von  der 
Hyperbel  aussen  so  getheilt,  dass  das  Produkt  der  Theile  constant 
gleich  dem  Quadrate 
der  halben  Haupt- 
achse ist 

Zieht  man  zwischen 
den   Asymptoten    durch 
den  Hyperbelpunkt  P  die 
Gerade  -^^  in  gegebener 
Richtung,  so  ist 
QP\  PA  =  ««  ß  :  cos  a 
RP\  PB=sin  Y  :  cos  a, 
z\soRP'  PQiBP'PA 
=  sin  ß  sin  -^  :  cos^  a. 
Da  nun  PP'PQ  =  d^, 
so  folgt: 


BP'PA  = 


sin  ß  sin  7 

Das  Produkt  PP-  PQ  hängt  also  nur  von  der  Richtung  der  Geraden  AB 
ab;  der  obige  Satz  gilt  daher  nicht  bloss  von  den  zu  einer  Achse  parallelen, 
sondern  von  parallelen  zwischen  den  Asymptoten.enthaltenen  Strecken 
überhaupt,  wobei  für  jede  anders  gerichtete  Schaar  von  Parallelen  das  Produkt 
AP'  PB  im  Allgemeinen  einen  andern  Werth  hat. 

Sind  P  und  P^  die  Punkte,  in  denen  eine  zwischen  den  Asymptoten  ent- 
haltene Strecke  von  der  Hyperbel  geschnitten  wird,  so  ist  BP'  PA  =  BP^  •  P^A. 
Hieraus  io\^BP^  =  PA^  und  P^A  =  BP  Jede  zwischen  den  Asymptoten 
enthaltene  Strecke  wird  also  von  der  Hyperbel  in  drei  Theile  zer- 
legt, von  denen  die  an  den  Asymptoten  anliegenden  einander  gleich 
sind. 

Dieser  Satz  lehrt  eine  leichte  Construction  von  Hyperbelpunkten,  wenn  die 
Asymptoten  und  ein  Punkt  der  Hyperbel  bekannt  sind. 

7.  Wie  bei  der  Ellipse,  so  können  auch  die  Coordinaten  jedes  Hyperbel- 
punktes mit  Hülfe  der  Strecken  a  und  b  und  von  Functionen  eines  Hülfswinkels 
9  ausgedrückt  werden.    Denn  setzt  man 


12 


Analytische  Geometrie. 


X  =  asec  9,      _y  =  btang^, 
so  genügen  x  und  j'  der  Hyperbelgleichung 


x^       y^ 
^—^  —  1  =  0, 


sind  also  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Hyperbel. 

Hieraus  folgt  eine  einfache  Con- 
struction  der  Coordinaten  von  Hyperbel- 
punkten mit  Hülfe  zweier  Kreise,  die 
um  O  mit  den  Radien  a  und  b  con- 
struirt  werden.  Zieht  man  an  diese 
Kreise  Tangenten  normal  zur  Haupt- 
achse, legt  durch  O  einen  Strahl,  der 
mit  der  Hauptachse  den  Winkel  9 
bildet,  und  sind  C  und  D  die  Schnitt- 
punkte dieses  Stra&les  mit  den  beiden 
Tangenten,  sowie  A  und  B  die  Schnitt- 
punkte der  letzteren  mit  der  Haupt- 
achse, so  ist 
^■^•^  OC^asec^,      BD=^btangf^, 

also  sind  OC  und  BD  Abscisse  und  Ordinate  eines  Hyperbelpunktes. 

8.  Wir  suchen  nun  die  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  auf,  deren  Ab- 
stand von  einem  festen  Punkte  zum  Abstände  von  einer  festen  Geraden 
ein  gegebenes  Verhältniss  e  hat;  wir  setzen  dies  Verhältniss  zuerst  kleiner, 
dann  grösser  und  schliesslich  gleich  der  Einheit  voraus. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Curve  in  allen  drei  Fällen  gegen  die 
Gerade  symmetrisch  ist,  die  normal  zu  der  gegebenen  Geraden  durch  den 
gegebenen  Punkt  geht. 

Wir  wählen  daher  diese  Gerade  zur  Abscissenachse. 

Der    gegebene    Punkt    F  wird    Brennpunkt,    die    gegebene  Gerade  AA 
^^  Y  j  Directrix  genannt    jFi?  sei  nor- 

mal zur  Directrix. 

Ist  F  ein  Punkt  unserer 
Curve,  n  seine  Normalprojection 
auf  die  Directrix,  so  ist  also 
FF  :  /TI  =  8.  Zwei  Punkte 
■^  der  Curve  liegen  auf  der  Sym- 
metrieachse; ist  e  <  1,  so  liegt 
innerhalb  DF,  der  andere  A^ 
in  dem  an  F  liegenden  un- 
begrenzten Theile  der  Achse, 
und  es  ist 
FA^  :AiD  =  A^F:A2£>=^^, 


X, 


J. 


A    F,     0 


FI    A, 


^4 

mithin 


J 


(M.  860.) 


1 


*  1  -f-  e 


d,     A^D  =  -^ •  d, 

»  1  —  e 


Um  fiir  den  Fall  vorgesehen  zu  sein,  dass  die  Curve  noch  eine  zweite 
Symmetrieachse  normal  zur  ersten  besitzt,  wählen  wir  den  Mittelpunkt  O  der 
Strecke  A^A^  zum  Nullpunkt  und  haben  daher: 
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OA,  =  A,0  =  i  {A^D-A^D)  =  j-:^^  d; 

e                                e 
femer  ist  FA.  =  7— —  d,      Ä^F-=^  1, dy 

OF=OD^FD^(^^^\^d^^^d, 

und  -Pn  =  Oi>— Oi"  =  r-^^— -^^ 

1 —  e^ 

FF^  =  PF^  4-  P'P»  =  (C^i?-—  OPy  -^rF^=-  {\~^  d  —  xi  -hy^ ; 
setzen  wir  diese  Werthe  in  FF:  Fü  =  e  ein,  so  erhalten  wir: 

(ct '^ --)'+>' =  ^»(r:b ''-*)' 

«ier:  (^  _  g2)2  ^^  ~  iZT^ä  ^^-+-^^H-i'«=  (JTT^^  "  TITIi  ^^H-  e»^^; 

»2 


hieraus  folgt:  (1  —  e«)  jpS  -1-  j;»  — d^  =  0. 


1— e 


e« 


Durch  Division  mit  :j 0  //^  bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 


1— e» 


x^       «2 

-3   -*-   l9  —  1=0» 


wobei  a  und  b  die  Werthe  haben 

8 


Unsere  Curve  ist  daher  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  aund^; 
der  Punkt  F  ist  ein  Brennpunkt  derselben. 

Aus  den  bekannten  Symmetrieverhältnissen  der  Ellipse  folgt,  dass  es  noch 
eine  zweite  Directrix  giebt,  die  parallel  zu  OY  iva  Abstände  D^O=^OD  liegt. 
Ist  F^  der  zweite  Brennpunkt  der  Ellipse,  und  W^  die  Normalprojection  von  F 
auf  die  zweite  Directrix,  so  ist  auch  FxF\\{^F=^z, 

Die  Abstände  OD,  FD,  A^D,  A^D  lassen  sich  durch  die  Strecken  0,  h, 

c=ya^  —  d^  ausdrücken;  denn  da 

s  e  e^ 

a  = «  d,      ö  =     .  :  d,      c  =  z 9  d, 

1  —  e*    '  yi  — e*  1  —  e* 

1  a^  b^ 

so  hat  man  0D=^-^ 5^?=—;      FD  =  dr=i  —  i 

1  —  e*  c  ^  c  ^ 

^iZ>  ==  OD  —  Ö^i  =  -^^ ^;     ^2^  =  A^O  4-  <9Z>  =  -^^ ^. 

Aus  7?*/^=  e-Ili/»  und  F^F==  zFÜ  folgt  durch  Addition  FF-^F^F^ 
c.(ni-P-t-^n)  =  e.nin  =  2e.Ö2?  =  2ö,  also  die  Eigenschaft  der  Ellipse,  durch 
welche  wir  sie  in  No.  1  charakterisirt  haben. 

9.  Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  FF\  11/'=  e,  e  >  1,  hat  mit  der  Geraden 
DF  zwei  Pimkte  A^,  A^  gemein,  für  welche 


t 


Daher  ist  ^^=2  ^^a^"^  "^1^^  "^  z^-^l  ^' 


.-..7'- 


14 


Analytische  Geometrie. 


:-<i> 


:.'V 


r» 


•>! 


<■' 


n_i 


e»  — 1 
OD^OF—DF 


,a 


d—d^ 


X 


;3  — 1 


^. 


^/     /"  J 


(M.  3G1.) 


Femer  ist 

WP=OF  —  OD 

FP^  =  /^/^2  _4.  /»'/>« 

=  {pp  —  0Fy-\-  pp^ 


Setzt  man  dies  in  J^P:  0/'=  e  ein,  so  entsteht 

^^-^2r^//JH-;/2=e2|^^__^  oder 


2e' 


JC' 


^^ 


e2_  1—    '   (e3_i)2 
Hieraus  folgt  weiter: 


^2  ^_^2  =  £2^2_ 


2eS» 


e»—  1 


//;c 


(e^  -  1)= 


//2. 


1. 


2  __  n.i:2  __«2  _ 


(e2  —  1)  ^ 


;2—  1 


//»  =  0. 


Dividirt    man    durch 


;3-  1 


df^    und   setzt  a  = 


;»  — 1 


d,      b  = 


ye^^i 


^, 


so  wird  aus  1. 
2. 


jc2        j,2 


d^' 


--5-1=0. 


Der  Ort  der  Punkte,  deren  Entfernung  von  einem  festen  Punkte 
zum  Abstände  von  einer  festen  Geraden  ein  constantes  Verhältniss 
>  1  hat,  ist  also  eine  Hyperbel.    Da 


^«  = 


.d^  =  OF^  —  a^y 


£2  —  1 

so  folgt,  dass  F  ein  Brennpunkt  der  Hyperbel  ist. 

Aus  den  bekannten  Symmetrieverhältnissen  der  Hyperbel  ergiebt  sich,  dass 
noch  eine  Directrix  A^Aj  vorhanden  ist,  und  dass  die  beiden  Directrix  symme- 
trisch zur  Nebenachse  t?  Fliegen.  Ist  11  j  die  Projection  von  P  auf  A^Aj  und 
F^  der  zweite  Brennpunkt  der  Hyperbel,  so  ist  auch  F^P\ll^P=z, 

Aus    F^P^-Z'U^PwnA   FP  =-  e  -  UP  folgt   F^P— FP=  z{n^P  ^-UP) 

2e 
==  e  .  Ulli  =  2&  '  0D=    g ^  d=  2a,    also    die    Eigenschaft    der    Hyperbel, 

von  welcher  wir  in  No.  4  ausgegangen  sind. 

Die  Strecken  OD,DF,DA^  und  D^A^  lassen  sich  durch  a,  b  und  C'=^ya^-^b'^ 
ausdrücken;  wir  erhalten  aus 


e 


a  = 


e2  — 1 


d,       ^  = 


l/e»  — 1 


d,       c  = 


2 


2  —  1 


d. 


die  Werthe 


1  «2  ^2 

£2  —  1  C  C 
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/ 

(I 

\ 

\ 
\ 

ys, 

0 

7->rx^  auf  beiden  Seiten  folgt: 

y^  =  ipx. 
»el  genannt;   die  Strecke  p  heisst  der  Parameter, 
^mmetrieachse ,   die  A'-Achse  unseres  Coordinaten- 


ich  fernen  Punkt  der  A'-Achse,  so  ist  fUr  denselben 
aber  sagen,  dass  die  Parabel  mit  der  Symmetrie- 
:  der  Parabel*  bezeichnet  wird)  ausser  dem  Scheitel 

Punkt  gemein  hat 
len  Figuren  9  und   12  statt  der  Strecken  OP  die 

man  sich  also  die  Ordinatenachse  durch  A-^^  statt 
in  den  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel 


-0^' 

bez.  y  - 

^--^OP^-a^ 

OP- 

a-¥x, 

»«-» 

bez.^  = 

=  -^2««+«'. 

tss  hier  die  Ordinatenachse  durch  einen  Scheitel 
ezeichnen  wir  diese  Gleichungen  als  die  Scheitel- 
id Hyperbel. 

Brennpunktes  vom  Scheitel  gleich  einer  gegebenen 
Ellipse  a  —  c^q,  c^a  —  q,  also  b  =  ^a^  —  ^2 
Hyperbel  c  —  a  =  q,  c^  q  +  a,  also  b ^ yfi  —  a^ 
iiese  Werthe  fiir  6  in  die  Scheitelgleichungen  ein, 


I.* 


Analytische  Geometrie. 


y^y^^+^.y2x+^. 


für  die  Hyperbel: 

Wächst  nun  a  über  alle  Grenzen,  so  nähern  sich  die  Brüche  ^2 :  a  und  x"^  :  a 
der  Grenze  Null,    und   die  Gleichungen  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  gehen 

über   in   die  Gleichung  y  =  "j/4^,  oder  y^  =  A^qx. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Parameter  p^^^q.  Hier- 
aus gewinnen  wir  die  werth volle  Anschauung: 

Die  Parabel  kann  als  eine  Ellipse  oder  als  eine  Hyperbel  ange- 
sehen werden,  deren  Hauptachse  unendlich  gross  wird,  während  der 
Abstand  des  Scheitels  vom  nächst  gelegenen  Brennpunkte  einen 
gegebenen  Werth  q  behält 

13.  Wb:  untersuchen  nun  die  Lage  einer  Geraden  gegen  eine  Parabel, 
Ellipse  und  Hyperbel. 

Bezeichnen  wir  die  Reciproken  der  Achsenabschnitte  einer  Geraden  T  mit 
u  und  Vf  setzen  also 


a 


=  », 


7  =  ^' 


so  ist  die  Gleichung  der  Geraden  T 

ux-\-vy  —  1  =  0. 
Die  Werthe  von  x  und  y^  welche  den  Gleichungen 

1.  ux  -i-vy  —  1  =  0, 

2.  y^  =  ^px 

zugleich  genügen,  sind  Coordinaten  von  Punkten,  welche  sowol  auf  der  Geraden 
T  als  auf  der  Parabel  y'^  =  2px  liegen,  sind  also  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes bez.  der  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Parabel. 

Um   dieselben   zu   erhalten,    substituiren  wir  den  aus  1.  folgenden  Werth 
ux=l  —  vy  in  die  Gleichung  2.  und  erhalten: 

y  =  2^  — 2^.^, 
^  u  u    '^ ' 


3. 


pv 


4. 


^»4-2— y  — 2-  =  0. 
Diese  quadratische  Gleichung  hat  die  Wurzeln:» 


die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Die  zugehörigen  Werthe  von  x  folgen  aus  1.  zu 

j 
x'  ^-^{u  -hpv^  —  vY^pu  -hp^v^), 

5-  1  ^ 

«"  =  -ä  («  +/»*  +  zt/2/« +/*»»). 

Eine  Gerade  hat  daher  mit  der  Parabel  zwei,   einen  oder  keinen 
(realen)  Punkt  gemein,  je  nachdem 

2»4-/>t^*  =  0. 

14.  Aus  der  Gleichung  3.  oder  aus  den  Lösungen  4.  folgt 

6.  ^(y'+y) P-l- 


I 
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Die  Strecke  \  (j'  -I- j'")  ist  die  Ordinate  der  Mitte  der  Strecke  zwischen 
den  Punkten  P'  und  JP",-  in  denen  die  Gerade  die  Parabel  schneidet.  Nach 
der  Formel  6.  ist  diese  Strecke  nur  abhängig  von  dem  Verhältniss  v :  u^  ist  also 
unveränderlich  für  alle  Gerade,  welche  dasselbe  Verhältniss  v :  u  haben;  da 
dieses  Verhältniss  gleich  dem  Verhältniss  der  Achsen  abschnitte  ä  :  ^  ist,  so 
folgt,  dass  diese  Geraden  parallel  sind.  Für  parallele  Sehnen  liegt  also  die  Mitte 
in  gleichem  Abstände  von  der  Abscissenachse,  oder: 

Die  Mitten  paralleler  Parabelsehnen  liegen  auf  einer  zur  Achse 
parallelen  Geraden. 

14.  Ist  ^u-\-pv'^  positiv,  so  schneidet  die  Gerade  die  Parabel  in  zwei 
Punkten  P*  und  P'\  .  Aendert  man  nun  die  Lage  der  Geraden  so,  dass 
^pu  -\- p^v^  kleiner  wird,  so  nehmen  die  absoluten  Werthe  der  Unterschiede  der 
Abscissen  x  — x^'  und  der  Ordinaten  y — y  ab,  es  nimmt  also  auch  der  Ab- 
stand P'P'  ab,  'da  PP'  =  }/{x"  —  x^  4-  (7"  —yT,  die  Punkte  P  und  P' 
rücken  also  näher  an  einander. 

Wenn  ^pu-\-p^v^  verschwindet,  so  wird  auch  der  Abstand  PP^  ver- 
schwindend klein,  und  die  Gerade  schneidet  die  Parabel  in  zwei  unendlich  nahe 
benachbarten  Punkten. 

Eine  Gerade,  die  eine  Curve  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten  schneidet, 
beisst  Tangente  der  Curve.     Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gerade   T 
die  Parabel  berührt,  ist  also 
1.  ^u-^pv^  ^0. 

Die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  ergeben  sich  nun  aus  den  Formeln 
No.  1.3,  4.  und  5.  zu 


2. 


X  = 


u  -^pv^ 


u 


2 


^  U  ' 


Aus  diesen  Formeln  kann  man  u  und  v  berechnen,  und  findet  zunächst 


X  =  — 
u 


1      pv- 


u 


2 


Da  nun  P  auf  der  Parabel  liegt,  so  ist  y'^  =.  ^px\  mithin 


3. 


X       —  I     a  X  I  SS  jf  , 

u  u 


Da  1  :  «  der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  -Y-Achse  ist,  so  folgt:  Jede 
Parabeltangente  schneidet  von  der -Y-Achse  eine  Strecke  ab,  die  der 
Abscisse  ihres  Berührungspunktes  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Femer  folgt  y  =  — pv\u  =pvx\  oder  da  px^  =  ^y  ^  : 

4  1-^- 

V       2 

Die  Strec'ke,  welche  eine  Parabeltangente  auf  der  Ordinaten- 
achse  abschneidet,  ist  gleich  der  halben  Ordinate  des  Berührungs* 
Punktes. 

Um  im  Punkte  P  (Fig.  362)  eine  Tangente  an  die  Parabel  zu  construiren, 
mache  man  also  S^0=^  OPy  dann  ist  S^P  die  gesuchte  Tangente. 

Da  j9(9=  OF  und  OS^  ^S^P',  so  schneiden  sich  UP  und  S^P  in  S^, 
und  es  ist  PS^  =  S2U.  Da  nun  PPU  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ist,  so  folgt 
der  Satz: 

Tangente  und  Normale  der  Parabel  halbiren  die  Winkel  des 
Radius  vector  und  einer  Parallelen  zur  Parabelachse  —  wenn  wir  als 
Normale  die   Gerade  bezeichnen,    die   normal   zur  Tangente    durch   den  Be- 

ScHLOBMiLCH,  Hazidbuch  der  Mathematik.    Bd.  II.  2 
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Analytische  Geometrie. 


rtihrungspunkt  gezogen  wird,    und   mit  Radius  vector  die    Strecke,    die   den 
Brennpunkt  mit  einem  Parabel-  (bez.  Ellipsen-,  Hyperbel-) punkte  verbindet. 

Die  Gleichung  der  Parabeltangente  im  Punkte  P'  erhält  man,  wenn 
man  die  gefundenen  Werthe  für  u  und  v  in  die  Gleichung  der  Geraden 
ux-\-vy  —  1  =  0  einführt,  zunächst  in  der  Form 


Hierfür  kann  man  setzen 


1p  X      2y 


—  1  =  0. 


^  =  0- 


nach  Multiplication  mit  ^y'^  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Tangente  zu: 

p(x-\-  x')  —yy  =  0. 
15.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  welche  eine  Gerade  T  und  eine  Ellipse 
gemein  haben,  sind  die  Werthe  von  x  und  y,  welche  die  Gleichungen 
1.  der  Geraden:  ux-^vy  — 1  =  0 


2.  und  der  Ellipse:     -2-4-72  —  1=0 

zugleich  befriedigen.     Aus  der  Gleichung  1.  folgt 


3. 


1       u 

y  = X. 

^        V         V 


Dies  in  2.  eingesetzt,  ergiebt 


1u 


1 


X 


und  nach  Multiplication  mit  d^lßv^\  {cßu'^  -4-  ^22,2) 

a^u  a2  (1  —  ^2^2) 


-1  =  0, 


4. 


ä:2 


X 


=  0. 


5. 


ö2«2  ^  lßy2  *^    ^    ö2«2  -I-  ^2^,2 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  für  y  die  quadratische  Gleichung 

t2v  ^2(1 —02  «2) 


/  — 2 


=  0. 


Sind  x\  ^"  die  Wurzeln  von  4.,  sowie  y\  j/"  die  von  5.,  so  gehört  nach 
Gleichung  1.  zu  jeder  der  beiden  Wurzeln  x^  jc"  eine  bestimmte  Wurzel  von  5.; 
die  zusammengehörigen  Werthe  mögen  x^  und  y' y  a:"  und  y  sein. 

Die  Gleichungen  4.  und  5.  lehren:  Eine  Gerade  hat  mit  einer  Ellipse 
nicht  mehr  als  zwei  Punkte  gemein. 

Sind  P  und  P^  die  zu  den  Coordinaten  x^  ^  und  jp"  j/"  gehörenden  Punkte, 
so  ist  nach  4.  und  5. 


4(x'H-^")  = 


cßu 


io^'H-y')- 


b'^v 


2  ^"^     .    ^  /  —  ^2 j^2  _|-  JßTß  >        ^\J   -^J  )        ^2«2  4-  ^2^,2  • 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  die  Coordinateh  \  ifj  der  Mitte 
von  FP^\  man  hat  also 


5  = 


a2«2_L.^22^2 


TQ  = 


ö2«2  ^  lß^% 


woraus  folgt: 
6. 


1  —  ^    1 

Für  alle  Ellipsensehnen,  welche  dasselbe  Verhältniss  v :  u  haben,  haben 
also  auch  die  Coordinaten  der  Sehnenmitte  ein  constantes  Verhältniss,  d.  i.: 

Die  Mitten  paralleler  Sehnen  einer  Ellipse  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, die  durch  den  Schnittpunkt  O  der  Symmetrieachsen  geht. 

Hieraus  folgt  noch,    dass  alle  Ellipsensehnen,    die  durch  O  gehen,    in  O 


1 


■ 

L 


i 
» 
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halbirt  werden.  Man  bezeichnet  daher  O  als  das  Centrum  der  Ellipse,  und 
die  durch  O  gehenden  Sehnen  als  Diameter. 
Ist  A  der  zur  Geraden  T  parallele  Dia. 
meter,  und  ist  für  7^  das  Verhältniss  v  :  u  gleich 
dem  gegebenen  Werthe  7,  so  ist  für  jeden  Punkt 
von  A  FP\  OP'  =  OS<i  :  S^O  == 

1         1  1 

V*       u  7" 

Die  Gleichung   von   A    ist  daher 
y  \  X  =  —  1:7,  oder 
7.  jc  -f-  Y^'  =  0. 

Die  Gleichung  des  Diameters  A',  auf  dem 
die  Mitten  der  zu  T  parallelen  Sehnen  liegen, 
ist  nach  6.  j' :  jc  =  }ß-\ :  c^^  oder 

cß 


(M.363.) 


8. 


^-^•^  =  0. 


Für  die  Ellipsensehnen,  welche  parallel  dem  Diameter  A'  sind,  liegen  daher 
die  Mitten  auf  dem  Diameter 

X 7 ITT-  •  J'  =  0,    d.  i.  jc  -h  7^  =  0, 


^2 


V    ^^t) 


mithin  auf  dem  Diameter  A. 

Enthält  also  A'  die  Mitten  der  Sehnen,  welche  parallel  A  sind,  so  enthält 
d  die  Mitten  der  zu  A'  parallelen  Sehnen.  Die  Beziehung  der  beiden  Diameter 
d  und  A'  ist  daher  reciprok.  Zwei  solche  Diameter  heissen  conjugirte  Dia- 
meter der  Ellipse. 

Setzt  man  7  =  0,  so  wird  die  Gleichung  des  Diameters  A  zu  ^  =  0,  A  fallt 
also  jetzt  mit  der  F-Achse  zusammen. 

Die  Gleichung  des  conjugirten  Diameters 

X  cß 

~y^  ^W{ 
wird  jetzt    zu   x\y-=  00,    also   zu  ^  =  0,    A'  wird   identisch  mit  der  X-Achse. 
Die  Achsen  der  Ellipse  sind  daher  conjugirte  Diameter. 

16.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  eines  Diameters,  der  die  Gleichung 
x  —  7;f  =  0  hat,  bestimmen  sich  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Ellipsen- 
gleichung.    Man  erhält 

^2  — \ —  •       v3  = 

^  Cß^ißf^       y    —  ^2  +  ^2^2- 

Das  Quadrat  der  Länge  des  halben  Diameters  folgt  hieraus  zu 

Der  conjugirte  Diameter  habe  die  Gleichung  x  —  fy  =  0.    Dann  gilt  für  ihn 


a2  -I-  ^2^2 


Nun  ist  aber  7'  =  —  a^  :  d^'^ ,    mithin 


H-y2  = 


^7 


2 


ö2 


327'2  =ji^{(fi 


2. 


r'2  = 


ö4 


^2^2^  ;  daher  ist 


'h^ 


'■•.■ij 


'♦1 


V«: 


■    „Vi, 


■^1 


'■.\j 


1 


;1 


■in 

■■  -.iß 


■■ilt 


(ß  4-  ^2^2  • 


t«.    I  -  .:'<■■ 


Jftf: 


* 


Tr'.'i 


-S    . 

f  ■  *> 

'V' 


■■»» 


■  v' 


'tV^ 
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^'■. 
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Durch  Addition  der  Formeln  1.  und  2.  folgt 

r2  -H  r'2  =  ^g        ^g  g  (ö:2^2  _^.  ür2^2^2  -^  of*  -H  ^^^2)  =  ^2  _|.  ^2. 

Also:     Die  Summe   der  Quadrate  zweier  conjugirten  Radien  der 
Ellipse  ist  constant 

Sind  cp  und  <pj  die  Winkel  der  Jf-Achse  mit  A  und  A^,  so  ist 

tang^  =  —  7,  tang  9'  =  -jk-  ,    mithin 

T  1 

stn  (p  =     .  ,  cos  ^^=  — 


vT 


/2 


Stn  <p  = 


ö- 


cos  9  = 


^2^ 


f2 


Ya^  -h  ^72  '  ^        Ya^  -h  lAi^  ' 

Bezeichnet  man  den  Winkel  der  beiden  conjugirten  Diameter  A  und  A'  mit 

CO,  so  ist  0)  =  <p'  —  (p,  mithin 

^2-|^2  4_  ^2 


Nun  ist  nach  1.  und  2. 


4. 


rr  = 


yi  4-  f  •  |/ä4  4-  ^fi ' 


öf^-j/i  4-72 . 1/0*4-^472 


«2  4-  ^2^2 

Folglich,  nach  Multiplication  von  3.  und  4. 
5.  rr'  sin  ü>  =  ad. 

Die  beiden  Ellipsentangenten  an  den  Endpunkten  eines  Diameters  können 
(in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  des  nächsten  Abschnittes),  als  ver- 
schwindend kleine  vom  Diameter  halbirte  Sehnen  betrachtet  werden,  sind  also 
dem  conjugirten  Diameter  parallel.  Die  vier  Tangenten,  welche  in  den  End- 
punkten zweier  conjugirter  Diameter  A  und  A'  construirt  sind,  bilden  daher  ein 
der  Ellipse  umschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Seiten  paarweis  den  con- 
jugirten Diametern  parallel  und  gleich  sind. 

Wir  haben  nun  nach  5.  den  Satz: 

Die  einer  Ellipse  in  den  Enden  je  zweier  conjugirten  Diameter 
umschriebenen  Parallelogramme  haben  constante  Fläche,  sind  näm- 
lich gleich  dem  Rechteck  der  beiden  Achsen  der  Ellipse. 

17.  Wir  lösen  nun  die  quadratischen  Gleichungen  No.  15,  4.  und  5.  auf 
und  erhalten  für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  -P'  und  F"  nach  einfachen 
Reductionen : 

x'  und  ^"  —  -^^ -ß-^  {a^u  =h  0^2/1/^2^2 -j.  ^2^,2^  1) 

1 


y    ^^d  y  =  ^2u2^  1,2^2  (^'^  =F  «^«  V^^U2  4-  ^2z,2  _  1) 

wobei  die  oberen  und  die  unteren  Zeichen  in  beiden  Zeilen  zusammengehören. 

Diese  Formeln  lehren:  Eine  Gerade  hat  mit  der  Ellipse  zwei  ge- 
trennte reale  Punkte,  oder  nur  einen  Punkt,  oder  keinen  realen 
Punkt  gemein,  je  nachdem  a^u^  -h  d^v*^  —  1  positiv,  gleich  Null,  oder 
negativ  ist. 

18.  Aendert  man  die  Lage  einer  Geraden  T,  welche  die  Ellipse  schneidet, 
so,  dass  «2^2  4-  ^2^2  —  1  =  ^  immer  kleiner  wird  und  dem  Grenzwerthe  Null  sich 
nähert,  so  nähern  sich  auch  die  Differenzen 

2alfv  . —  ,         ,, 2ahu  

a2^2-|-^2^2K^'      y  "^y   """"  a'^u^^iß^a  Y ^ 


X     = 


lipse,  Hyperbel,  Parabel.  zl 

_  a:')2  _H  (y"  _y)2  der  Grenze  Null.     Ist 

;ente  der  Ellipse.     Die  Coordinaten  des  Be- 

der  Gleichung  1.  aus  den  Formeln  von  No.  17: 
<  ,  AH 


nfacher 


1=0  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Ge- 
Punkte   F"  berührt: 


OL  364.) 

angente  auf  den  Achsen,  so  ist  OSi=l: 


Directricen  sind: 

e  Spitze  eines  Dreiecks  {F^PF)  geht  und  die 
SS  der  an  der  Spitze  liegenden  Seiten  theilt, 
Spitze.  Berücksichtigen  wir  dazu  noch,  dass 
zwei  Geraden  gebildeten  Winkel  normal  sind, 

.e,  die  zu  einer  Ellipse  in  einem  Punkte 
Ibiren  die  Winkel  der  Geraden,  welche 
tlen  verbinden, 
ittpunkte  einer  Geraden  T  mit  einer  Hyperbel 

n     ux-\-vy  — 1^0, 


m 


'S: 


H-r. 


^:^r 
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.9 


2. 


und  der  Hyperbel     — ^  —  j^  —  1=0. 


a 

2—^2 

Substituirt  man  den  für  y  bez.  o:  aus  1.  folgenden  Werth  in  2.,  so  erhält  man 
für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  die  quadratischen  Gleichungen: 


3. 


4. 


^«  — 2- 


a^u 


X 


r2 


bH  __ 

a^u^—bH^^'^ 


a^  (1  -4-  bH^) 
a^u^  —  b^v^ 
b^{\^a^u^) 
-  bH^ 


a^u^ 


=  0, 


=  0. 


Zu  jeder  der  beider  Wurzeln  jc'  und  je"  der  3.  Gleichung  gehört  gemäss 
der  Gleichung  1.  eine  bestimmte  Wurzel  y'  bez.  j^"  der  Gleichung  4.  Man 
sieht  daher:  Eine  Gerade  und  eine  Hyperbel  haben  nicht  mehr  als 
zwei  Punkte  gemein. 

Die  Coordinaten  5,  t]  der  Mitte  der  auf  T  liegenden  Hyperbelsehne  sind 

mithin  nach  3.  und  4. 


5. 


6. 


5  = 


Ä*« 


^2^2 —  ^22/2» 


3. 
5 


^»      V 


daher  ist 


a' 


u 


Parallele  Hyperbelsehnen  haben  dasselbe  Verhältniss  v :  «,  also  ihre  Mitten 
dasselbe  Verhältniss  y)  :  E.     Daher  der  Satz: 

Die  Mitten  paralleler  Hyperbelsehnen  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  Symmetrieachsen  geht. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  jede  durch  den  Punkt  O  gehende  Hyperbelsehne 
in  O  halbirt  wird.  Man  bezeichnet  daher  O  als  Centrum,  und  jede  durch  O 
gehende  Gerade  als  Diameter  der  Hyperbel. 

Ist  für  eine  Schaar  paralleler  Hyperbelsehnen  zf :  «  =  7,  so  ist  die  Gleichung 

des  zur  Schaar  gehörenden  (mit  den  Sehnen  der  Schaar  parallelen)  Diameters  A 

nach  No.  15,  7. 

7.  ä:  -h  Yj/  =  0. 

Die  Gleichung  des  Diameters  Aj,  der  die  Mitten  der  Sehnen  dieser  Schaar 

enthält,  ist  nach  6. 


8. 


^■^"P^-^=^- 


Der  Diameter,  auf  dem  die  Mitten  der  zu  A^  parallelen  Sehnen  liegen,  ist 
nach  7.  und  8. 

j' =  0,  d.  i.  o:  4- -ty  ==  0, 


X 


b^ 


a' 


b^t 


es  ist  dies  der  Diameter  A. 

Enthält  also  ein  Diameter  A'  die  Mitten  der  zum  Diameter  A 
parallelen  Sehnen,  so  enthält  auch  A  die  Mitten  der  zu  A'  parallelen 
Sehnen.  Die  Beziehung  zweier  solcher  Diameter  ist  daher  reciprok.  Man 
bezeichnet  zwei  solche  Diameter,  deren  jeder  die  Mitten  der  zum  andern  paral- 
lelen Sehnen  enthält,  als  conjugirte  Diameter  der  Hyperbel. 

Lässt  man  A  der  Reihe  nach  mit  den  AT-Achsen  und  den  beiden  Asymptoten 
zusammenfallen,  so  erhält  7  die  Werthe  0,  a  :  b,  —  a:  b,  also  wird  die  Gleichung 
des  conjugirten  Diameters 

y  =  0  bez.  x 

und  man  sieht  daher: 


—  y  =  0,    bez.  X  —  -ry  =  0, 


7*>v 


k 


ipsc,  Hyperbel,  Parabel.  33 

Hyperbel  sind  conjugirt;  jede  Asymp- 
Lungen    3.    und    4.    des    vorigen    Abschnittes 


{—  P»  q:  o^kVI— «"«"  +  *»»»). 

t  einer  Hyperbel  zwei  reale  Punkte, 
ealen  Punkt  gemein,  je  nachdem 
Null,  oder  positiv  ist 


(M.W5.) 

I  dem  gegebenen  Punkte  P  berührt,  ergiebt 
enden  Werthe  von  u  und  v  in  die  Gleichung 

1  im  Punkte  J*,  so  ist 


S,  :5i^;  dies  lehrt  den  Satz:  Die  Tan- 
'perbel  in  einem  Punkte  derselben 
den,    die    den  Punkt    mit    den  Brenn- 


i   die,    bei   welcher   ^  =  a   ist,    mit   einem 
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besonderen  Namen  ausgezeichnet;  sie  heisst  gleichseitig.     Die  Gleichung  der 
gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachsen  ist: 

Die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  mit  der  Hauptachse 
Winkel,  deren  trigonometrische  Tangente  gleich  der  Einheit  ist;  hieraus  folgt, 
dass  sie  miteinander  rechte  Winkel  bilden. 

Die  Gleichung  des  zu  der  Geraden  A  =i  jc  -H  7^^  =  0  conjugirten  Durch- 
messers ist  (No.  19)  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel 

A'  =  — 7:v-hJ'  =  0. 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Winkel  der  Geraden  A  mit  der  -Y-Achse  gleich 
dem  Winkel  der  Geraden  A'  mit  der  K- Achse  ist,  und  daher  folgt  weiter: 
Die  vier  Winkel  je  zweier  conjugirten  Diameter  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  werden  von  den  Asymptoten  halbirt. 


23.  Polarcoordinaten.  Die  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  kann  man 
statt  durch  seine  Projectionen  auf  die  Coordinatenachsen  auch  durch  die  Strecke 
OF  (Fig.  347)  und  durch  den  Winkel  bestimmen,  den  die  Gerade  OX  mit  der 
Geraden  OF  einschliesst.  Die  Strecke  OF  wird  in  diesem  Sinne  als  Radius 
vector,  r,  der  Winkel  als  Anomalie,  (p,  des  Punktes  F  bezeichnet. 

Man  hat  den  Begriff  »Coordinaten  eines  Punktes«  dahin  ausgedehnt,  dass 
man  darunter  überhaupt  solche  Data  versteht,  welche  die  Lage  eines  Punktes, 
zunächst  in  der  Ebene,  bestimmen. 

Die  bisher  gebrauchten  Coordinaten  OF  und  OF^'  nennt  man  dann  insbe- 
sondere Orthogonal-Coordinaten,  oder  nach  dem  Erfinder  der  Coordi- 
naten-Geometrie    Des    Cartes    (1596  — 1650)    Cartesische    Coordinaten. 

Die  Coordinaten  r  und  9  fuhren  den  Namen  Polarcoordinaten.  Aus 
den  Formeln  O F'  ^=^  O F cos  ^y  FF=OFsinr^  folgen  für  den  Zusammenhang 
von  orthogonalen  und  Polarcoordinaten  die  Formeln 

1.  X  =  r  cos  ^f      y  =ir  sin  <p, 

y  X  y 

2.  r^  z=zx^  ^y^,      tang^^-,      cos^  =  -,      stn^  =  -. 

Den  Punkt  O  bezeichnet  man  als  Pol  der  Polarcoordinaten,  die  Gerade 
OXf  von  welcher  aus  die  Anomalien  gezählt  werden,  als  Nulllinie  (der  Ano- 
malien). 

Die  Formeln  1.  und  2.  lehren  also  die  Beziehungen  der  orthogonalen  und 
Polarcoordinaten  für  den  Fall,  dass  der  Pol  und  die  Nulllinie  mit  dem  Ursprung 
und  der  Abscissenächse  der  orthogonalen  Coordinaten  zusammenfallen. 

24.  Aus  der  Gleichung  einer  Curve  in  Orthogonalcoordinaten  erhält  man 
die  Gleichung  in  Polarcoordinaten,  welche  den  Nullpunkt  zum  Pol  und  die 
-r^^Achse  zur  Nulllinie  haben,  indem  man  in  der  Gleichung  der  Curve  die 
Coordinaten  x  und  y  durch  die  Werthe  r  cos  9,  r  sin  9  ersetzt. 

Man  erhält  so  die  Polargleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel  für  das 
Centrum  als  Pol  und  die  Hauptachse  als  Nulllinie: 

(cos'^  ©       sin^  cp\ 
~ä2       -^  "72"    )  —1=0, 

(cos^  cp      sin^  ©X 
— 2 72    )  — 1=0. 

Hieraus  folgt 


a  Poi  und  die  Hauptachse  zur  Nulllinie 
ichst  gelegenen  Scheitel  der  Ellipse  bez. 
e  Ellipse  (Fig.  364): 


7  -  J'J')  =. 

■(t- 

—  r^öjipj. 

;r  Ellipse 

-trosf) 
Fig.  365: 

für  dieses  System: 

•)-rP)  = 

■Ct         ■ 

—  rcosiA 

Hyperbel: 

s   3.   und  4.  r  =  %.b^  :  (.     Diese  Strecke, 
5,  nennt  man  den  Parameter  derselben 


_± 

^-  e  f «  y 

ie,  Hyperbel  oder  Parabel,  je  nach- 
ich  der  Einheit  ist;  der  Pol  des 
punkt  der  Curve  und  die  Nulllinie 
der  positiven  Seite  dem  nächsten 
der  Parabel  noch  den  unendlich  fernen 
isen  kann). 

ncoordinaten. 

Veränderlichen  haben  wir  dadurch  eine 
dass  wir  die  beiden  Veränderlichen  als 
1  und  die  Gesammtheit  aller  der  Punkte 
leichung  genügen. 

zwischen  zwei  Veränderlichen  auch  auf 
bedeutsam  machen. 

e  Gerade  durch  zwei  Data  bestimmt, 
ihre  Abschnitte  OS^  und  OS^  auf  den 
isammenhange   mit   den  gegebenen  Ent- 
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Wicklungen  durch  die  mit  u  und  v  bezeichneten  reciproken  Werthe  der  Längen- 
zahlen dieser  Strecken  bestimmt,  so  kann  man  zwei  durch  eine  Gleichung  ver- 
bundene Veränderliche  auch  als  diese  Bestimmungsstücke  einer  Geraden  denken. 
So  wie  man  die  Bestimmungsstücke  eines  Punktes  als  die  Co  Ordinate n 
des  Punktes  bezeichnet,  so  nennt  man  die  Grössen  u  und  z/Coordinaten  der 
Geraden,  oder  kurzweg  Liniencoordinaten. 
Liegt  nun  eine  Gleichung 

f{u,  z;)  =  0 
vor  und  giebt  man  darin  der  Veränderlichen  u  eine  Reihe  auf  einander  folgender 

.  .,  und  bestimmt  die  gemäss  der  Gleichung /(«,  2^)  =  0 

zugehörigen  Werthe  v^v^v^v^v^. , ,  .^   so 
bilden    die   Geraden    T^  7\  T^  T^T^  ,  .  ., 


Werthe  Uq  u^ 


«2  «3  «4 


welche  Uq  Vq,  u^  v^,  u^  v^,  u^  v 


3»    »4  2^4» 


(M.866.) 


ZU  Coordinaten  haben,  in  dieser  Aufein- 
anderfolge einen  gewissen  polygonalen  Zug 
P^  P^  P^  P^  .  ,  ,f  dessen  Eckpunkte  die 
Schnittpunkte  zweier  auf  einander  folgenden 
Geraden  der  Reihe  T^  T^  T^T^T^  .  ,  . 
sind. 

Denkt  man  sich  nun  die  Unterschiede 

X  «1 — j/q,  «2  — *^i»  ^8  —  «2  •  •  •  inmaer 
kleiner,  so  werden  auch  die  zugehörigen 
VqV^v^  ,  .  .  immer  dichter  auf  einander 
folgen,  und  die  Anzahl  der  Geraden  T,  die 
auf  ein  gewisses  Intervall  der  Coordinaten  kommen,  wird  immer  grösser.  Geht 
man  zur  Grenze  über  und  lässt  u  stetig  wachsen,  so  ändert  sich  (im  Allge- 
meinen) auch  V  stetig,  die  Gerade  T  ändert  ihre  Lage  stetig;  die  Punkte 
P^  P^  P^  P^  ,  .  ,  haben  verschwindend  kleine  Abstände  von  einander  und  bilden 
daher  eine  Curve,  während  die  Geraden  T',  deren  jede  zwei  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  verbindet,  Tangenten  dieser  Curve  werden. 

Die  Geraden,  deren  Coordinaten  «,  v  einer  Gleichung /(«/,  e^)  =  0 
gentigen,  umhüllen  (d.  i.  berühren)  eine  Curve. 

Die  Gleichung /(«,  z^)  =  0  bezeichnet  man  als  die  Gleichung  der  Curve 
in  Liniencoordinaten. 

Die  Gerade,  deren  Coordinaten  «^  =  0  und  e^  =  0,  ist  unendlich  fem;  für 
die  Abscissenachse  ist  z;  =  oo ;  für  die  Ordinatenachse  «  =  oo ;  für  alle  übrigen 
durch  den  Ursprung  gehenden  Geraden  ist  « =  c»,  z;  =  c»,  doch  kann  man 
diese  Geraden  noch  insofern  von  einander  durch  ihre  Coordinaten  unterscheiden, 
als  das  Verhältniss  v  :  u  eine  für  jede  dieser  Geraden  eindeutig  bestimmte  Zahl  ist. 

2.  Die  Gleichung  ux  -\-vy  —  1=0  sagt  aus,  dass  der  Punkt,  dessen  Coor- 
dinaten X,  y  sind,  auf  der  Geraden  liegt,  die  die  Coordinaten  j/,  v  hat.  Diese 
Gleichung  enthält  vier  unbestimmte  Grössen  «/,  z^,  x,  y.  Bisher  dachten  wir  uns 
die  beiden  Grössen  «,  v  gegeben;  dann  blieben  x  und  y  als  Unbestimmte  übrig 
und  die  Gleichung  war  die  Bedingung  dafür,  dass  der  veränderliche  Punkt  (jc,  y) 
auf  der  Geraden  {u,  v)  liegt,  d.  i.  die  Formel  ux  -\-7)y  —  1  =  0,  war  die 
Gleichung  der  Geraden  («,  v).  Denken  wir  uns  jetzt  für  x  und  j'  gegebene 
Werthe  6  und  tj,  dagegen  u  und  v  als  unbestimmt,  und  schreiben  die  Gleichung 

%u-^y\v  —  1  =  0, 
so  erscheint  sie  als  die  Bedingungsgleichung,  welche  die  Coordinaten  der  unend- 
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lieh  vielen  Geraden  T  erfüllen  müssen,  die  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehen.  Die  Gleichung  %u-\-y\v — 1=0  ist  daher  die  Gleichung  des 
Punktes  £,  t]  in  Liniencoordinaten. 

Die  Gleichung  a  »  —  1  =  0  wird  von  allen  Geraden  erfüllt,  für  2/  =  1  :  a, 
während  v^  das  in  der  Gleichung  nicht  vorkommt,  unbestimmt  bleibt;  sie  ist  also 
die  Gleichung  des  Punktes  S^  der  Abscissenachse,  für  welchen  OS^^  =  «',  ebenso 
ist  ersichtlich,  dass  ^v  —  1  =0  die  Gleichung  eines  Punktes  der  Ordinatenachse 
ist,  und  zwar  des  Punktes  ^g,  für  welchen  0S^-=^^, 

Die  Gleichung  a«^  -h  ßz;  =  0  sagt  aus,  dass  das  Verhältniss  v :  u  den  ge- 
gebenen Werth  —  a :  p  hat.  Alle  Geraden,  deren  Coordinaten  ein  gegebenes 
Verhältniss  haben,  sind  parallel.  Man  kann  von  ihnen  sagen,  dass  sie  durch 
einen  und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  gehen,  der  durch  die  Richtung 
einer  Geraden  bestimmt  ist,  auf  der  er  liegt. 

Die  Gleichung  a»-hßz'  =  0  ist  also  die  Gleichung  eines  in  be- 
stimmter Richtung  liegenden  unendlich  fernen  Punktes. 

3.  In  §  3,  No.  18  und  21  haben  wir  die  Gleichungen  a^u^  +  b'^v^  —  1=0, 
und  a^u^  —  b^v'^  —  1=0  als  Bedingungen  für  die  Coordinaten  einer  Geraden 
gefunden,  welche  eine  Ellipse,  bez.  Hyperbel  berührt.  Wir  können  dies  nun 
so  ausdrücken: 

Die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel  in  Liniencoordinaten, 
bezogen  auf  die  Symmetrieachsen  als  Coordinatenachsen,  sind: 

1.  für  die  Ellipse:        a^u^  -h  bH^  —1  =  0, 

2.  für  die  Hyperbel:     a^u"^  —  bH^  —  1  =  0. 

Ebenso  folgt  aus  §  3,  14  die  Gleichung  der  Parabel  in  Linien- 
coordinaten, bezogen  auf  die  Symmetrieachse  und  die  Scheiteltangente  als 
Coordinatenachsen : 

3.  2«-H/z^2  =  0. 

4.  Wir  haben  aus  der  Gleichung  einer  Geraden  T  und  aus  der  Gleichung 
einer  Ellipse  in  Punktcoordinaten  die  Coordinaten  der  Punkte  bestimmt,  welche 
die  Gerade  und  die  Ellipse  gemein  haben.  Für  Untersuchungen  in  Linien- 
coordinaten haben  wir  die  analoge  Aufgabe:    Aus  der  Gleichung  eines  Punktes  F 

1.  E»4-7]Z/  — 1  =  0 

und  der  Gleichung  einer  Ellipse  in  Liniencoordinaten 

2.  a^u'^  -h  ^2^3  —  1=0 

die  Coordiiiaten  der  Geraden  zu  bestimmen,  die  durch  den  Punkt  F  gehen  und 
die  Ellipse   berühren. 

Diese  Coordinaten  genügen  den  Gleichungen  1.  und  2.,  sind  also  die 
Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen. 

Aus  der  ersten  entnehmen  wir  z^  =  (1  —  \ti)\r\i  «  =  (1  —  rjz/)  :  S,  sub- 
stituiren  dies  in  2.  und  erhalten  nach  einfachen  Reductionen  quadratische 
Gleichungen  für  u  und  v\ 

^  ^^«£2+^2^2      ^         ^252^_ö2^2— ^• 

Die  Gleichungen  ergeben  die  Lösungen 
nebst  den  der  Reihe  nach  zugehörigen 
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4.  V'  und  V"  =  ^aga  ^  ^2^2  («^  T  z^*  ^j/J  +  l^)- 

Durch    einen  Punkt  F  gehen   also    zwei,    eine   oder   keine  (reale) 
Tangente  an  eine  Ellipse,  je  nachdem 

Die  Bedingung  — ä  "*"  "ä2"  —  1  =  0  sagt  aus,  dass  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse 

liegt  und  bestätigt  so  den  Satz,  dass  sich  durch  einen  auf  der  Ellipse  liegenden 
Punkt  nur  eine  Tangente  an  die  Ellipse  legen  lässt. 

Mit  Rücksicht  auf  — 2  +  "fä  —  1  =  0,  oder  ^^{2  _^  ^2yj2  — :  ^2^2  ergeben  sich 

aus  3.  und  4.  die   Coordinaten  der  im  Punkte  F  die  Ellipse  berührenden  Tan- 
gente zu 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Gerade  «'  v'  die  Ellipse 
berührt,  sind  daher  ^  =  a^u\      tq  =  ^^z/'  in  Uebereinstimmung  mit  §  3,  18. 

Die  Gleichung  des  Ellipsenpunktes,  der  auf  der  Tangente  u^  v^ 
liegt,  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  des  Punktes 
\u-\--r\v —  1  =  0  zu 

a^u'u  -h  hH'v  —1  =  0. 

5.  Die  Coordinaten  der  Tangenten,  die  sich  von  einem  Punkte,  dessen 
Gleichung 

1.  £«-+-7)z;  — 1  =  0 

ist,  an  die  Hyperbel  legen  lassen,   die  in  Liniencoordinaten  die  Gleichung  hat: 

2.  ö2«2  __  ^2^,2  —  1=0 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen   1.   und  2.,    bestimmen  sich  daher  aus  den 
Gleichungen,  die  sich  durch  Elimination  von  v  und  u  aus  1.  und  2.  ergeben: 

^'  u^  —  'i  ^2ga  _  ^2^2  «  +  ^252  _  ^2^2  =  0 

^-  ^^-^^^2g2^U^2^+  ^2^2  ^^2^2=0 

zu: 


nebst  den  dazu  gehörigen  Werthen 

6.  V'  und  V"  =  ^^g^i^a^,  (-  a",)  zp  «  ^  S]/!  +  -]J  _  -^1 

Durch    einen  Punkt   lassen   sich    also    zwei,    oder   eine,    oder   keine  reale 
Tangente  an  eine  Hyperbel  legen,  je  nachdem 

^2  ^2  ^>^- 

Ist  — 2  —  --2—1  =  0,  so  liegt  der  Punkt  (J,  yj)  auf  der  Hyperbel;  durch  einen 

Hyperbelpunkt  lässt  sich  also  nur  eine  Tangente  an  die  Hyperbel  legen. 
Die  Coordinaten  dieser  Tangente  folgen  aus  5.  und  6.  zu 

a5'  =  £:ö2,        2;'  =  —  T):^2; 

die  Coordinaten  des  auf  der  Tangente  «'  v'  liegenden  Hyperbelpunktes  sind  daher 
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ung  des  auf  der  Tangente  u'  v'  liegenden 

'u'u  —  b^v'v  —  1=0. 

ne,  "deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen 
in  den  quadratischen  Gleichungen,  in  welche  3. 
t  bH^  —  a*»)*  übergehen,  das  quadratische  Glied; 
ihung,  deren  quadratisches  Glied  verschwindend 
n  Glieder  ist,  wird  die  eine  Wurzel  unendlich  gross, 
ileibt  und  sich  als  Wurzel  der  Gleichung  ersten 
'egfall  des  quadratischen  Gliedes  noch  übrig  bleibt. 
*£' — «3^2  ^  Q^  haben  das  Coordinatenverhältniss 
3,  5)  auf  den  Asymptoten.  Von  einem  Punkte 
:t  sich  daher  {ausser  der  Asymptote,  deren 
;  haben)  nur  eine  Tangente  an  die  Hyperbel 

angenten,  welche  sich  von  dem  Punkte 

e«  +  Ti  1^-1  =  0 

eren  Gleichung  in  Liniencoordinaten  ist 
e^ben  sich  als  Wurzeln  von  1.  und  2.,  also  aus  den  Gleichungen 


f  3,  14). 


G.  v'  und  z."  =  -^  (.)'  zp  1/11*  -  2/S). 

Von  einem  Punkte  aus  lassen  sich  also  zwei,  eine  oder  keine 
reale  Tangente  an  die  Parabel  legen,  je  nachdem  i^  —  2/£  positiv, 
gleich  Null,  oder  negativ  ist. 

Ist  ))ä— 2;»£r=0,  so  liegt  der  Punkt  auf  der  Parabel.  Die  durch  ihn 
gehende  Tangente  hat  die  Coordinaten 

_t%-r^^    _        1  n_ 

^     ^E«      ~      \'     ^  ~  p%' 

Die  Gleichung  des  auf  der  Tangente  u'  v'  Hegenden  Parabel- 
punktes ergiebt  sich  hieraus  zu 

w        2»       ,       „ 
TH  —  ^  +  1  —  0. 


§  5.   Die  Gleichui^  ersten  Grades  in  Punkt-  und  Liniencoordinaten. 

1.  Jede    Gleichung    ersten   Grades    in   Punktcoordinaten   ist   die 
Gleichung  einer  Geraden. 

Die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades  ist 
1.  Ax  +  ßy-hC=0. 

Ist  C:=Q,  so  lautet  die  Gleichung 

sie  sagt  aus,  ^ass  y:x  =  —  A:B,    ist    also  die  Gleichung    einer    durch    den 


'\ 
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Nullpunkt  gehenden  Geraden,  deren  Winkel  mit  der  Abscissenachse  sich   aus 
der  Gleichung  bestimmt 

fang^  =  —  A\  B. 

Ist  -^  =  0  oder  -0=0,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  über  in 
3.  By-\-C^^,         bez.  4.    Ax'^C=0, 

woraus  folgt  y  =  —  C:  B,  x  =  —  C:  A, 

Die  Gleichungen  By-^C^==Q  bez.  Ax -+■  C=0  sind  also  die  Gleichungen 
einer  Parallelen  zur  ^- Achse,  bez.  zur  F- Achse,  die  von  der  F- Achse,  bez.  der 
Jf- Achse,  die  Strecke  —  C:  B,  bez.  —  C:A  abschneidet. 

Ist  keiner  der  Coefficienten  A,  B,  C  gleich  Null,  so  kann  man  die  Gleichung 
durch  ( —  C)  dividiren  und  erhält 

5.  —•^X'-\ Y;y  —  1  =  0. 

Der  Vergleich  mit  der  Gleichung  der  Geraden,  die  die  Achsenabschnitte  a 

und  d  hat 

X      y 

lehrt,    dass   5.  die  Gleichung  einer  Geraden  ist,    welche  von  den  Achsen  die 
Strecken  abschneidet 

a=z^C:A,     d==  —  C:B. 

2.  Ist  n  der  Coefficient,    mit   dem  man   die  Gleichung   einer  Geraden  T 
Ax-\-By-hC=0  multipliciren  muss,  um  die  Normalform  (§2,4)  zu  erhalten, 
so  ist  identisch 

nAx  -h  nBy  -\-  nC  =  cost^  •  x  -h  sin^  ' y  —  d,  -t 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

nA  =  cos^^     nB  =  sin^f     nC^=  —  dy 
aus  welchen  sich  ergiebt,  indem  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  quadrirt 
und  addirt: 

1  A  .  B  .  C        . 

yi^^hB^  YA^-hB^  ^      YA^-hB^  YÄTT~B^ 

Für  die  Wurzel  ist  dabei  das  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  der  Abstand  d 
das  richtige,  dem  positiven  Sinne  der  Normalen  zu  T  entsprechende  Vorzeichen 
erhält. 

Der  Abstand  /  eines  Punktes  B,  dessen  Coordinaten  xy  sind,  von  der  Ge- 
raden T  ist  daher  (§  2,  5) 

/  = ■====  (Ax -{- By  -  Q. 

^       yA^  •+■  B^  ^        -^     ^ 

3.  Soll  die  Gerade  T  durch  zwei  gegebene  Punkte  B^  und  /g  gehen,  so 
muss  die  Gleichung  Ax-h  By  -h  C=0  von  den  Coordinaten  x^y^,  x^y^  der 
Punkte  P^  und  B2  erfüllt  werden;  es  gelten  also  die  drei  Gleichungen 

Ax   -hBy   -hC=0 

1.  Axi-+-Byi-\-C=0 

Ax2  -^By^  H-  C=0. 

Man  kann  die  Coefficienten  A,  B,  C  darin  als  Unbekannte  ansehen;  das 
Bestehen  dieser  Gleichungen  für  Werthe  von  A,  B,  C,  die  nicht  sämmtlich  Null 
sind,  fordert  dann  das  Verschwinden  der  Determinante 

X     y      1 

2.  ^1   yi    l     =0. 

«^2  y2    1 
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Dies  ist  die  Bedingung,  welche  x  und  y  erfüllen  müssen,  damit  die 
Gleichui^en  1.  zusammen  bestehen  können,  —  also  die  Gleichung  dafür,  dass  P 
auf  der  Geraden  /\  P^  liegt,  also  die  Gleichung  der  Geraden  P^P^- 

Subtrahirt  man  von  der  zweiten  und  dritten  Zeile  in  2.  die  erste,  so  er- 
hält man: 


X 
X 
X 


y 

1  yi 


1 
1 
1 


^2  —  •*  ya—y  0 


=  (^1  —  ^)  (y^  —y)  —  (^3  —  ^)  (j'i  —y)' 


Die  Gleichung  der  Geraden  P^  P^  nimmt  daher  auch  die  Gestalt  an: 


3. 


X 


X, 


X 


X 


2 


y—yx     y  —  y^ 

Durch  direkte  Entwicklung  der  Determinante  2.  oder  aus  3.  erhält  man  die 
Gleichung  in  der  Form: 
4.  (^1  —^2)  o:  —  (^1  —  x^)y  -+-  (^1  y^  —  x^y{)  =  0. 

Um  die  Gleichung  der  Geraden  P^  P^  in  Normalform  zu  erhalten,  hat  man 

sie  nach  2.  durch  "^{x^  — x^Y  -h  {yx  — y^Y  zu  dividiren.  Der  absolute  Werth 
dieser  Wurzel  stimmt  mit  dem  absoluten  Werthe  der  Strecke  P^  P^  überein; 
bezeichnet  man  dieselbe  mit  g^^t  ^^^  ^^^  ^  ^^^  positive  oder  negative  Einheit, 
so  ist  also  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden  P^  P^ 

\xy      1 

5.  —  ^  ^\  y\  1    =0. 

^2  y%  1 


^12 


Dabei  ist  e  so  zu  wählen,  dass 

e(-^iJ^2— ^2^1) 

auch  im  Vorzeichen  mit  dem  Abstände  der  Geraden  P^  P^  vom  Ursprünge 
(§  2,  4)  übereinstimmt. 

4.  Der  Abstand  eines  Punktes  P^  von  der  Geraden  P^  P^  ist  (nach  §  2,  5) 
dem  Werthe  entgegengesetzt  gleich,  den  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Ge- 
raden X  in  Normalform  annimmt,  wenn  man  darin  die  Coordinaten  x^  y  durch 
die  Coordinaten  x^y^  des  Punktes  P^  ersetzt. 

Ist  also  h^  der  Abstand  der  Geraden  P^  P^  von  P^^  so  ist 

^0  ^0    1 


K^ 


8 


^12 


^1  y\  1 
^2  y%  1 


Folglich  ist 


^0  ^1 2  =  s 


*o  y^ 
y\ 


X, 


1 
1 
1 


x^  y^ 

Der  absolute  Werth  des  Produkts  /^o«^i2  ^^^  ^^^  doppelte  Flächenzahl  des 
Dreiecks  P^P^P^.    Wir  ünden  daher:     Die  Determinante 

^0  y^    1 

A=     xx  yx    1 

^2  y^   1 

stimmt   dem  absoluten  Werthe  nach    mit  der  doppelten  Fläche  der 
Dreiecks  P^  P^  P^  überein. 

5.  Um  auch  dem  Vorzeichen  der  Determinante  A  eine  geometrische  Be- 
deutung abzugewinnen,  fügen  wir  einige  Bemerkungen  über  die  Unterscheidung 
des  Vorzeichens  für  ebene  Flächen,  zunächst  für  Dreiecke,  ein. 
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Durchläuft  man  den  Perimeter  eines  Dreiecks  ABC  so,  dass  man  von  A 
über  B  nach  C  geht,  so  hat  man  die  Fläche  des  Dreiecks  entweder  zur  Linken 
oder  zur  Rechten.  Im  ersten  Falle  soll  die  Fläche  des  Dreiecks  ABC  als 
positiv,  im  letzten  als  negativ  gerechnet  werden. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Flächen  ABC=^BCA==CAB]  sowie 
dass  BAC=ACB=  CBA\  und  dass  ABC=  —  BAC 

Sind  AB,  CD,  EF,  ....  Strecken  auf  derselben  Geraden,  und  ist  h  der 
Abstand  dieser  Geraden  von  einem  Punkte  O,  so  haben  die  Produkte  AB  -  h, 
CD '  h\  EF'h,  ....  gleiche  oder  ungleiche  Zeichen,  je  nachdem  AB, 
CD,  EF  .  .  .  gleiche  Zeichen  haben  oder  nicht;  unter  derselben  Bedingung 
haben  aber  auch  die  Dreiecksflächen  GAB,  OCD,  CEF,  .  .  .,  die  mit 
den  halben  Produkten  AB  -  h,  CD-h,  EF-h  .  ..rücksichtlich  des  absoluten 
Werthes  übereinstimmen,  gleiche  Zeichen  oder  nicht.  Wir  sehen  daher:  Die 
Hälften  der  Produkte  AB '  h,  CD  -  h,  EF^h  .  .  .  sind  der  Reihe  nach  alle 
gleich  oder  alle  entgegengesetzt  gleich  den  Dreiecken  O  AB,  O ED,  OCFxn,  s.  w. 

Für  Punkte  einer  Geraden  gilt  die  Beziehung 

AB-{-BC'\-CA=^{). 

Multiplicirt  man  links  mit  dem  Abstände  h  eines  Punktes  O  von  der  Geraden 
AB,  so  entsteht 

AB'h-irBC'h^  CA'A  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  das  so  eben  Entwickelte  folgt  hieraus: 

1.  OAB-\-OBC-+-OCA^0, 
woraus  die  weiteren  Beziehungen  hervorgehen: 

2.  OAB^OBC=OAC 

3.  OBC=OAC'-'OAB. 

6.  •  Setzt  man,  wie  es  in  den  Figuren  bisher  immer  geschehen  ist,  voraus, 
dass  der  positive  Drehungssinn  ftir  Winkel  mit  dem  Drehungssinn  übereinstimmt, 
in  dem  man  sich  dreht,  wenn  man  den  Perimeter  ABC  einer  positiven  Fläche 
(immer  in  der  Ordnung  A,  B,  C,  in  welcher  die  Eckpunkte  bei  der  Bezeichnung 
des  Dreiecks  sich  folgen)  durchläuft,  und  ist  S^  ein  Punkt  der  Abscissenachse, 
F  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  das  Drei- 
eck OS^F  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  die  Strecken  OS^  und  F^ F 
gleiche  oder  ungleiche  Zeichen  haben.  Daher  ist  auch  rücksichtlich  des  Vor- 
zeichens: 

1.  2'0S^F=:0S^'FF. 

Nun  ist  nach  No.  5,  3,  wenn  5^  die  Spur  von  /'i/^2  ^^^f 

OF^F^  =  OS^F^  —  OS^F^, 
also  nach  1. 

2.  2  .  OF^  F^  =  OS^  '  F^F^  -  OS^  •  F^F^  =  OS^  {y^  ^y^, 

wenn  man  die  Coordinaten  von  F^  und  /,  wie  immer  mit  x^^y^,     x^y^  be- 
zeichnet 

Femer  ist  fiir  jede  Lage  der  Punkte  /\  und  F^ 

-*  1  "^i  •  F^  S^  =  F^  F^  :  /jj  /g ; 
oder,  da  F^'S^  =  OS^  —  O F^  =  OS^  --x^, 

F^'S^  =  OS^  —  OF^'  =  OS^  —x^, 

^i'^i  =yi»        A'^2  =y2f  so  folgt: 

(OS^  —  x^) :  (OS^  —  x^)  =>»,  :y^ 

Daher  3.  OS,  =  "^^-^^  """^^"^^  , 

*        ys  —yi 


4. 
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Fährt  man  dies  in  2.  ein,  so  folgt: 

2  •  OP^P^  ^  x^y^—  x^y^  = 

7.    Der  Ausdruck 


ä3 


Z>  = 


^1  y\ 


0     0 

1 

= 

^1  yx 

1 

^2  y^ 

1 

1 

1 

1 

^2  y^ 

hat  für  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  P  der  Ebene  einen  bestimmten, 
für  zwei  verschiedene  Punkte  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe;  den  Werth 
Null  hat  er  nur  für  die  Punkte  der  Geraden  P^  P^, 

Geht  man  von  einem  Punkte  der  Ebene  geradlinig  zu  einem  andern 
Punkte,  so  kann  der  Ausdruck  D  bei '  diesem  Uebergange  sein  Zeichen  nur  dann 
ändern,  wenn  er  für  wenigstens  einen  Punkt  des  Weges  den  Werth  Null 
hat,  also  nur  dann,  wenn  der  geradlinij^  zurückgelegte  Weg  die  Gerade  P^  P^ 
schneidet     Wir  schliessen  daher: 

Der  Ausdruck  D  hat  für  alle  Punkte,  die  auf  derselben  Seite  P^  P^  liegen, 
dasselbe  Zeichen,  für  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  entgegengesetzte  Zeichen. 

Nun  sind  aber  auch  die  Dreiecke  P^  P^  P^  für  zwei  Punkte  /q  von  gleichen 
oder  ungleichen  Zeichen,  je  nachdem  die  beiden  Punkte  P^  auf  derselben  Seite 
von  /*!  /j  liegen  oder  nicht.  Nehmen  wir  hinzu,  dass  der  Ausdruck  D  für  die 
Coordinaten  des  Ursprungs  den  Werth 

0     0      1 

^1  yx    1 

^2  y^  1 

annimmt,    also  auch  rücksichtlich  des  Zeichens  mit  der  doppelten  Fläche   des 
Dreiecks  OP^  P^  übereinstimmt,  so  finden  wir:     Durch  die  Determinante 

^^  y^  1 


A  = 


^1  yx  1 


^2  y^  1 

ist   die   doppelte  Fläche   des  Dreiecks  P^  /\  P^    auch   rücksichtlich 
des  Vorzeichens  ausgedrückt. 

8.   Den  Winkel  h  zweier  Geraden  7\,  T^g,  der  gleich  dem  Winkel  ihrer 
Normalen  N^^  N^  ist,  kann  man  aus  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen 

A^x-^  B^y-^  6*1  =0,      A^x-hB^y-h  Cj  =  0 
finden.     Denn  man  hat 

und  nach  No.  2: 


cos  ff  i  = 


cos  <pa  = 


V^x'  -H  B? 


,     stft  <Pj  = 


^1 


yÄfTBj 


yA^  -+-  B^-y/Ai  +  Bi  ' 


,        SM  <p  j  = 


2 


VÄ 


2 


^2 


stn  0  = 


A^B^^A^B, 


mithin 

1.         cos  O  =^  ^^, — / ^  f         j*/^«-  w  —      ..  ■  . • 

^'   -       --'  YAf^B^  ^yA^-^Bi 

9.  Sind  die  Geraden  parallel,  so  ist  sin  8  =  0,  sind  sie  normal,  so  ist  cos  8  =  0. 

Die  Bedingungen  für  parallele  und  normale  Lage  der  beiden  Geraden 

A^x  -h  B^y  -+-  Ci  =  0  und  A^x-h  B^y  -f-  Cg  =  0 
sind  daher 

SculobhiijCH,  Handbudi  der  Ma  hematik.    Bd.  11.  3 


f.. 


■■■■  * . 
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parallele  Lage      A^B^  —  A^B-^  =  0,  oder  A^■.B^=A^■.  B^, 
normale  Lage:      A^A^  +^,^j  =0,  oder  A^iB^^  —  B^:  A^. 
Gleichung  jeder  zu   Ax  +  By  •\-  C=Q  parallelen,    bez.   normalen 
hat  somit  bei  willkürlichen  m,  n  und  C,  die  Form: 
'arallele:    mAx  ■+■  mBy  +  C,  =  0,    oder  3.  ^jt  +  .5y  +  c  =  0, 
^Jormale:     nBx  —  nAy  +  C,  =  0,    oder  4.  Bx  —  Ay  +  -x  =  fi, 
r  und  7  willkürliche  Constanten  sind. 

der  Gleichung  einer  Geraden  wird  also  die  Gleichung  einer  Parallelen 
indem  man  das  von  Coordinaten  freie  dritte  Glied  durch  eine  willkür- 
il  ersetzt;  die  Gleichung  einer  Normalen  wird  erhalten,  indem  man  A 
B  durch  —  A,  und  C  durch  eine  willkürliche  Constante  ersetzt 
in  die  Parallele  und  Normale  durch  einen  gegebenen  Punkt  x^,  y,  gehen, 
n  3.  und  4.  von  den  Coordinaten  «,,  _>>,  erfüllt  werden;  man  hat  daher 

Axi  +  Byi  4-  <r  =  0,  bez.  Bx^  —  Ay^  +7  =  0. 
>lgt: 

£  =  —  Ax^  —  By^,       T  =  ~  Bx^  -f-  Ay^. 
;  man  diese  Werthe  in  3.   und  4.  ein,  so  folgen  die  Gleichungen 
der  Parallelen:     5.     A{x  —  x^)-^B[y—y^^Q, 
der  Normalen:     6.     B\x  —  x^  —  A{j—y^  =  ^. 
Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  T^,  T^  sind 
he,    welche   den  Gleichungen   der  beiden  Geraden  zugleich  genügen, 
irt  man  die  beiden  Gleichungen 

W,:e  +  5,^  =  — C, 
A^x  +  B^y  =  —  C^ 
e  nach  erst  mit  B^  und  — B^;   dann  mit  — A^  und  A^\  und  addirt, 
man  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zu 

__  B^  Cg  —  B^  Q  _  ^gC,  —  ^iCj 

"" A^B^  —  A^B^  •      ^~ A^B^~A^B^  ' 
e  Coordinaten  werden  unendlich  gross,   wenn  A^B^  — A^B^  ^0,    d.  i. 
:  Geraden  parallel  sind  (No.  9J- 

n  zugleich  die  Zähler  verschwinden  B^C^  —  B^C^  =  A^C,  —  AjC^  =  0, 
:n  die   Coordinaten  des  Schnittpunktes  unbestimmt;   das   Verschwinden 
er  und  des  gemeinsamen  Nenners  der  Lösungen  x  und  y  ist  aber,   wie 
irt  sieht,  gleichbedeutend  mit  der  Proportion  A^  :  5,  :  C^  =:  A^  :  B^  :  C,; 
erfüllt,  so  sind  die  Geraden  7",  und  T^  identisch. 
Drei  Gerade  7",,  T^,   7")  gehen   durch   einen  Punkt,  wenn  es  ein 
lar  X,  y  giebt,  durch  welches  den  drei  Gleichungen  der  Geraden: 
A^x  +  B^y+C^  =  0 
Ajx  +  B^y  +  Cj  =  0 
AfX  +  B^y  -(-  C3  =  0 
genügt  wird.     Sollen  diese  Gleichungen  bestehen,   so  muss  ihre  Deter- 
versch  winden: 


■"  c,\. 


S  —  \A,    S' 
I  '<.    B, 

kann  dieser  Bedingung  aber  noch  eine  andere  bemerkenswerthe  Form 
>as  Verschwinden  der  Determinante  S  zeigt,  dass  drei  Zahlen  m^,  m^,  M, 
n  sind,  für  welche  die  drei  Gleichungen  bestehen; 
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i^j  +  ittjA^  4-  iftjA^  =  0 
1^,  +  OTj^s  +  »»,^3  =  0 
,(7, -l-«,C,  +  M,C,  =  0. 

te  mit  einer  wiUkUrlichen  Zahl  x,  die  zweite  mit 
um  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man 
«3  (A^x  +  Bjjy  +  C,)  +  m^iAjX  +  ^,>  +  C,)  =  0. 
3entische,  sie  gilt  fllr  alle  möglichen  Werthe  der 
umgekehrt:  wenn  es  drei  Zahlen  m^,  m^,  m,  giebt, 
4.  identisch  erfüllt  wird,  so  gelten  die  Gleichungen 
srminante  R,  und  die  drei  Geraden  T^,  7",,  7",  gehen 

:raden  durch  einen  Punkt  gehen,  so  muss  es  drei 
reiche  die  Gleichung  4.  zu  einer  identischen  machen, 
er  Coordinaten  eines  Punktes  Ax  +  By -i-  C  wollen 
dem  Buchstaben  T  bezeichnen,  setzen  also  (unter 
chens  ^ 

r—  Ax  +  By-h  C. 
jichung    7'=0  ist,    soll   im   Texte  als  die  Gerade 
;xte  und  in  der  Figur  als  die  Gerade  T  bezeichnet 
e  Functionen  der  Coordinaten  (also  auch  verschiedene 
urch  untere  oder  obere  Indices  an  den  Coefficienten 
lern  Zeichen  7*  denselben  Index,  setzen  also 
C  +  C„      T' tBA'x -h  JS'y  +  C  u.  s.  w. 
en  entwickelte  Bedingung  4.  in  folgender  Weise  aus- 
erade    7i=0,     7'j=0,     7's  =  0    durch    einen 
:ahlen  m,,  m^,  m,  für  welche  identisch 
7",  +f«s  7'j  +w,  Tg  ^0; 
rei  Zahlen  m  giebt,  durch  welche  dieldenti- 

r, +ff.jrj  +  m,  7'j^o, 

en  7",,  7*5,  T^  durch  einen  Punkt. 

nige  Anwendungen  des  soeben  gewonnenen  Satzes 

die  Gleichung  (No.  3) 

:h  /*(,  normal  zu  P^P^  gelegt  wird,  hat  also  (No.  9,  6) 

c,)  {x  -  x^)  +  0,  -y^)  0  -jvo)  =  0. 

0  1  2  der  Reihe  nach  durch  1  2  0  und  durch  2  0  1, 
gen  der  Geraden  T^  und  T'j,  die  durch  die  Punkte 
Geraden  PjP^^  bez.  P^Pi   gelegt  sind,  nämlich 
^o)(^-^.)  +  0»-/o)0'->i)  =  0 
Ci)  {x  -  x^)  +  Oo  ~y,)  (y  -y^)  =  0. 
Eichungen  der  Höhen  des  Dreiecks  P^P^P^.     Man 
me   7'q  +  7",  -(-  7",    idendsch  verschwindet  und  hat 
itrische  Herleitung  des  Satzes:     Die  Höhen  eines 

in  einem  Punkte, 
iten  eines  Dreiecks   P^P^P^  der  Reihe  nach  durch 
ien  Verhältnissen 

3* 


n 


36  Analytische  Geometrie. 

FqU^  lU^P^  =^0  if«! 
jPJIq  :no/^2=^i  '^2 

so  sind  (§  2,  No.  6)  die  Coordinaten  der  Theilpunkte: 


1. 


^2 


m 


m 


0 


£0  = 


TQo 


m^  ^1 


Wi^Tg 


/^. 


OT. 


'2  ~i~  ffi'i 
«2^1  +««l>'2 


5,= 


^0  ^2 


/«2^0 


W* 


m 


9 


»?lJ'2+^2>'0 


»jfj -f- w,  ^*  m^-hm. 


Die  Geraden  T'q,   T'j,  T'g,  welche  die  Ecken  jPq,  /*,,  Pg  ^^^  Dreiecks  mit 
den  Theilpunkten  Uq  Oj  Hg  der  Gegenseiten  verbinden,  haben  die  Gleichungen 


X 


Xi 


^0    ^0 


1 
1 
1 


=  0, 


=  0, 


X 


X 


y 

y^ 

^2 


1 
1 
1 


=  0. 


X     y      \ 

^1  yi  1 

Setzt  man  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Punkte  11  q,  0^,  Dg  aus  1.  ein, 
und  multiplicirt  die  Determinanten  der  Reihe  nach  mit  (/«iH-Wo),  (^3"+-»*i), 
(wj  ~h  /«q),  indem  man  die  Glieder  der  letzten  Zeile  jeder  Determinante  mit 
diesem  Faktor  multiplicirt,  so  zerfallt  dann  jede  Determinante  in  die  Summe 
zweier  Determinanten,  in  deren  jeder  die  Glieder  der  letzten  Zeile  eine  der  Zahlen 
/«o,  Wj,  m^  als  gemeinsamen  Faktor  haben.     Setzt  man  nun  abkürzend 


X     y 

1 

•^0  = 

^1  y\ 

1 

^2  y% 

1 

•s,= 


X     y      \ 

•^2  y%  1 
^0  y^  i 


^2  = 


X 
Xt 


X, 


y^ 
yx 


1 
1 
1 


so  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Geraden  T^^  T^y  T^  schliesslich  in  der  Form: 

Tq^m^  S^  —  »?i  ^1  =  0  , 

T^^niQ  Sq  —  ;«2  •S'g  =  0 , 

T^^tn^  S^  —  ;«jj  »Sq  =  0  . 

Die  Summe  T^-^-  T^-\-  7\  verschwindet  identisch.     Wir  erhalten  daher 

Theilt  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  PqJ^i,  P\P^>  ^2^0  der  Reihe 

so  gehen  die  Ver- 


1' 


tn. 


m^f  M2 


m 


o> 


nach  in  den  Verhältnissen  Wq  :m 

bindungslinien  der  Theilpunkte  mit  den  gegenüberliegenden  Ecken 

durch  einen  Punkt. 

Sind  «Q,  «1,  «2  drei  positive  reale  Zahlen,  und  theilt  man  durch  die  Punkte 
Uq  und  Uq'  die  Strecke  PijP^  in  den  Verhältnissen  «j  :  «g  ^^^  —  ^1  •  ^2 


n 


2 


t> 


ff 


n„' 


ff 


ff 


ff 


71 


-^2-^0 
P  P 


>; 


» 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


II 


ff 


n 
n 


0 


ff 


ff 


—  «: 

—  n 


0 


«1 


und  verbindet  jedes  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  PqP^P^  liegende  Paar  Theil- 
punkte mit  ddr  gegenüberliegenden  Ecke,    so  erhält  man  sechs  Gerade.     Von 
diesen  gehen  nach  dem  vorigen  Satze  zunächst  die  drei  nach  den  innern  Theil- 
punkten gehenden  P^q^  -^in^,  P^U^  durch  einen  Punkt. 
Für  die  Punkte  nQni'n2'  gelten  die  Theilverhältnisse 


/?j   •  ^2> 


«2  :(— «0)»  (— «o):«l» 


also  gilt  ebenfalls  der  obige  Satz;  ebenso  für  die  Punkte  IlQ'Ilj'rig',  welche  die 
Theilverhältnisse  ( — «,):«2»  ^2  •  ^0»  ^2  •  ( — ^1)  J  ^^d  für  nß'rij'lla,  welche 
die  Theilverhältnisse  n^  :  ( —  «2)1  ( —  ^2)  •  ^o»  ^0  •  ^\  haben.  Man  kann  also 
den  Satz  folgendermaassen  vervollständigen. 

Theilt  man  die  Seiten/'o/^,  P^P^f  ^2^0  eines  Dreiecks  innen  und 
aussen  in  Verhältnissen,  die  die  numerischen  Beträge  n^  :  «g,  n^  :  nQ, 
fiQin^  haben  und  verbindet  die  drei  Paare  Theilpunkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken,  so  gehen  diese  sechs  Transversalen  vier- 


ü  GradeG  in  Punkt-  und  Linicncooidia 


(U.36T.] 


Mu -\- Nv  +  Q  =  0. 

eichung  über  in 

u  =  0,  oder  u:v  =  —  JV:  M, 

:  unendlich  fernen  Punktes. 

j  wird  aus  1- 

bez.  4.  Mu  =  Q^a,  woraus  folgt 

bez.  u  =  —  Q:M. 

ö  =  0  und.A'w-i-  Ö  =  OsindalsoGleichiingen 
;e  auf  der  A'-Achse  bez.  der  K-Achse  liegen, 
r-.Q,  bez.  OPi=  —  N:Q. 
N,   Q  gleich  Null,  so  kann  man  1.  durch  (—0 


>  4,  2,  so  sieht  man: 

'»  +  ^  =  0  ist  die  Gleichung  eines  Punktes, 
■.Q  und  {~N):Q  sind. 

•ordinaten  «',  v'  sind,  hat  die  Gleichung  u'x  ■+■  v'y 
iessen  Coordinaten  X,  i)  sind,  hat  also  diese  Gerade 


■r^v'-\). 


ktes  Mu  -^  Nv  +  ö  ^=  0,  so  sind  die  Coordinaten 
N:  Q.    Der  Abstand  der  Geraden  «',  »*  von  dem 

nebt  sich  also  zu 


Analytische  Geometrie. 

e  Gleichung  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  sei 

'i,  Wp  Wj,  Vj  die  Coordinaten  der  gegebenen  Geraden  T^  und  T^,  so 
;se  die  Gleichung  1.;  man  hat  also 

Mu^  ■+■  Nv^  +  Ö  =  0, 
Mu^  -^Nvj  +  e  =  0. 
fiir  nicht  verschwindende  Werthe  von  M,  N,  Q  diese  drei  Gleichungen 
istehen,  so  müssen  die  Unbestimmten  u,  v  so  gewählt  sein,   dass  die 
ite  verschwindet: 

\u      V      11 

»1    »,    1=0. 
\u^   v^    1  I 
Gleichung  ist  daher  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  von  7",  und  T^. 
e  Coordinaten   der  Geraden,   welche   durch   die  Punkte  P^P^  geht, 
chungen  sind 

M^u  -¥  N^v  +  e»  =  0, 
Esen  beiden  Gleichungen  und  ergeben  sich  durch  Auflösung  derselben  zu 
_  N^Q^—Ni<2^  _  J/,Q,  —  M^Q^ 

ie  lineare  Function  der  I.iniencoordinaten  Mu  +  Nv  +  Q  soll  künftig 
uchstaben  P  (oder  gelegentlich  durch  11,  5p  etc.)  abkUrzungs weise  be- 
erschiedene  Functionen  sollen  durch  Indices  an  M,  N,  Q  und  P  unter- 
^erden.  Der  Punkt,  dessen  Gleichung  P^O  ist,  soll  als  der  Punkt 
I  schlechthin  als  der  Punkt  P  bezeichnet  werden, 
drei  Punkte 

Pa  =  MoU  +  NoV-i-Qo  =  (i 

/»,  =  J/, « -1-  A^i  I.  +  C,  =«  0 

i'j^J/jÄ  +  ^jZ'  +  Ös  =0 
[Geraden   liegen,   so   müssen  die  Coordinaten  dieser  Geraden  den  drei 
!n  genügen,  also  verschwindet  deren  Determinante 
I  Ma  Na   Qu  I 
S^\  Ml   N^   Öl     =0. 
I  M,   N^   Q,  i 
Verschwinden  dieser  Determinante  ist  aber  gleichbedeutend  mit  dem 
bestehen  der  Gleichungen  (vergl.  No.  11) 

V-o  ^ü  +  l^i  ■''^1  4-  IIa  ^,  =  0 

Ho  Nq  +  iii  jV,  +  Ha  iVj  =  0 

i*o<3o  +  f*iei  +^»03  =  0' 

ilicirt  man  die  erste  mit  einer  willkürlichen  Zahl  u,   die  zweite  mit 
ürlichen  Zahl  v  und  addirt,  so  erhält  man 

chung  ist  identisch.    Liegen  also  drei  Punkte  ^^=«0,     /»,  =0, 
uf  einer  Geraden,   so   giebt   es   drei   Zahlen   Ho-  f*ii  (^j>    W'' 
ie  Summe  jifl/'fl  +  Hi^i +(>■»■''»  identisch  verschwindet 
überzeugt  sich  leicht,  dass  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt 
ie  Coordinaten  des  Punktes  llo,  welcher  die  Strecke  der  Punkte 


ctfve  StrahlbUschel  und  Punktreihen. 


Bsx^u+y^v—  1  =0 
lat  die  Coordinaten 

+  11,'''"  IX.  +|x,      ■ 

n  die  Gleichung  des  Punktes  ü,, 

[Xj,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  Punktes  [Ig, 

vorige  Nummer. 

Punkte  Ilo,  11,,  IIj,  welche  die  Seiten  PiP^,  A-^o- 
ler  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  n^  :  /t,,  n,  :  n^, 
dem  Vorhergehenden 

1,  verschwindet,  wie  man  sieht,  indentisch.    Also 

Dl,  n,  auf  einer  Geraden, 
iale  Zahlen  und  construirt  man  die  drei  Punktepaare 

die  Seiten  des  Dreiecks  P^P^J'^  der  Reihe  nach 
ssen  theilen,  die  numerisch  gleich  n,  :  tj,  n,  :  ftg, 

Pj  in  den  Verhältnissen  «,  :  «j  und  { — «i):»! 

„    (-».):«,. 
lunkten  liegen  daher  viermal  je  drei  auf  einer  Ge- 

,',  n,;     3.   n«',  n„  n,,;    4.   n/,  n,',  n,'. 

der  in  No.  13  gegebene,  einer  Umkehrung  fähig. 


B  Strahlbüschel  und  Punktreihen. 

durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  7",  und   T^ 

leichung  von  der  Form 

^«,r,  +«jra=0; 

rj  =  0  leitet   man   ab  —  m^T^  =  m^T^  +  m^T^ 

t' 

m^ziUf  durch  «,   und  Hj  bezeichnet. 

r,  und  T^T^  ergeben  sich  zu 


'■) 


1 
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«1  (^i-ffj  -  ^j-Si) 


Ebenso   findet  sich   sinT.Tn  = 


'  *    yAi-hBi'VAi+Bi' 

Hieraus  folgt 

sin  T^T^  :  sin  T^T^  = 


n^yif+TB}  '  n^yAi-{-BS' 
Das  Verhältniss  sinT^T^  \ sin  T^T^  ntrmexi  wir  das  Sinusverhältniss,    in 
welchem  der  Winkel  T^^T^  von  der  Geraden  T^  getheilt  wird;  wir  haben 
daher   den   Satz:     Die    Gerade  T^^n^T^-^n^T^^^Q   theilt   den  Winkel 

T^T^  im  Sinusverhältniss  n^yA^-^-BI  :  n{^A^  +  B^  . 

2.  Gehen  durch  den  Schnittpunkt  von  T^  und  T^  die  beiden  Geraden  T^ 
und  7^4,  und  hat  man  T^^sn^^T^  -H^28^2>       ^4  ^^14^1  "^"  ^a4^j» 

,0  ist      ^^'^  ^1^3  .  ^^'^  :y\  ^4  _  ^2  81/^1-^^1  .  n^^V'AI -^  ^l  _n^  .  gj4 
5/«  7^37-2  *  jm  r^r,       n^^i/A^-^B}  '  n^^i/A^-hBi       «la  *  «14" 
Das  Verhältniss 

j/«  T^T^  ^  sin  T^T^ 
sin  T^T^  '  sin  T^ T^ 
heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  T^^T^T^T^  und  wird   ab- 
kürzungsweise durch  das  Symbol  (7^,  7*2^3^4)  bezeichnet. 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  ist  also  von  den 
Coefficienten  der  Gleichungen  der  Strahlen  unabhängig;  es  hängt  nur  von  den 
Zahlen  ab,  durch  welche  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  zweier  dieser  Geraden 
aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  beiden  andern  abgeleitet  werden 
können. 

3.  Die  Coordinaten  der  Strahlen  T^^  7*2»  ^s»  ^4  ^^^^ 

«1  —       ^  1     Vi  —       ^  ,    U2  —       yr,,     Vq  —       ^; 
^1  ^1  ^3  ^2 

^13^1 -+-«23-^2         «13^1^1  -*■  ^23^2^2 


«3=  — 


^13^1  ~*~  ^3  3^2  ^13^1  "*"  ^^2  8^2 


1. 


^     ^  _  ^18-^l"+"^2  8-^2  ^  ^13^1^1  +»28^2^2  . 

^13^1  "^^2  3  ^2  ^13W"^"^2  3^2 

«14^1  -^- «24^2         «14^1«l+«24^2«^2 
Ua  =  — 


«14^1  +«24  ^2  ^14^1  "*"  ^24^2 

2,     ^         ^14-^1-^  ^24-^2  ___^14Q^1  -»-«24^2^2 
*  «I4C1-I- «24  Cg  ^14^1  ~*"  ^24^2 

Denkt  man  sich  die  Werthe  «j,  z/j,  «j»  ^2  g^g^^^"^»  so  erhält  man  zunächst: 
Die  Coordinaten  jeder  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  T^  und  7*2  g^^^i  werden  nach  den  Formeln  berechnet: 


fn^  -f-  /W2  ^i  "^  ^2 

Denkt  man  sich  ferner  die  Gleichungen  von  T^  und  7^2  in  der  Form 
r,  =  u^x  -hviy^l  =  0,        7^2  s  u^x  -hv^y—l^'O, 
und  hat  man  für  zwei  Gerade  des  Büschels  T^,  T^  die  Coordinaten  nach  den 
Formeln  abgeleitet 


_  »^18^1   -+-^23^2         ,,     __  ^13^1  -^^'2  8^2 
^3—         «,  .    ^  ;      273  — 


^13  "+-^28  ^18+^23 


_  ^14^1  -t-^24^2  ,,  ^14^1+^24g^2 

^14  +  ^24  ^14  "+-^24 

so  ist  nach  No.  3  und  2  das  Doppelverhältniss  der  Geraden  T^  T^  T^  1  ^ : 
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r,  r,  r,  r,)  =  ^^  :  ^^ , 

TU»  man  mit  Hülfe  von  »j,  Wj,  «,,  «"^  die  Gleichungen 

r3  =  u^x-hVty—l  =  0, 
T^  s  a^Ä  +  Vijf  —1=0. 
Itniss  von  vier  Geraden  7',7'j7j7^  gleich  der  nega- 

c(«  T.  T,  sin  T.  T. 


tin  T^  T^  sin  T^  r,  ' 

iin  den  Winkel  T^T^  und  den  Nebenwinkel  in  dem- 
:Geraden  r,  7",  T",  r«  heissen  dann  harmonisch. 
0,  T's™«!?'^  +  «a^s  =0  die  Gleichungen  oder 
—— ,    V,  =  — *— ^ ^— ^  die  Coordinatcn  dreier 


s  Gleichimg,  bez.  die  Coordinaten  der  vierten  harmo- 
r,  =  n,  Tj  —  «j^j  =  0 ,  bez. 


"»n)  = 


'   ^1^3 


i  T.T,     sin  T.T. 


r>T,)  = 


sin  r^Tj '  sin  r,r,  ■ 

sin  T.T.     sin  7",  7", 


leln  folgt,  dass  man  bei  der  Angabe,  vier  Strahlen 
ionisch,  nicht  auf  die  Anordnung  der  vier  Strahlen, 
theilung  in  zwei  Paare  7'i7'j  und  T^T^  zu  achten 
ckmässiger:  Die  Strahlenpaare  T^T^  und  T",?"« 
i\  ist  es  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  man 
jnd  wie  man  die  Strahlen  jedes  Paares  anordnet. 
Iverhältniss  von  vier  Punkten  P-^  P^  P^  7",  einer 
:zeichnet    durch   {P-yP^P^P^,    versteht   man   den 


p,p,p,)=^^ 

■  F,P, 

»«13^1  +'»»»-«a 

«M^i  H-Wj^jr, 

'unkte,  so  ist  ihr  Doppel verhältniss 
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«Vr; 


.»■^ 


Ijß'.S 


ifc*«. 


;*«r 


5'  'l 


Nach  §  5,    18    besteht,    wenn  P^=0  F^=0,    F=ö  Gleichungen    dreier 
Punkte  einer  Geraden  sind,  zwischen  den  Polynomien  -P^,  JP^,  P  eine  Identität 

von  der  Form  p.jP-+-  H-i-^i  "+"  1*2  A  =  ö-    ^^  ^^^  ^^^^  fx/*^  —  |Xi/\  — 1*2-^2»  <>d^r 
die  Gleichung  von  R, 

wenn  man  —  j^i  J  J*  ^'^^  — 1*2  •  I*  <iurch  Vj  und  vj  bezeichnet. 

Ist  nun        P^  ^  ifcTj»  H-  N^v  -1-  ö^,       P^^M^u  -H  iV2f;  -+-  ^g» 


so  ist 


P^  (Vi  J/i  H-  V2J/2)  «  -+-  (^'l-^l   -+■  ^2^2)  ^  ■+-  KCl  -4-  V2C2)- 


Die  Coordinaten  der  Punkte  P^^  P^  und  P  sind  daher 

JJf,  N^  M^ 

—  —  n     >      '*2  — 


iV. 


^1=- 


J'l 


J'2  =  "-- 


und 


Ci'  ■^^"    e/  '^'"    02' 


2 


j;  =  — 


J'  =  — 


VlCl 


'2V:^2 


V1C1  -+-V2Ö2 


^1^1  -^-  ^2-^2     _  >>1  Ql-Tl  -^  V2Q2J^2 

^202 


2. 


^löl-HV202  ^iCl 

Das  Theilverhältniss  P^PiPP^  ist  somit: 

A^        «2^2 

PP^^n^Q^' 


Hat  man  nun  die  Gleichungen  der  Punkte  jPg,  P4  aus  den  Gleichungen  der 
Punkte  P^f  P^  nach  den  Formeln  abgeleitet 

so  ist  das  Doppel verhältniss  der  vier  Punkte  nach  1.  und  2. 


3. 


{P,P,P,P,)^ 


n 


23 


n 


24 


'^IS       ^14 


Die  beiden  Punktpaare  P^  P^  und  P^  P^  heissen  harmonisch,  wenn 
das  Doppelverhältniss  {P^  P^P^P^^=  —  1;  es  ist  dann,  wie  man  sofort  durch 
Bildung  der  Doppelverhältnisse  sich  tiberzeugt,  auch 

{p^  p,  p,  p,)  =  (/>,  p^  p^  p^) 

=  (P,  P,  P^  P,)  =  C^,  P,  P,  P,) 

= (p,  p^  p,  p,)  =  {p,  p,  p,  p,) 
=  (p,  p,  p,  p,)  =  - 1. 

Sind  die  Gleichungen  eines 
Punktpaares  /\  =  0,  P^^O,  und 
die  Gleichungen   eines  anderen 

—  «2/^2=0,     so    sind    die    Paare 
harmonisch. 

Sind  zwei  Punktpaare  harmonisch, 
so  theilt  jedes  Paar  die  Strecke  des 
andern  innen  und  aussen  in  numerisch 
gleichem  Verhältnisse,  denn  aus 

P^P^  •  P^P^  ^  ""  ^ 
folgt:  P,P^  :  P,P,  =  -  (P^P^  :  P^P^y 

Zu  drei  Punkten  /\,  P^^  P^  einer  Geraden  kann  man  den  vierten 
harmonischen  finden,  indem  man  durch  P^  und  P^  zwei  Parallele  P^A  und 
P^B  zieht,  CA  =  AB  macht,  und  hierauf  durch  A  eine  Parallele  zu  CP^  zieht; 
diese  schneidet  P^P^  in  dem  gesuchten  Punkte  P^,    Denn  man  hat 

P^P^  :  P^P^  =  P^A :  AB  =  P^A  :CA^-^  P^A  :  AC^  —  P^P^  :  P^P^. 


(M.S68.) 
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Verbindet  man  Pj,   F^j    P^,  P^  (No.  5)   mit  einem  Punkte  /*q,   der  nicht 
auf  derselben  Geraden  liegt,  so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  P^  P^  und 


Ty^ 


X     y      \ 


=  0; 


X 
X 

X. 


y 

0    >'o 


1 
1 
1 


=  0. 


Die  Gleichungen  der  Geraden  P^P^  und  P^P^   ergeben  sich  zunächst  zu 


y 

y^ 

y% 


1 
1 
1 


=  0, 


X 
X 
X 


y 

4    ^4 


1 
1 
1 


=  0. 


Setzt  man  hier  die  Werthe  von  x^^  y^^  x^,  y^  ein  und  multiplicirt  dann  die 
letzte  Zeile  jeder  Determinante  mit  Tn^^-^m^-^^  bez.  m^^ 
diese  beiden  Gleichungen  in  der  Form  schreiben: 


^24,  so  lassen  sich 


Tj  ^ssm^^  7\  -4-  m^^  T^  =  0,       T^ 


^14  ^\ 


^2  4  ^a  "^  ^• 


Das  Doppelverhältniss  der  vier  Geraden  ist  also 


(2"i  T^  ^  , 


n  ^4)  = 


m 


23 


W 


24 


^13       ^14 


gleich  dem  der  Punkte  P^  P^  P^  P^,  Wir  haben  folglich  somit:  Werden  vier 
Strahlen  eines  Büschels  von  einer  Geraden  geschnitten,  so  ist  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen  gleich  dem  Doppelverhältniss 
der  vier  auf  ihnen  liegenden  Schnittpunkte. 

Insbesondere  werden  also  vier  harmonische  Strahlen  von  jeder  Geraden  in 
vier  harmonischen  Punkten  geschnitten,  und  vier  harmonische  Punkte  von  jedem 
Punkte  aus  durch  vier  harmonische  Strahlen  projicirt. 

7.  Das  vollständige  Vierseit  Unter  einem  vollständigen  Vierseit  versteht 
man  die  Figur,  welche  von  vier  Geraden  einer  Ebene  gebildet  wird,  von  denen 
nicht  drei  durch  einen  Punkt  gehen.  Diese  vier  Geraden  7\  T^  T^  T^  heissen  die 
Seiten  des  Vierseits;  sie  schneiden  sich  in  sechs  Punkten,  den  Ecken  des  Vierseits. 

Der  Schnittpunkt  von  Ti  und  Tu  wird  passend  mit  Atk  bezeichnet,  so  dass 
die  Ecken  des  Vierecks  sind  -^12» 

Je  drei  Ecken  haben  einen 
Index  gemein;  diese  liegen  auf 
der  Seite,  die  denselben  Index 
hat  Aus  den  sechs  Ecken  lassen 
sich  drei  Paare  bilden,  so  dass 
die  Punkte  eines  Paares  keinen 
gemeinsamen  Index  haben,  näm- 
lich  die    Paare   A^^    und   A^^\ 

All     ^^^    -^24»     -^14     ^^^     -^2  3» 

die  drei  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  jedes  Paares  sind  von  den 
Seiten  des  Vierseits  verschieden 
und  heissen  die  Diagonalen  des 
Vierseits.  Die  vier  Seiten  und 
die  drei  Diagonalen  bilden  das 
vollständige  System  der  Geraden, 
welche  je  zwei  Ecken  des  Vier- 
seits verbinden. 

(M.  369.) 
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L*. 


Wir  wollen  die  Diagonale  A^^^zk  ™'  ^p  -^is-^»4  "^^'  2^8»  -^u-^as 
mit  Sj  bezeichnen. 

Sind  7*1=0,  7^3=0,  7*3=0,  7^=0,  Si=0,  J,  =  0,  2,  =  0die 
Gleichungen  der  Seiten  und  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits,  so  lässt  sich 
Si,  da  diese  Gerade  durch  A^2  g^^^>  i^  ^^^  Form  darstellen 

1.  Si^dJ,ri -f-aar3  =  0. 

Da  femer  S^  durch  ^34  geht,  so  lässt  sich  J^  auch  in  der  Form  darstellen: 

2.  Si  =  Äj^j  -+-  a^ 7\  =  0. 
Aus  1.  und  2.  folgt  die  Identität 

woraus  sich  weiter  ergiebt 

3.  ^1^1  — ''s ^S  ^^4^4  — <3^87^2- 

Die  Gleichung  a^T^  —  a^T^=0  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch 
A^^  geht;  a^T^ — a2  7'3  =  0  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  A24 
geht;  nach  3.  sind  diese  Geraden  identisch,  also  ist 

a^T^  —a^T^  ^a^T^  —  a^T^  =  0 
die  Gleichung  der  Geraden -^i 3 -^g 4,  d.  i.  der  Diagonale  Ja»  ^^  ist  also 

Aus  der  Identität  3.  folgt  femer 

5.  öi7'i  —  0^4 7^4  ^  0537*3  —  ÄgT^g. 

Nun  sind  a^T^  — ^47^  =0  bez.  fl3  7'3  —  ^2  7*2  =  0  die  Gleichungen  zweier 
Geraden,  deren  erste  durch  A^^,  die  andere  durch  -^23  g^^^»  ^^  nach  5.  diese 
Geraden  identisch  sind,  so  fallen  sie  mit  der  Geraden  A^^  A2^  zusammen;  also 
ist  die  Gleichung  dieser  Diagonale 

6.  S3  ^fli7\  —  ^47*4  ^«37^3  — a^T^  =  0. 
Aus  1.,  4.  und  6.  folgt: 

7.  Si  —  S2  ^  «272 -h  «378 ;  8.    2i  +  ^2  =  «i^Ti  +  «474 
9.                Si~J3^fl272H-Ä474;           10.    Si -I- Js  ^  öiTi  4- 03^3 

11.  22  —  2:3  ^  ör4r4  —  «373 ;  12.    S2 -h  Ss  =  ^17*1  —  Ö272. 

Die  Identität  7.  lehrt,  dass  Si  —  22  =  0  (der  «272  —  a^T^  =  0)  die  Gleichung 
der  Geraden  ist,  welche  den  Schnittpunkt  B^  der  Diagonalen  Si,  S2  mit  dem 
Punkte  -^23  verbindet;  ferner  folgt  aus  8.,  dass  Si  -f-  S2  =  0  die  Gleichung  der 
Geraden  B^\^  ist.  Ebenso  ergiebt  sich  weiter,  dass  5i  —  S3  =  0  und  Si  -f-  J3  =  0 
die  Gleichungen  der  Geraden  B^A^^  und  bez.  B^Ai^^  sowie  dass  J2  —  3^3  =  0 
und  3:2-1-23  =  0  die  Gleichungen  von  BiA^  und  BiAi2  sind. 

Nach  No.  4  sind  die  Geraden 
a)  3:1  =  0,     32  =  0,     2i  + 3:2  =  0,     Si  — 3:2  =  0; 

ß)  3:1  =  0,     33  =  0,     3:14-3:3  =  0,     21  —  3:3  =  0; 

t)  3:2  =  0,    33  =  0,    3:2 -h  3:3  =  0,    32  —  3:3  =  0; 

harmonisch.  Wir  haben  daher:  Im  vollständigen  Vierseit  bilden  je  zwei 
Diagonalen  mit  den  Geraden,  welche  vom  Schnittpunkte  dieser 
Diagonalen  nach  den  beiden  Ecken  des  Vierseit  gehen,  die  nicht 
auf  den  Diagonalen  liegen,  zwei  harmonische  Strahlenpaare. 

Da  harmonische  Strahlenpaare  von  jeder  Geraden  in  harmonischen  Punkt- 
paaren geschnitten  werden,  so  folgt  weiter:  Die  auf  jeder  Diagonale  liegen- 
den Ecken  des  vollständigen  Vierseits  bilden  mit  den  Schnittpunkten 
dieser  Diagonale  mit  den  beiden  anderen  zwei  harmonische  Punkt- 
paare. 

Die  Ecken  ^12  -^24  bilden  mit  der  Ecke  A2i  und  dem  Punkte,   in  welchem 
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die  Seite  von  der  Geraden  AuB^  geschnitten  wird,    zwei  harmonische  Paare; 
oder  allgemein,  wenn  /,  k,  /,  m  eine  Permutation  der  Ziffern  1,  2,  3,  4  bedeutet: 

Auf  jeder  Seite  des  vollständigen  Vierseits  bilden  die  Ecken /^/yt 
und  At/  mit  der  Ecke  Ai,„  und  mit  dem  Schnitt  der  Seite  mit  der 
Geraden,  welche  die  At',^  gegenüberliegende  Ecke  Aj^i  mit  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  durch  Aik  und  Ai^  gehenden  Diagonalen 
verbindet,    zwei  harmonische  Punktpaar^. 

Aus  diesen  Sätzen  ergiebt  sich  folgende,  ausschliesslich  durch  das  Ziehen 
gerader  Linien  erfolgende  Construction  des  vierten  harmonischen  Punktes  zu 
drei  gegebenen. 

Um  die  vierten  harmonischen 
Punkte  zu  A,  B,  Czu  finden,  ziehe 
man  An,  BD,  CE,  FBmdDG\ 
dann  ist  H  der  gesuchte  Punkt. 

Um  zu  drei  Strahlen  DA, 
DB,  DC  eines  Büschels  den 
vierten  harmonischen  zu  finden, 
schneide  man  die  drei  Strahiert 
durch  eine  Gerade  in  A,  B  und  C  und  ziehe  durch  C  eine  zweite  Gerade,  die 
die  Strahlen  DA  und  DB  in  F  und  E  schneidet;  zieht  man  nun  AE  und  FB, 
so  isx  DG  der  gesuchte  Strahl. 

8.  Das  vollständige  Viereck.  Unter  einem  vollständigen  Viereck  versteht 
man  die  Figur,  welche  aus  vier  Punkten  F\  F^  I\  Pa  und  den  sechs  Geraden 
G\i  G\^  G\4,  6^  (x24  G^  besteht,  die  je  zwei  von  den  vier  Punkten  verbinden. 
Die  vier  Punkte  F  heissen  die  Ecken,  die  sechs  Geraden  G  die  Seiten  des  voll- 
standigen  Vierecks.  Je  drei  von  den  sechs  Seiten  haben  einen  Index  gemein 
(z,  B.  Gi2  Giz  Gu);  diese  gehen  durch  den  Eckpunkt,  der  den  gemeinsamen  In- 
dex hat  Die  Seiten  lassen  sich  zu  drei  Paaren  so  ordnen,  dass  die  Seiten  jedes 
Paares  keinen  Index  gemein  haben;  diese  drei  Paare  sind  Gi2  und  G^i',  6^13 
und  G-2/i]  GiA  und  6^;  je  zwei  solcher  Seiten  heissen  gegenüberliegende 
Seiten  des  Vierecks.  Die  drei  Schnittpunkte 
je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten,  die 
der  Reihe  nach  mit  ^1,  $2»  $3  bezeichnet 
werden  sollen,  fallen  mit  Ecken  des  Vier- 
ecks nicht  zusammen;  man  bezeichnet  sie 
als  die  Diagonalpunkte  des  Vierecks. 

Die  vier  Eckpunkte  und  die  drei  Dia- 
gonalpunkte bilden  das  vollständige  System 
der  Schnittpunkte  der  sechs  Seiten  des 
Vierecks. 

Da  $1  sowol  auf  FiF2  als  auf  F^Fi 
liegt,  so  lässt  sich  in  der  Gleichung  dieses 
Punktes  ^1  =  0  das  Trinom  ^1  sowol  aus 
den  Trinomen  i\  und  /^,  als  aus  Fz  und  F^  linear  ableiten,  und  man  hat 
1-  ^1  =  aiFi  -t-  a2F2  =  0^3  +  Ö4-A  =  0. 

Aus  dieser  Identität  folgt  die  weitere 

aiFi  —  a^z  ^  aiF^  —  a2F2. 

Die   beiden  Gleichungen   aiFi  —  a^J^  =  0    und  04/i  —  02/ij  =  0   bedeuten 
also  dasselbe;    da   nun  die  erste  die   Gleichung  eines  Punktes  auf  F^F^,    die 


(M.  871.) 
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W'^' 

Wy:r 

4. 

%'^'-       : 

i:v  • 

6. 

8. 

m 

Sf*'  - 

fe 

«) 

fe'' 

ß) 

IX; 

7) 

zweite  die  eines  Punktes  auf  JPz^i  ist,  so  sind  also  die  Gleichungen  7.\vei  ver- 
schiedene Formen  der  Gleichung  des  auf  den  Geraden  6^13  und  6^24  gelegenen 
Diagonalpunktes  ^2t  und  man  hat 

2.  ^2  =  öfi^i  —  03-^3  =  04A  —  «2^2  =  0. 
Aus  1.  folgt  weiter  die  Identität 

aiFi  —  a^Fi  ^  a^J^  —  02-^2. 
Die  Gleichung 

3.  ^fi^aiFi  —  aiPi^azI^  —  a-iPi  =  0 

ist  also  die  Gleichung  des  auf  FiP^,  und  I\Bi  gelegenen  Diagonalpunktes  ^3. 
Aus  1.,  2.  und  3.  ergeben  sich  weiter  die  Identitäten 

9^^^^^^aiPi^aJPA\  5.     $Pi  —  $ß2 ^ «2^ -H  08^3 ; 

5ßlH-g}3  =  dfl/>l -1-03^^3;  7.      gJl  — ^3^^2^2-f-Öf4A; 

^2-f-^3^öl/'l  —  ö2^2;  9.      g}2  — ?3  =  ^4^4-«3/^. 

Nach  No.  5.  sind  die  dreimal  vier  Punkte 

^1  =  0,     sp2  =  0,       $Pi  +  g}2  =  0,     $Pi-gJ2  =  0; 
?i  =  0,    g}3  =  0,      $Pi4-gJ3  =  0,    ^i~gJ8  =  0; 

$ß2  =  0,      $P3  =  0,        $ß2-h^3=0,      $ß2  — $ß3  =  0 

harmonisch.  Da  nun  z.  B.  aus  den  Identitäten  4.  und  5.  folgt,  dass  5ßi  4-  ^2  =  0 
und  Sßi  —  $ß2  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte  der  Geraden  ^iSß2  sind,  in  welchen 
dieselbe  von  den  einander  gegenüberliegenden  Seiten  6^14  und  G^  geschnitten 
wird,  so  ergiebt  sich:  Zwei  Diagonalpunkte  eines  vollständigen  Vier- 
ecks und  die  beiden  Punkte,  in  welchen  ihre  Verbindungsgerade  von 
den  beiden  gegenüberliegenden  Vierecksseiten  geschnitten  wird, 
die  nicht  durch  die  beiden  Diagonalpunkte  gehen,  sind  harmonisch. 
Der  wesentliche  Inhalt  dieses  Satzes  ist  von  den  Schlusssätzen  in  No.  7  nicht 
verschieden.  Die  Bemerkungen  über  das  vollständige  Viereck  sind  aber  des- 
wegen noch  selbstständig  mitgetheilt  worden,  um  das  über  Punktgleichungen 
Erörterte  in  einem  einfachen  Beispiele  anzuwenden. 


Sind  7i,  72,  T^  drei  Strahlen  eines  Büschels,  7i',  72',  Ts'  drei  Strahlen  eines 
andern  Büschels,  /i,  jP2;  -^3  drei  Punkte  einer  Geraden,  /*i',  PJ,  P%  drei  Punkte 
einer  andern  Geraden,  und  ordnet  man  in  den  Büscheln  und  Geraden  die 
Strahlen  und  Punkte  TiT\  P^P'  einander  zu,  für  welche  die  Doppelverhältnisse 
gleich  sind 

(ri  T^nT)^  (Ti'JaTg'r)  =  (Pi  P2  P%  F)  =  {P{PiPiP% 
so  nennt  man  die  Büschel  und  Punktreihen  projectiv  (oder  projectivisch, 
collinear,  homographisch).  Die  zugeordneten  Strahlen  und  Punkte  werden 
auch  entsprechende,  insbesonders  projectiv  entsprechende  Elemente  der 
Gebilde  genannt,  und  die  projective  Verwandtschaft  der  Strahlenbüschel  und 
Punktreihen,  sowie  das  Entsprechen  der  einzelnen  Strahlen  und  Punkte  durch 
das  Zeichen  7^  ausgedrückt.     Man  schreibt  also 

7i ^2 73 r . . . 7^ T^Tinr  ,.y^p^Pii\p.,y^ P^PiP^P', 

sowie  Ty^  r  7^  Py^  P\ 

Aus  der  Definition  folgt  ohne  Weiteres  die  Bemerkung:  Sind  zwei  Strahl- 
büschel oder  Punktreihen  mit  demselben  Strahlbüschel  oder  der- 
selben Punktreihe  projectiv,  so  sind  sie  unter  einander  projectiv. 

In  Rücksicht  auf  No.  6  folgt  ferner:  Ein  Strahlbüschel  7i  T^  Ti  T4T5TS,  ,  . 
und   ein  geradliniger  Querschnitt  desselben  Pi  P^  P^  P4  P5  Pq  .  .  .  sind  projectiv, 
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und  zwar  entspricht  jedem  Strahl  des 
Büschels  der  auf  ihm  liegende  Punkt 
des  Büschelquerechnitts,  Ti  -^  Pi,  Tj  7^  F^, 
n^Pi.  ■  ■  ■ 

Denn  wenn  T  irgend  einen  Strahl  des 
Büschels  und  den  darauf  liegenden  Punkt 
des  Querschnitts  bezeichnen,  so  ist 
(7i  73  Ta  r)  =  (-^i  A  A  P)- 

Femer  folgt:  Zwei  Querschnitte 
desselben  Büschels  sind  projectiv  und 
zwar  entsprechen  sich  je  zwei  Punkte, 
die  auf  demselben  Strahle  liegen, 
PtTzP*;    Pi^Pä,    PkT^P^.  . . . 

Zwei  Büschel  sind  projectiv,  derer 
sprechende  Strahlen  sich  in  Punkten 
Geraden  schneiden;  Ti^^Ti',  757^ 7s',  . 

Ferner  folgt  aus  der  Definition,  dass 
TiTi-PiPii  TzT/PiPt';  TiTs' /%/?,' als  entsprec 
Elemente  zu  bezeichnen  sind.  Denn  es  ist 
äch  aus  der  Definition  des  Doppelverhältniss 
Strahlen  und  Punktreihen  ergiebt 
{7i  7a  Tg  7-,)  =  (Ti-Ti'n-Ti')  =  (/•,  Pi  J^ . 
=  (.Pi'Jh'J\'Pi')  =  ~ , 
man  hat  nämlich  z.  B. 

sin  TxTj    sin  TjTi 

Femer  findet  sich 

(7-,  T2  73  Ti)  =  (71'72'78'72')  =  (^1 P 
(7-1  73  73  79)  =  {T^Ti'T^Tz')  =  (Pi  P- 
10.  Sind  Äi  =  0,  Ä2  =  0  die  Gleichunj 
oder  zweier  Punkte  einer  Geraden,  so  ist  1 
desselben  Büschels  bez.  eines  dritten  Punl 
+  ii5Äj=rO,  und  die  Gleichung  jedes  weit* 
geeigneter  Wahl  der  Coefilicienten  »i,  nj  in  < 

Das  Doppelverhältniss  der  vier  Elemente 

Sind  nun  Jti'  =  0,  Äj'  =  0,  £^  —  b^Ä 
entsprechenden  Strahlen  oder  Punkte  eines 
jectiven  Punktreihe,  so  entspricht  dem  E!( 
Gleichung  ist 

Je ^Hl&iJii  -f- «2' 
denn  es  ist  (Äi'Ä/Äs'Ä')  =  ~  i'^ 

n.  Sind  PiHeHiPs  vier  Strahlen  des 
der  Geraden  RiR-iRz,  und  R^' Rg' Ji^' Rg' 
Büschels  bez.  der  Geraden  Ri'R2'Jiz',  und  h 
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1. 

2. 
3. 
4. 


^5  ^  «15^1-^1  -1-  «25^2-^2 

j^7  ^  nnaijRi  -+-  «27^2-^2 

^8  ^  «18^1^1  -H  «28^2-^2 


6.  -^e'  ^  «16^1-^1'  -H  n'ij^h<iR^ 

7.  i?7'  ^  ttiqbiRi  -h  n^^h^iR'i 

8.  ^8'  ^  «18^1^1'  -+-  n^hRi  , 


so  kann  man  zunächst  aus  1 .  und  2.  ^i  und -^2 durch -^5  und-^e  ausdrücken.  Man  erhält 


9. 


^1^ 


^26 
P.^2 


^5 


»25 

»15 
[Adf2 


^6; 


fx  =  »15 »26  —  »25»16  • 


Ebenso  erhält  man  aus  5.  und  6.  -^1'  und  Ri  durch  Ri!  und  R^  ausgedrückt: 


^i'- 


10. 


»26 
»16 


^5'- 


R^  ^  —  — 7-  Rh  — 


»25 
»15 


R^ 
R^ . 


Setzt  man  die  Werthe  9.  in  die  Formeln  3.  und  4.,  sowie  die  Werthe  10.  in 
die  Formeln  7.  und  8.  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Umstellungen  die  Trinome 
R^  und  -^8  durch  R^  und  Re,  sowie  die  Trinome  R^   und  Rg  durch  R^'  und  Rs 
in  folgender  Weise  ausgedrückt: 

»27  »15  — »17  »25 


^          »17»26— »27«16    r, 
-«■7  ^ ^5 


RSf 


11. 


sowie 


o          »18«26  — »28»16   D      .     ^28»15  —  »18»25    r, 
-A-8  ^ -"-5  H -'^61 


,  ^^  »17»-26-— »•27»16   „  , 


»27  »15  —  »17  »25 


Re!» 


12. 


r>  ,         »18»26  —  »'28»16   D  r     .     »28»15  —  »18»25   r,  » 
^8  ^ ~ ^b    H ~ -^6  ' 


Das  Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  Rr^R%RiR%  ergiebt  sich  aus  den 
Formeln  11.  zu: 

/D    D     D    r>\         »18»26 — »28»16      »28«15  —  »18»25 
^  ^         »17  »26  — »27  »16      »27  »15  — »17  »25 

Dasselbe  ergiebt  sich  liir  das  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier 
Elemente  Rf^R^Ri'R^.     Wir  haben  daher 

(^5  ^6  Ri  Rs)  =  (R^'  R^  R'i  Rf!) , 
oder  den  Satz:     In  zwei  projectiven  Strahlbüscheln  oder  Punktreihen 
ist  das  Doppelverhältniss  von  je  vier  Elementen  des  einen  Gebildes 
gleich  dem  Doppelverhältniss  der  entsprechenden  vier  Elemente  des 
andern  Gebildes. 

Insbesondere  entsprechen  vier  harmonische  Elemente  des  einen 
vier  harmonischen  des  andern  Gebildes. 

12.  Wenn  bei  zwei  concentrischen  projectiven  Büscheln  oder 
zwei  auf  derselben  Geraden  liegenden  projectiven  Punktreihen  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  oder  entsprechender  Punkte  sich 
decken,  so  decken  sich  die  Büschel  bez.  die  Punktreihen,  d.h.  je  zwei 
entsprechende  Strahlender  beiden  Büschel  bez.  je  zwei  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Punktreihen  liegen  aufeinander. 

Beweis.     Decken  sich  die  entsprechenden  Elemente  R,  und  Ri\    Rjt  und 
Rky  Ri  und  Ri\  so  decken  sich  auch  je  zwei  Elemente  R  und  R\  für  welche 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  besteht: 
1 .  {Ri  Rk  Ri  R)  =  (R/Rj^'R/Ry 


t 
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Elemente  R  dasjenige  Element  des  andern 
mtspricht,  für  welche  die  Gleichung  1.  be- 
«hend  sind. 

hiedenen  Geraden  derselben  Ebene 
len  der  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
0  sind  die  Punktreihen  perspectiv, 
je  zweier  entsprechenden  Punkte 
^der  als  das  gemeinsame  Projectionscentrum 


chnittpunkt  der 
er  einen  Pimkt- 
ndem  angehört, 
L  /",'  noch  die 
man  P^P^'  und 
ittpunkt  C  dieser 
einen  Reihe,  so 
:  Reihe  in  einem 
=  {P^'P^'P^'P), 
echende  Punkte. 


^ 
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projective  Punktreihen  oder  Strahlbüschel  zu  ergänzen,  d.  h.  wenn 
von  zwei  projectiven  Punktreihen  oder  Strahlbüscheln  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  gegeben  sind,  zu  jedem  Elemente  des  einen  Gebildes  das  entsprechende 
Element  des  anderen  zu  finden. 

Enthalten  die  Geraden  F  und  V  zwei  projective  Punktreihen,  und  ent- 
sprechen sich  die  Punkte  P^P^P^  7^  P^P^P^^  so  nehme  man  auf  der  Geraden 
PxP\  zwei  Punkte  A  und  B  an,  ziehe  von  A  aus  Strahlen  durch  P^  und  /j, 
sowie  von  B  aus  Strahlen  nach  P^  und  P^  und  verbinde  Q^  mit  Q^  durch 
eine  Gerade  6r.  Zieht  man  nun  APy  durchschneidet  hiermit  G  im  Punkte  Q^ 
und  zieht  QB^  so  ist  P^  der  P  entsprechende  Punkt;  denn  es  ist 

(P^P^P^F)  =  (01^20,0  =  (P^P^P^P). 

Entsprechen    sich    in    den  Büscheln 
C  und  C  die  Strahlenpaare 


^1^2^3    7^ 


rp    irp    \rp    I 
^  1    ^  8    -^  8   » 


B 


so  lege  man  durch  den  Schnittpunkt 
zweier  entsprechenden  Strahlen  7\  und 
7^1 '  zwei  Gerade  A  und  B  und  ziehe  die 
Geraden  Q^fQz?  welche  die  Schnittpunkte 
von  A  und  B  mit  je  zwei  entsprechenden 
Strahlen  T^,  T^  und  T,,  T^  verbinden. 
Um  den  Strahl  T  zu  erhalten,  der  T 
entspricht,  lege  man  durch  den  Schnitt- 
rr,f  punkt  D  von  Q^  und  Ö3  einen  Strahl 
^  Qf  der  T  auf  A  trifft,  und  ziehe  den 
Strahl  durch  C,  der  Q  auf  B  tiifit 
Dies  ist  der  gesuchte  Strahl  7",  denn 
man     hat      (T^T^T^T)  =  {Q^Q^Q^Q) 

Durch  geschickte  Wahl  der  hierbei 
verwendeten  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel kann  man  diese  Constructionen 
erheblich  vereinfachen.  Nimmt  man  bei 
der  Ergänzung  zweier  projectiven  Punkt- 
reihen Px^^P^y^^x^^^z  fiir  die  Punkte  A  und  B  die  Schnittpunkte  von 
P^P^'  mit  P^P^'  und  P^P^^   so  fällt  Ca  «^it  P^'  und  Q^  mit  P^,  also  CP  mit 

P^'P^  zusammen.  Um  jetzt  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Reihen 
zu  erhalten,  hat  man  von  A  imd  B 
aus  die  Punkte  der  Geraden  P^*P^ 
auf  PxP%  bez.  P^P^*  zu  projiciren. 
Fügt  man  zu  den  fünf  Geraden  F,  F', 
P^P^'  P^P^y  P^P^  noch  die  variable 
Gerade  PP\  so  erhält  man  das  Sechs- 
eck ABP^PPP^,  in  welchem  A  und 
P,  B  und  P\  P^  und  /^j'  gegenüber- 
liegende Ecken  sind;  die  Verbindungs- 
geraden dieser  Gegenecken  treffen  sich 
in  demselben  Punkte.  Wir  erkennen 
leicht  umgekehrt:    Wenn  von  einem  Sechsecke  vier  aufeinander  folgende 


(M.  877.) 
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Ecken  (P^'ABP^)  und  die  Richtungen  der  Seiten  F  und  F'  gegeben  sind, 
aufweichen  die  fünfte  und  sechste  Ecke  liegen,  und  wenn  die  sechste 
Seite  dieses  Sechsecks  sich  so  bewegt,  dass  die  drei  Diagonalen,  die 
je  zwei  Gegenecken  verbinden,  durch  denselben  Punkt  gehen,  so 
sind  die  Reihen  der  fünften  und  sechsten  Eckpunkte  projectiv;  dabei 
entsprechen  sich  jPj  und  F^',  P^  und  F^t  P^  und  P^ ,  Denn  wenn  die 
sechste  Seite  PP  des  Sechsecks  sich  bewegt,  die  andern  Seiten  aber  unverändert 
bleiben,  so  ändert  sich  die  Diagonale  P^P^  nicht  und  die  Diagonalen  AP  und 
BP  beschreiben  Strahlenbüschel  mit  den  Trägem  A  und  B.  Da  je  zwei  dem- 
selben Sechseck  zugehörige  Strahlen  dieser  beiden  Büschel  sich  auf  P^P^ 
schneiden,  so  sind  diese  Büschel  und  mithin  auch  die  Reihen  der  Punkte  P  und 
der  Punkte  P'  projectiv. 

In  den  perspectiven  Büscheln  A  und  B  ist  AP^  y^BP^\  AP^  y^BP^\ 
APi-^^BP^^  zu  den  projectiven  Reihen  der  fünften  und  sechsten  Eckpunkte 
des  Sechsecks  gehören  also  die  Punktpaare  P^y  P^^  P^  y^  /\',  P^\  P^\ 

Ein  Sechseck,  dessen  Diagonalen  zwischen  Gegenecken  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  heisst  ein  BRiANCHON'sches  Sechseck. 

Zur    Ergänzung    der    projectiven  - 

Strahlenbüschel  C  und  C  legen  wir 
die  Geraden  A  und  B  durch  die 
Punkte  T^T^'  und  T^T^'\  dann  fallen 
die  Gerade  Q2  und  Q^  mit  T^  und 
7*3'  zusammen.  Um  zwei  entsprechen- 
de Strahlen  T  und  7"  der  beiden 
Büschel  zu  erhalten,  haben  wir  daher 
den  Schnittpunkt  D  von  T^  und  2^3' 
aufzusuchen,  durch  D  einen  Strahl  zu 
legen  und  die  Schnittpunkte  dieses 
Strahles  mit  A  und  B  von  den  Trägem 
C  und  C  aus  zu  projiciren. 

Die  Geraden  A,  B,  T^,  Ty  T,  T^ 
bilden  ein  Sechseck,  in  welchem  den  T 
Seiten  A,  B^  T^  der  Reihe  nach  die 
Seiten  T,  T\  T^  gegenüber  liegen; 
die  Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten 
liegen  auf  einer  Geraden,  nämlich  auf 
dem  durch  D  gezogenen  variabeln 
Strahle. 

Umgekehrt:  Wenn  fünfEcken 
eines  Sechseckes  unverändert  bleiben  und  die  sechste  sich  so  bewegt, 
dass  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  sich  auf  Punkten 
einer  Geraden  schneiden,  so  beschreiben  die  beiden  veränderlichen 
Seiten  des  Sechsecks  zwei  projective  Strahlbüschel,  in  welchem  sich 
die  Strahlen  entsprechen,  die  nach  den  drei  festen  Ecken  gehen, 
welche  nicht  Träger  der  beiden  Büschel  sind. 

Denn  wenn  die  Ecken  C,  E,  F,  G,  C^  gegeben  sind,  so  ist  auch  der  Schnitt- 
punkt jD  der  gegenüberliegenden  Seiten  CE  und  GC^  gegeben;  die  veränderliche 
Gerade,  auf  welcher  die  drei  Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten  liegen,  geht 
somit  durch  Z>.    Die  beiden  variabeln  Seiten  T  und  V  des  Sechsecks  projiciren 
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daher  die  beiden  projectiven  Punktreihen,  welche  von  dem  Strahlenbüschel  2> 
auf  A  und  B  ausgeschnitten  werden.  Ein  Sechseck,  dessen  Gegenseiten  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  heisst  ein  Pascal' sches  Sechseck. 

15.  Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  bei  zwei  projectiven  Punktreihen 


P,P,  '  PP^ 


P^P^  '  PP^' 


l 


f» 


folgt,  wenn  man  den  Quotienten 
mit  V  bezeichnet,  die  Gleichung 


r; 


A     Ä 

(M.880.) 
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die  ebenfalls  zur  Definition  der  projec- 
tiven Verwandtschaft  benutzt  werden  kann.  Aus  1.  lässt  sich  ein  bemerkens- 
werther  Zusammenhang  der  Strecken  ableiten,  um  welche  die  entsprechenden 
Punkte  P  und  P  von  irgend  zwei  festen  Punkten  Q  und  R  der  beiden  Geraden 
abstehen.  Setzt  man  nämlich  QF^=a,  QP^=^b\  RP^  =a\  RP^  =  b'\ 
QP=^  X,  RP  =  X';  so  hat  man  P^P=  X  —  ö,  PP^  =  ^  —  X;  P^'P  =  X'  —  «', 
PP^'  =  ^'  —  X';  daher  geht  1.  über  in  (X  —  a)  (d'  —  X')  =  v  (X'  —  a')  {b  —  X). 

Multiplicirt  und  ordnet  man,  so  entsteht  hieraus: 

2.  (1  —  v)  XX'  H-  (b'  —  va')  X  -h  (a  —  ^v)  X'  —  (ab'  —  ^a'b)  =  0, 

also  eine  für  jede  einzelne  .Länge  X  und  X'  lineare  Gleichung  von  allgemeinster 
Form.  Man  nann  diesen  Satz  auch  umkehren:  Wenn  die  Abstände  ent- 
sprechender Punkte  zweier  Punktreihen  von  zwei  festen  Punkten 
beider  Reihen  einer  Gleichung  der  Form  genügen; 

3.  aXX'4-ßX-t-TX'-4-ö  =  0, 
so  sind  die  Punktreihen  projectiv. 

Sind  zunächst  /\  und  /\'  zwei  entsprechende  Punkte,  und  setzt  man 
QPi  =  t9    RPi  =  e',  so  erfüllen  e  und  e'  die  Gleichung  3.,  man  hat  also 

4.  aee'  -h  ße  H-  7e'  -h  ö  =  0. 

Femer  ist  P^P  =  QP—  QP^  =  X  —  e,  P^'P  =  RP--  RP^'  =  X'  —  e'. 
Setzt   man   nun  /\jP=  ji,     P^'P  =  \l',    so  ist  X  =  jjLH-e,     X' =  |x' H- e';    nach 

Einsetzung  in  3.  entsteht:  a  (jt  H-  s)  (fi'  -h  e')  +  ß  (ja  -h  e)  -+-  7  (fj.  4-  e')  "*"  ^  =  ö* 
oder  besser  geordnet: 

5.  ajtjx'  -H  (ß  4-  as')  ft  -*-  (t  4-  ae)  [tJ  -+■  (aee'  4-  ße  H-  ^e'  4-  ö;  =  0. 
Da  nun  e  und  e'  der  Gleichung  4.  genügen,  so  vereinfacht  sich  5.  auf 

6.  aiJLjJL'  4-  (ß  4-  ae')  |i.  4-  (7  4-  ae)  ft'  =  0. 

Sind  P2P2'  und  ^3/3'  ^^^^  Paare  entsprechender  Punkte,  so  hat  man  ausser 
der  Gleichung  6.  noch  die  beiden  Gleichungen 

7.  aji-aji^'  4-  (ß  4-  ae')  p.^   4-  (7  4-  ae)  jx^'  =  0, 

8.  afi.8p.3'  4-  (ß  4-  ae')  fi.3   4-  (7  4-  ae)  jis'  =  0. 

Die  Gleichungen  6.,  7.,  8.  kann  man  als  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen 
a,  (ß4-ae'),  (74-ae)  ansehen;  ihr  Zusammenbestehen  bedingt  das  Verschwinden 
der  Determinante: 

|X  jx'  |X  ft' 

l*2P'2'       K-s       1*2'     =  0. 
Durch  Division  der  Zeilen  durch  fjL|i.',  p-aft^',  1^3^X3'  erhält  man 
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^le   von   der  ersten   und  die  dritte  von  der 
I  der  Detennmante  nicht;  inan  erhält 


;ichung: 

V-t)         \V-       1*1/  \V-1        V-iJ 


üi 


V-2- 


V-i 


=  -^^s  -       ,  _ 

über  in: 

PtP  _  P,'Pj'      P^'P 
PP^    ""  /'j'A'  '   -^-^s" 
Punktreihen  projectiv, 
1    lassen    sich    bei    projectiven    Büscheln 


(M.38U 

?  immer  so  wählen,  dass  auch  bezüglich  der 
sr  Büschel  die  Formeln  gelten: 

^,     fangNT  =  tang^r^, 

CQ  =  m,    C'X  =*  »,    MT=<f,    NT  =  9', 
"W¥.     ^'  =  ftlangf'. 

sind  projectiv,  also  besteht  zwischen  X  und  X' 

ßX  +  7I'  +  8  =  0. 

ein,  so  geht  die  Gleichung  2.  über  in 

^mtangf  ■+■  ftitatigif'  +  8  =  0. 
Tangenten  der  Winkel,   welche  je  zwei 


•  w  J 


jfcl 


•». 


j,*^.     I 
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entsprechende  Strahlen  zweier  projectiven  Büschel  mit  beliebigen 
festen  (Null-)  Strahlen  der  beiden  Büschel  bilden,  genügen  einer 
Gleichung,  die  für  jede  der  beiden  Tangenten  linear  ist. 

Umgekehrt:  Sind  je  zwei  Strahlen  zweier  Büschel  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  verbunden: 

4.  a  tang  9  tang  ^^  -\-  b  tang  9  -+-  ^  fang  9'  -4-  df  =  0, 

so  sind  die  Büschel  projectiv.  Denn  legt  man  Gerade  A  und  B  normal  zu 
den  Nullstrahlen,  so  hat  man  die  Formeln  1.,  also 

-^  XX'  +  —  X  -4-  -  X'  4-  ^  =  0. 
inn  m  n 

Die  Punktreihen  auf  A  und  B  sind  daher  projectiv,  und  folglich  auch  die 
Strahlbüschel  C  und  C\ 

17.  Bei  zwei  projectiven  Punktreihen  entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkte 
jeder  Reihe  ein  bestimmter,  im  Allgemeinen  nicht  unendlich  femer  Punkt  der 
andern  Reihe.  Diese  beiden,  den  unendlich  fernen  entsprechenden  Pimkte, 
heissen  die  Gegenpunkte  {p  und  H)  der  Reihen.     Aus  der  Gleichung 

1.  aXX'  -h  pX  -f-  7X'  -+-  5  =  0 
folgen  durch  Division  mit  X  und  X'  die  Gleichungen 

X'         S 

2.  aX'  4-  ß  -h  7  ^  -h  y  =  0, 


3. 


aX4-ß-^-f-T+jJ=0. 


Setzt  man  in  2.  X  =  00,  und  in  3.  X'  =  c»,  so  erhält  man  aus  2.  und  3.  die 
Abstände  X'  und  X  der  Gegenpunkte  H  und  G  von  den  Nullpunkten  zu 


4. 


X'  =  — 


ß 


a 


a 


Wir  wollen  dieselben  mit  h  und  g  bezeichnen.  Ist  a  =  0,  so  werden  die 
Gegenpunkte  unendlich  fern;  es  entsprechen  sich  dann  die  unendlich  fernen 
Punkte  beider  Reihen.  Aus  No.  15,  2  folgt,  dass  dann  v  =  1  sein  muss,  d.  h. 
es  ist  P^P  :  PP^  =  P^'P  :  PP^'-    Hieraus  folgt  weiter: 

5.  P^P  :  {P^P-h  PP2)  =  PiP'  :  {PiB'  -h  P'Pi)- 

Setzt  man  das  Verhältniss  der  Strecken  (P^^P  -+-  PP^)  :  {P^'P  -4-  P'P^) 
=  PiP%  :  P\P^  =  K  so  hat  man  aus  5. 

6.  P^P  :  P^P'  =  k,     P^P  =  k  .  P^P, 

Es  haben  also  je  zwei  entsprechende  Strecken  P^P  und  P^^ P  ein  constantes 
Verhältniss.  Zwei  Punktreihen,  deren  Punkte  sich  derart  entsprechen,  heissen 
ähnlich.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Projective  Punktreihen,  deren 
unendlich  ferne  Punkte  einander  entsprechen,  sind  ähnlich. 

Ist  noch  ausserdem  P'^P^  =  P^'P^'y  so  ist  auch  für  je  zwei  entsprechende 
Punkte  P^P  =  P^P]  legt  man  die  Punktreihen  auf  einander  und  vereint  P1P2 
mit  P^P^y  so  decken  sich  daher  auch  je  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P^\ 
die  Punktreihen  sind  also  congruent. 

Wählt  man  die  Gegenpunkte  G  und  H  als  Nullpunkte,  so  ergiebt  sich  für 
die  Abstände  G  P  und  HP  eine  Gleichung  von  der  Form  1.,  aus  welcher  aber 
für  6^6^  und  HH  der  Werth  Null  hervorgehen  muss,  d.  h.  es  muss  (nach  4.) 
ß  =  7  =  0  sein.  Für  die  Strecken  zwischen  den  Gegenpunkten  und  je 
zwei  entsprechenden  Punkten  zweier  projectiven  Punktreihen  besteht 
also  die  einfache  Beziehung 
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7.  GP'  HP  =  —  -, 

a 

d.  i.  das  Produkt  dieser  Strecken  ist  constant. 

18.  Die  Frage  nach  den  Gegenpunkten  projectiver  Reihen  lässt  sich  auch 
als  die  Frage  nach  entsprechenden  unendlich  grossen  Strecken  auffassen  (d.  i. 
nach  unendlich  grossen  Strecken,  deren  Endpunkte  sich  paarweis  entsprechen). 
Man  wird  nun  erkennen,  dass  dieser  Untersuchung  über  die  Gegenpunkte  pro- 
jectiver Reihen  für  projective  Büschel  die  Frage  nach  entsprechenden 
rechten  Winkeln  zur  Seite  gestellt  werden  kann  (d.  i.  nach  rechten  Winkeln, 
deren  Schenkel  sich  paarweis  entsprechen). 

Wir  wählen  der  Einfachheit  wegen  entsprechende  Strahlen  zu  Nullstrahlen; 
dann  muss  die  Gleichung  atang^tang^^  -h  btangf^  -h  c tätig r^^  ^  d=  0  derart 
sein,  dass  dem  Werthe  <p  =  0  der  Werth  9'  =  0  zugehört,  die  Gleichung  nimmt 
also  die  Form  an: 

1.  atangf^  tangt^'  H-  btang^  -f-  ctangvf  =  0. 

Gesetzt  nun,  T  und  T  seien  entsprechende  Schenkel  sich  entsprechender 
rechter  Winkel;  dann  müssen  sich  auch  die  Strahlen  T^  und  T^  entsprechen, 
für  welche  9^^  =  (p  +  90°,  <pjj' ==  <p' -+- 90°,  es  muss  also  auch  die  Gleichung 
erfüllt  sein: 

atang  (9  -h  90°)  tang (9'  -h  90°)  -h  btang  (<p  -h  90°)  4-  dang  (<p'  -h  90°)  =  0. 

Da  mm  tang  (<p  -h  90°)  =  —  1  :  tang^,  tang  (<p'  +  90°)  =  —  1  :  tangf^\  so 
geht  diese  Gleichung  über  in 

a  ^  ^  A 

tang  f^  tang  ^^        tang^       tang^^        ' 

woraus  nach  MultipHcation  mit  tang^  tangf^^  entsteht: 

2.  a  —  btang^^  —  ctangf^  =  0. 

Die  Werthe  9  und  <p',  welche  wir  suchen,  sind  daher  die  gemeinsamen 
Losungen  der  Gleichungen  1.  und  2.  Dieses  System  besteht  aus  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  (1)  und  einer  linearen  Gleichung  (2),  hat  also  zwei  Auflösungen. 

Gesetzt  <p  =  a,  9'  =  a'  sei  eine  Auflösung  des  Sytems ,  es  seien  also  die 
Gleichungen  identisch  erfüllt 

3.  atang  OL  tanga!  -h  btanga  -h  c  tang  7!  =  0. 

4.  a  —  btangd'  —  ctanga  =  0. 

Hebt  man  aus  beiden  Gleichungen  den  Faktor  tangoL  tang^  aus,  so  entsteht 

5.  tang^  tango!  ( a  -+-  3 ?  H-  •-. 1  =  0. 

^  \         tanga       tanga) 

6.  tangd  tanga!  ( p  — — f  )  =  0. 

^         ^      \tang(x  tangd        tanga.       tang  tu  J 

Diese  Gleichungen  zeigen  im  Vergleich  mit  2.  und  1.,  dass  auch  die  Werthe 

tang(f  =  —  1  :  tang  dt     tangt^'  =  —  1 :  tango!^ 
d.  i.  die  Strahlen,  die  mit  den  Nullstrahlen  die  Winkel  a  4-  90°,    a'  4-  90°  bilden, 
den  Gleichimgen  1.  und  2.  genügen.    Wir  sehen  hieraus,  dass  zwei  projective 
Büschel    immer    ein    und    im    Allgemeinen    auch    nur    ein   Paar   ent- 
sprechende rechte  Winkel  haben. 

Haben  zwei  projective  Büschel  mehr  als  ein  Paar  entsprechende  rechte 
Winkel,  so  haben  die  Gleichungen  3.  und  4.  mehr  als  zwei  Lösungen;  dies  ist 
^er  nur  dann  möglich,  wenn  sie  identisch  sind;  letzteres  tritt  nur  dann  ein,  wenn 
« =  0  und  ^  =  —  c.    Unter  dieser  Voraussetzung  wird  die  Gleichung  der  Pro- 
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jectivität  (1)  zu  b  {tangf^  —  tang^^')  =  0,  und  liefert  für  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  tang^  =  tang^\  d.  i.  je  zwei  entsprechende  Strahlen  bilden  mit  zwei 
festen  entsprechenden  Strahlen  gleiche  Winkel,  die  Büschel  sind  also  congruent- 

19.  Wenn  zwei  projective  Punktreihen  denselben  Träger  haben,  (d.  i.  auf 
derselben  Geraden  liegen),  so  fragt  es  sich,  ob  und  wie  oft  es  sich  ereignet, 
dass  zwei  entsprechende  Punkte  zusammenfallen. 

Da  ein  Doppelverhältniss  sich  nicht  ändert,  wenn  alle  vier  darin  auftretende 
Strecken  das  Zeichen  wechseln,  so  kann  man  den  positiven  Sinn  einer  Punkt- 
reihe nach  Bedarf  wechseln,  ohne  ihre  projective  Beziehung  zu  einer  anderen 
Punktreihe  zu  stören.  ,Wir  können  daher  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen, dass  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  die  posi- 
tiven Richtungen  übereinstimmen. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Gegenpunkte  G  und  H.  Hierzu,  wie  auch  zur 
Ergänzung  der  Punktreihen  kann  folgendes  Verfahren  angewandt  werden: 

Sind  F^F<^F^  7^  P^^P^P^,    so    ziehe  man   durch  /\  eine  Gerade  B  und 

mache  P^Q^  =  ^i'^a'»     ^1^3  =  A'^a'i  ^i«  Punktreihen  P^P^Pz  \^rid  P^Q^Q^ 

sind   perspec- 
tiv   (No.    13) 

und  der 
Schnittpunkt 
A  der  Gera- 
den P^Q^urxd 
P^Qz  ist  ihr 
gemeinsames 
Projections- 
centrum.  Zieht 
man  nun  AG 
parallel  B^  so 
entspricht  G 
dem  unend- 
lich fernen 
Punkte  auf  i?, 
also  auch  dem 
unendlich 
fernen  der  Reihe  P^'P^'P^';  zieht  man  ferner  A/  parallel  P^P^,  so  trifft  AJ 
die  Gerade  P^P^  in  einem  unendlich  fernen  Punkte,  J  ist  also  der  Punkt  der 
Reihe  B,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Reihe  P^P^P^  entspricht; 
macht  man  nun  P^^H  =  P\Jy  so  ist  H  d^x  Gegenpunkt  der  Reihe  P^'P^P^'. 
Nach  No.  17  hat  man  für  je  zwei  entsprechende  Punkte 

1.  GP'  HP  =  GP^  .  HP^\     oder 

GP{GP'  —  GH)  =^  GP^  '  HP^\ 

Ist  nun  n  ein  Doppelpunkt  beider  projectiven  Reihen,  d.  i.  ein  Punkt, 
der  mit  dem  ihm  entsprechenden  zusammenfällt,  so  gilt  für  denselben  die  Gleichung: 

GH  {GXY  —  GH)  =  GP^  •  HP^\    woraus  folgt 

2.  {G\l  —  \GH)^  =  GP^  '  HP^'  -i-  \Gm, 

Ist  M  die  Mitte  von  GH,  so  ist  GM^  MH  =  \GH\  ist  ferner  P^'  der 
Punkt  der  Reihe  P^^P^P^^  .  .  .,  welcher  dem  Punkte  M,  als  Punkt  der  Reihe 
P^P^P^    betrachtet,    entspricht    (man    findet    jPq',    indem    man    MA   zieht    und 
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P^P^  =  P^Q^    macht),    so   ist   GP^  ■  HP^  =  GM-  ffPo'  =  MH -  JfPg'; 
man  hat  daher  aus  2.: 

3.  (GU  —  GM)*  =  MffiMB  +  ffP^'). 

Setzt  man  hier  MU  fllr  GH —  GM,  und  MP^'  fiir  MH-^HP^,  so  hat 
man  schliesslich 

4.  v)/n»  =  MH-  MP„'. 

Die  Gleichung  wird  durch  keinen  realen  Werth  von  AfW  erfüllt,  wenn  das 
Produkt  MH  •  MP^'  ein  negatives  Zeichen  hat,  d.  i.  wenn  H  und  /*(,'  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  M  liegen. 

Finden  sich  P^  und  H  auf  derselben  Seite  von  M,  so  construire  man  das 
geometrische  Mittel  aus  MH  und  MP^  (indem  man  über  MH  einen  Halbkreis 
constniirt,  und  in  /*„'  ein  Loth  zu  HM  bis  an  den  Halbkreis  errichtet);  die  Strecke 
MR  trage  man  von  J/ aus  nach  beiden  Seiten  auf  der  Geraden  ab;  dann  sind 
n,  und  Hj  die  gesuchten  Doppelpunkte. 

Wie  man  sieht,  haben  die  Strecke  zwischen  den  Gegenpunkten 
nnd  die  Strecke  zwischen  den  Doppelpunkten  zweier  auf  einander 
liegenden  projectiven  Punktreihen  eine  gemeinsame  Mitte. 

20.  Zwei  auf  einander  liegende  projective  Strahibiischel,  d.  i.  zwei  Strahl- 
biischel  mit  gemeinsamem  Träger,  schneide  man  durch  eine  Gerade  A;  diese 
Gerade  wird  von  den  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  Büschel  in  enLsprechen- 
d«  Punkten  zweier  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  getroffen. 

Haben  die  Strahlbüschel  Doppel  strahlen,  d.  i.  zusnmmenfallende  entsprechende 
Strahlen,  so  haben  die  Punktreihen  Doppelpunkte,  und  durch  die  Doppelpunkte 
der  beiden  Reihen  gehen  die  Doppelstrahlen  der  beiden  Büschel. 

21.  Ist  bei  zwei  auf  einander  hegenden  projectiven  Punktreihen  das  Produkt 
GP-  HP'  entgegengesetzt  gleich  dem  Quadrat  der  Strecke  GM,  so  fällt  ^  mit 
^„'zusammen  und  es  istJfll,  ^lljJ/^O;  die  beiden  Doppelpunkte  fallen  also 
dann  mit  M  zusammen. 

22.  Liegen  die  Gegenpunkte  zusammen,  so  ist  j1/ä"=0,  MP^  =  «>; 
die  Gleichung  No.  17,  7  vereinfacht  sich  alsdann  zu 

GP-  GP  =  GP^  ■  GP,',  also  für  Doppelpunkte  H  gilt  Cn»  =  GPj  ■  GP^\ 

Man  sieht  hieraus:  Wenn  bei  zwei  aufeinander  liegenden  projec- 
tiven Punktreihen  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  so  giebt  es  zwei 
oder  keine  Doppelpunkte,  je  nachdem  zwei  entsprechende  Punkte 
auf  gleicher  Seite  des  Gegenpunktes  liegen  oder  nicht. 

Jeder  Punkt  der  Geraden,  auf  welcher  die  beiden  Punktreihen  vereint  liegen, 
ist  sowol  ein  Punkt  der  Reihe  P^P^P^  ...  als  auch  der  Reihe  P^'P^'P^; 
bezeichnen  wir  einen  Punkt,  sofern  er  zur  ersten  Reihe  gehört,  mit  P,  und,  sofern 
er  zur  andern  gehört,  mit  Pt,  und  sind  P/  und  Pt  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte,  so  hat  man,  wenn  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  zunächst 
GPt  ■  GPt'  =  GP,  ■  GP/. 

Da  nun  GPi  =  GPt',  so  folgt,  dass  auch  GPt  =  GP/. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz:  Wenn  zwei  projective  Punktreihen  so 
inf  einander  liegen,  dass  die  Gegenpunkte  zusammenfallen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  der  Geraden  ein  und  derselbe  Punkt,  gleich- 
gültig, zu  welcher  der  beiden  Reihen  man  den  Punkt  zählt. 

Von  projectiven  Reihen,  die  derart  auf  einander  liegen,  sagt  man,  dass  sie 
irvolutorisch  liegen  und  das  Punktgebilde,  das  sie  zusammen  bilden,  heisst 
one  quadratische    Punktinvolution.     In    gleicher  Weise    gelangt    man    zu 
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legenden  ScrahlenbUscheln  und  erkennt,  dass  die  involuto- 
iveier  StrahlenbUschel    eintritt,    wenn    zwei    nicht  ent- 
genstrahlen  zusammenfallen, 
sehen  Involutionen  werden  wir  uns   im  nächsten  Abschnitt  von 

Sichtspunkte  ausgehend  beschäftigen. 

Die  quadratische  Punkt-  und  Strahleninvolution, 
ui  sich  die  Punkte  einer  Punktreihe  einzeln,  unabhängig  von 
über  die  Punktreihe  nichts  geometrisch  zu  bemerken.  Ein 
leresse  entsteht  erst,  indem  man  zwei  solche  Punktreihen  zu 
projective)  Beziehung  setzt,  indem  man  jedem  Punkte  der  einen 
mehrere  bestimmte  Punkte  der  anderen  zuordnet, 
um  aber  die  Punkte  einer  Geraden  auch  nach  bestimmten 
;ien  (oder  dreien  etc.)  in  Gruppen  vereinigen;  dann  wird  diese 
Jruppen    einen   Gegenstand    flir   geometrische    Untersuchungen 

lan  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  der  Geraden  von 
punkte  Q  mit  X,  so  kann  man  die  «  Werthe  von  X,  welche  den 
>unktigen  Gruppe  zugehören,    als   die  Wurzeln  einer  Gleichung 


t  für  die  Punkte  einer  zweiten  Gruppe  seien  die  Wurzeln  der 

=  b^\-  -¥  *i  X--1  +  .  .  .  -1-  Ä,-iX  +  ^,  =  0. 
(nan   mit  Hülfe  zweier  realer  Zahlen  r,   und  r^  die  Gleichung 

bilden 

^1 M^  ->r  r^M^  =  0. 
Gleichung  ist  eine  neue  Gruppe  von  n  Punkten  definirt.  Um 
rhalten,  zu  denen  ein  bestimmter  Punkt  P^  gehört,  hat  man  den 
h  >.(,  in  3.  einzusetzen  und  dann  das  Verhältniss  r^  und  r^  zu 
ichnet  man  die  Werthe,  welche  die  Polynome  M^  und  M^ 
man  statt  \  darin  den  bestimmten  Werth  X^  setzt,*  mit  M^  g  und 

r^M^g  -+-  r^MjQ  =  0,  also  folgt  fiir  das  Verhältniss  r,  :  r^ 
immter  Werth;  man  kann  nehmen  r,  =  M^g,  ''s  ^=  —  ^lo- 
r  Gruppenbildung  gehört  also  jeder  Punkt  der  Geraden  nur  zu 
I  wenn  man  das  Verhältniss  r,  :  r,  die  reale  Zahlenreihe  durch 
hält  man  durch  die  Gleichung  3.  alle  Gruppen  auf  der  Geraden, 
he,  deren  Punkte  in  dieser  Weise  in  Gruppen  von  je  n  Punkten 
nnt  man  eine  Involution  »ten  Grades. 
ben  Mi tgeth eilten  hat  man  den  Satz: 

Gruppen  einer  Involution  «ten  Grades  gegeben   sind, 

le  anderen  Gruppen  bestimmt 

[es  kann  man  über  Strahlbüschel  bemerken. 

an  mit  y  den  Winkel  eines  Strahles  mit  einem  festen  Nullstrahle, 

ie    Strahlen    einer    nstrahligen    Gruppe    durch    eine  Gleichung 

'an^f  ■+■  iij  iang'-^f  +  .  .  .  +  a„-]tangf  +  a,  ^  0. 
jnippe  werde  definirt  durch  die  Gleichung 

'ang"  ?  4-  Aj  lang''—^(f  +  .  .  .  +  d^—ilangf  +  ^,  ^  0. 
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jnete  Wahl  der  Zahlen  r,  und  r^  mittelst  der  Fonnel 

1^1   +  rg^,  =  0 

en.    Ein  Büschel,  dessen  Strahlen  so  in  «strahlige 

eine  Strahleninvolution  «ten  Grades. 

iif  Punkt-  und  Strahleninvolutionen  zweiten 

Elutionen  sind  M^  und  M3  quadratische  Functionen 

Jtionen  ist 

p  +  Oj,      M^  ^  ^f,tang^<^  4-  'ib^tang'^  +  b^. 

;h  dem  Punkte  einer  quadratischen  Punktinvolution, 

I  Punkte  der  Geraden  zusammen  ein  Paar  bildet. 

s  r,  :  rj  so  zu  wählen,  dass  die  Gleichung 

\My  -\-  r^M^  =  0 

hat.     Die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 

nntlich 


malen  Theil,  so  findet  man 

1  ?jt_\     «V  _  J_    ^  _ 

2  ■  p»        8  "    p*  16  ■    p« 

enthalten  höhere  Potenzen  von  a,   als  die  dritte, 
urzeln  der  quadratischen  Gleichung 

■"  2  ■  p  ~  8  ■  "pä"  ~  16  ■    p*    ~   ■  ■  0 

■  8  ■   p'         -  ■  ■ 

P  ^  8       p»    ^ 
wird  unendlich  gross,  wenn  a  =  0;    die  andere 
:  2p  an. 

eine  unendlich  grosse  Wurzel  haben,  so  muss  der 
n,  d.  i.  es  muss  die  Gleichung  gelten 

as  Verhältniss  von  r,  :  r^  ankommt,   die  Werthe 
=  b^,     r-j  =  —  a^. 

erthe  reducirt  sich  ].  auf  die  lineare  Gleichung: 
0*1)  X  +  {öj^o  —  ««^3)  =  0- 


-        1{a,b,-a,b,y 

bestimmte  Punkt  heisst  der  Centralpunkt  der 
gezeichnet  werden.  Wählt  man  den  Centralpunkt 
bigen  Nullpunktes  Q),  so  müssen  die  Coefficienten 
an,  dass  der  in  4.  g^ebene  Werth  von  X  ver- 
lig, dass  Äp  :  ^Q  ^  öj  :  ig ;  unbeschadet  der  All- 
,  =  bg,  a^  ^  ij.  Daher  lauten  die  Gleichungen 
ia^\  +  fl,  =0,     M^  ^«flX»  +  2*iX  +  flj  =  0, 
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let  man  die  Wurzeln  von  M^Q  mit  X'  und  X",  so  wird 

folgt  der  Satz:  Das  Produkt  der  Abstände  der  beiden 
es  Paares  einer  quadratischen  Punkt  Involution  vom  Cent  ral- 
constant, 

idem  der  Quotient  a^xa^  positiv  oder  negativ  ist,  liegen  je  zwei 
s  Paares  auf  derselben  Seite  des  Centralpunktes  oder  nicht, 
rgleich  der  Formel  5.  mit  §  6,  No.  21  lehrt,' dass  die  dort  gegebene 
;r  quadratischen  Involution  mit  der  aus  einem  allgemeineren  Gesichts- 
esem  Abschnitte  aufgestellten  gleichbedeutend  ist 
fragen  nun  nach  solchen  Punktpaaren  einer  Involution  zweiten 
iren  Punkte  vereinigt  liegen  (in  einen  Punkt  zusammenfallen). 
nn  offenbar  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Punkte  jedes  Paares  auf 
ite  des  Centrums  O  liegen,  wenn  also  das  constante  Produkt  OP-  OP' 
:  der  Involution)  positiv  ist.  Bezeichnet  l  den  Abstand  eines  aus 
lenfallenden  Punkten  bestehenden  Paares  vom  Centrum,  so  bestimmt 
5.  der  vorigen  Nummer  aus  \'^  =  OP-  OP. 

;o    die  Potenz  einer  quadratischen   Involution  positiv,    so 
i-ei  Paare,  deren  Punkte  vereinigt  liegen;  diese  Paare  liegen 
ch  zum  Centrum;  man  bezeichnet  sie  als  die  Asymptotenpunkte 
j,,  der  Involution. 

-j 1 Sind  y^und  7^,  die  Asymptotenpunkte,  CdasCentrum, 

/■und  P'  ein  Punktpaar  einer  quadratischen  Involution, 
■**^'  so  ist  also  OF^  =  OF^  =  OP'OP,    F^0  =  OF. 

1.  PF^  =  P0  —  F^O,  3.    PF     =^PO+OF, 

2.  FP=FO+OP,  4.     F^P' =  F^O  —  P'O. 
Multiplication  der  Formeln  1.  und  2-,  sowie  3.  und  4.  folgt 
FP  =      PO  ■  OP  —  FO  ■  F-,0  +  PO-FO  —  OP'  ■  F^O, 
F^P  =  —  PO-  P'O  +  0F-  F^O  -t-  PO-  F^O  —  OF    PO. 

PO  ■  OP'  =  FO  ■  0F=  FO  ■  F^O ,  so  folgt 
PF^  ■  FP   =POFO  —  OP  ■  FjO, 
PF  ■  FjP  =  PO  ■  F^O  —  OF  ■  P'O. 
ist  PO-FO—OP-  F^O  =  —  {P0-  F^O  —  PO  ■  OF). 

PFi-  FP'  =  —  PF-  FfP,    oder    PF;  FP'  =  ~PF.^:F^P. 
giebt  den  Satz:    Je  zwei  Punkte  eines  Paares  einer  quadra- 
volution    mit   positiver  Potenz    liegen    harmonisch  zu  den 
n  der  Involution. 

Formel  OP-  OP  =  OP^  ■  OP^  lehrt  eine  Involution  zu 
d.  i.  aus  zwei  gegebenen  Punktpaaren  einer  quadratischen  Involution 
1  der  Involution  und  den  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  zugehörigen 
stimmen. 

iren  wir  die  beiden  Kreise,  die  durch  einen  beliebig  gewählten 
id  durch  die  Punkte  je  eines  der  beiden  gegebenen  Paare  P^P^', 
nmt  sind,  so  schneiden  diese  sich  noch  in  einem  Punkte  B  (der  im 
erUhrung  der  beiden  Kreise  als  unendlich  nahe  bei  A  anzusehen 
Gerade  AB  trifft  die  Gerade  G  im  Centrum  der  Involution,  denn 
h     bekannten     planimetrischen     Sätzen     OP^  ■    OP^'  =  OA-  OB 

p,: 


^ 
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Um  nun  zu  einem   Punkte  P  den  zugehörigen  zu  be&timmen,   construiren 

wir  den  Kreis  PAB\  der  Schnittpunkt  dieses  Kreises  mit  der  Geraden  G  ist  der 

gesuchte  Punkt  P\  denn  es  ist 

OP'OF  =  OP^  'OP^\  ff 

Construiren  wir  die  beiden 
Kreise,  welche  durch  A  und  B 
gehen  und  G  berühren,  so 
sind  die  Berührungspunkte  die 
Asymptotenpunkte  der  Invo- 
lution; wir  erhalten  sie  be- 
kanntlich, indem  wir  OF 
{^F^O)  als  das  geometrische 
Mittel  aus  OA  und  OB  con- 
stimren. 

6.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, ob  es  in  einer 
Strahleninvolution  Strah- 
lenpaare giebt,  deren 
Strahlen  auf  einander 
senkrecht  stehen. 

Bestinmien  sich  die  Winkel  <p,  welche  die  Strahlen  zweier  Paare  N^  und  N^ 
mit  einem  festen  Nullstrahle  bilden,  aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen 


(M.384.} 


1. 

9 


b^tang^  ? 


^b^tang^ 


a 


2  =  0, 
0, 


^2  = 


so  erhält  man  bekanntlich  (No.  2)  die  Winkel  ^  jedes  Strahlenpaares  durch  ge- 
eignete Wahl  der  Zahlen  r^  und  r^  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung 

3.  N  =  r^N^  +  r^N^  =  0. 

Soll   diese  Gleichung  durch  zwei  auf  einander  senkrechte   Strahlen  erfüllt 
werden,  so  gilt,  wenn  (p  und  cp'  der  Gleichung  genügen,  die  Beziehung 

tang^^  =  /ä«^(<p  4- 90°)  =  —  \  \  tätig  ^^     oder 

4.  tangt^^  '  fang  ff  =  —  1. 

Die  Gleichung  3.  lautet  vollständig  ausgeschrieben: 
N^  {r^ÜQ  -+-  r^bo)  tang^  cp  -h  2(riö^  -h  r^b^  tätig  (p  -f-  (r^a^  4-  r^b^  =  0. 
Das  Produkt  ihrer  Wurzeln  ist  (r^a^  -I-  r^b^  :  {f-^a^  -f-  ^2^0)»  ^^^^  ^^^  nach 
4.  gleich  der  negativen  Einheit  sein;   daher  hat  man  die  Bedingungsgleichung: 


^1^2 


''2^2 


''i^o 


-t-r 


-,-  =  —  1,     aus  welcher  folgt: 


2''0 


5. 


6. 


ri  («0  4-  «2)  ■+-  ''2  (^0  +  ^2)  =  0- 
Da  es  nur  auf  das  Verhältniss  der  Zahlen  r^,  rg  ankommt,  so  kann  man  setzen 


^1  =  ^ft  -h^ 


2' 


2 


=  —  (^0  -^-  ^2)- 


Hieraus  folgt:  In  jeder  quadratischen  Strahleninvolution  giebt  es 
ein  und  nur  ein  Paar  auf  einander  senkrechte  Strahlen;  diese  Strahlen 
werden   als  die  Achsen  der  Involution  bezeichnet. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Gleichung  5.  identisch  erfüllt 
ist,  d.  i.  wenn  03=  —  öq,  ^2  =  —  ^0  *>  dann  sind  die  Strahlen  der  Paare  N^y 
^2,  sowie  überhaupt  die  Strahlen  jedes  Paares  auf  einander  senkrecht. 
Eine  solche  Strahleninvolution  wird  als  Kreissystem  bezeichnet. 

7.  Die  Gleichung,  durch  welche  die  Achsen  bestimmt  werden,  ergiebt  sich 
durch  Einsetzung  der  Werthe  6.  in  A"  =  0  zu: 
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ajbo)tang^^  +  2[a,(Äp  +  b^)  —  i*,  («(,  +  a^)]  tang^  — («o^s  — «s^o)  =  0- 
n  eine  Achse  zum  Nullstrahl,  so  muss  diese  Gleichung  die  beiden 
ibenÄiw^if  =  0  rindtangf  =  «>;  beides  tritt  ein,  wenn  a^b^  — '^t^o  =^  0- 
Beschtänkung  der  Allgemeinheit  kann  man  setzen  ag=b^,     a^  =  b^. 

werden  die  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  zu 
5  a^iang^f  +  2ii,  tangf  +  a^  =  0, 
2  a^tang^  f  +  2Ä,  tangf  +  a,  =  0, 

tang<f,     ta»g<f'  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung,  so  folgt: 
a»  (r,  +  r.)       a- 

/a»f  ,>  ■  /fl«^y  =    yi"T^  =  ;r  ■ 

is  folgt  der  Satz:  Das  Produkt  der  Tangenten  der  Winkel, 
e  zwei  Strahlen  eines  Paares  einer  quadratischen  Strahlen- 

n  mit  einer  Achse  bilden,  ist  constant. 

4  und  A^  die  Achsen,  und  ist  A  die  Nulllinie,  so  ist 

IT  =  tang(AA^  -\- A,T)  =  tang{9if  +  AiT)  =  —  1  :  tangA^  T. 

nan^7'=i|.,  A-^T=<^',%o'\%ttaTig<f^  —  \:tang^,  tangif'^ — l:/af^i{i'. 

eingesetzt,  ergiebt: 

lang^  •  tang^'  =  —  . 

'rodukte  der  Tangenten  derWinkel,  welche  je  zwei  Strahlen 
ares  mit  der  einen  und  mit  der  andern  Achse  bilden,  sind 
prok. 

,  :  «u  positiv,  so  sind  die  Winkel  f,  f',  sowie  die  Winkel  <]/,  ^' 
:  oder  beide  stumpf;  hieraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  die  Strahlen 
es  durch  dasselbe  Scheitelwinkelpaar  der  Achsen  gehen,  oder  da^s  die 
edes  Paares  durch  die  Achsen  nicht  getrennt  werden;  ist  hingegen 
i;ativ,  so  werden   die  Strahlen  jedes  Paares  durch  die  beiden  Achsen 

ir  im  ersteren  Falle  kann  es  reale  Strahlenpaare  geben,  deren  Strahlen 
Fallen.    Sie  werden  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

iang"  t  =  -^' 
sr  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  <f  folgen. 
sn,  in  welchen  zwei  Strahlen  eines  Paares  zuzammenfallen,  werden  als 
ten    der    Involution    bezeichnet.     Wir    haben    daher    den    Satz:     Die 
ten     einer     quadratischen     Strahleninvolution     liegen     sym- 
zu  den  Achsen  der  Involution. 

^ninvolulionen  und  Punktinvolutionen  heissen  hyperbolisch  oder 
i,  je  nachdem  sie  reale  Asymptoten,  bez.  Asymptoten  punkte  besitzen 

gt  man  eine  Gerade  G  normal  zum  Nullstrahle  durch  den  Punkt  Q 
und  schneidet  damit  die  Strahlen  T  und  7"  in  /"  und  P",  so  ist  bei 
Wahl  des  positiven  Sinnes  von  G: 

QP  ,       QP' 

man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  iV,  ^  0,  iVj  =  0,  A''  =  0 
tzt  CQ  =  7,  QP=:  \,  QP'  =  X',  so  erhält  man  für  die  Punktpaare, 
von  den  Strahlenpaaren  der  Involution  geschnitten  wird,  die  Gleichungen: 


1 
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ifi  ^  ^  X2  -f.  2  ^  X  -f-  02  =  0  ,       J/jj  ^  ^  X2  4-  2  - '  X  ■+-  <^2  =  0  , 

M  ^r^My^  -\-  r^M^^  0. 

Hieraus  folgt:  Eine  Strahleninvolution  wird  von  jeder  Geraden  in 
einer  Punktinvolution  geschnitten;  die  Schnittpunkte  eines  Strahlen- 
paars bilden  ein  Punktpaar. 

Dieser  Satz  zeigt,  wie  man  eine  quadratische  Strahleninvolution 
ergänzt  Man  schneidet  die  Strahlenpaare  iV^,  N^  durch  eine  Gerade  in  den 
Punktpaaren  M^  und  M^^  ergänzt  die  durch  diese  beiden  Paare  bestimmte 
Punktinvolution  und  verbindet  jedes  Punktpaar  derselben  mit  dem  Träger  der 
Strahleninvolution,  so  erhält  man  die  Strahlenpaare  derselben.  Insbesondere 
erhält  man  die  Asymptoten  der  Strahleninvolution  aus  den  Asymptotenpunkten 
der  Punktinvolution. 

10.  Den  Begriff  projectiver  Verwandtschaft  hat  man  auch  auf  Involu- 
tionen ausgedehnt 

Sind  K^  =0,  AT^  =  0,  K^  ^  7^  -Ä^i  -h  73  Ä'g  =  0  drei  Paare  einer  Involu- 
tion, so  kann  die  Gleichung  für  jedes  vierte  Paar  in  der  Form  geschrieben  werden 

Das  Verhältniss  r^  :  r^  heisst  das  Doppelverhältniss  der  vier  Paare 
Ä^j  ATj  K^  K  und  wird  symbolisch  durch  (AT^  K^  K^  K)  bezeichnet 

Dieser  Begriflf  lässt  sich  geometrisch  anschaulich  machen.  Ist  A  ein  fester 
Punkt  der  Geraden,  auf  welcher  eine  quadratische  Punktinvolution  liegt,  und  ist  a 
sein  Abstand  vom  Nullpunkte  Qy  so  wollen  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt  ^ 
lu  jedem  Paare  der  Involution  und  zu  A  bestimmen.  Ist  (?$P  =  /,  so  ist, 
wenn  $  die  Strecke  FF'  im  Verhältnisse  V2  :  v^  theilt: 
1.  ^_.,X^.,l! 

Vi  -H  vj 

Nun  sind  aber  FF A^  harmonisch;  also  ist  nach  dem  Begnflfe  harmonischer 
Ponktpaare     vg  :  Vj  ==  —  FA  \AF^=^  —  (a  —  X)  :  (X'  —  a) ;     folglich,  wenn  man 
in  1.  direkt  V2  =  —  (a  —  X) ,       Vj  =  X'  —  a     setzt: 
.  ,       2XX^  — «(Xh-  X') 

Sind  nun  J/^  =  0,  M^  ^  0,  M^  ^  7^  J/i  H-  72  ^2  =  ^'  M^  r^  7^  M^^ 
+  r^-^^M^  =  0  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Punktepaare  My,M^fM^, 
M,  so  ergeben  sich  für  XX'  und  X  +  X'  aus  der  Gleichung  M=  0  die  Werthe 

3  XX'  =  ^i'^i^g  -»-^272^2       _  A  _|_  X')  =  2  ^i'y^^i  H-ra72/»^ 

^iTi^o  -H  r2  72^o  '  ^1 7i  ^0  +  ^2  72  ^0  ' 

Aus  diesen  folgt  weiter 

^  ^___  ^iTi  (^2  -^  tt^i)  -t-  ^2^2  (^2  -^  «^1) 

ri7i«i  ■+-  ''272^1 
Setzt  man  hierin  der  Reihe  nach  r^  =  0,     ^1  =  0,     ^a  =  ^1  =  1,  so  ergiebt 
sich  für  die  Punkte  ^1  ^2  ^3>   welche  den  Paaren  J/^  M^  M^  und  dem  Punkte 
A  harmonisch  zugeordnet  sind 

«2  -h  a^i  ^2  -»-  g^i 

^ Ti  (^2  -»-  «^1)  -^72(^2  +«^l)  ^  Ti^iA  -»-T2^^2 

'  7i<^iH"72^  7i«i^-72^ 

Hiemach  lässt  sich  für  /  schreiben: 

6  ^_'^l7l^l^l   +  ^2  72^1^2 

^l7l«l  -»-  ^272^1 
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Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  ^i  ^2  ^3  ^  ^^^S^  ^"^  ^*  ^^^  ^*  ^^- 

Dies  ergiebt  den  Satz:  Vier  Punktpaare  einer  quadratischen  Punkt- 
involution und  die  vier  Punkte,  welche  den  vier  Paaren  und  einem 
festen  Punkte  harmonisch  zugeordnet  sind,  haben  gleiches  Doppel- 
verhältniss. 

Schneidet  man  eine  Strahleninvolution  durch  eine  Gerade  und  beachtet,  dass 
harmonische  Strahlen  in  harmonischen  Punkten  geschnitten  werden,  so  findet 
man,  dass  sich  der  soeben  mitgetheilte  Satz  auch  auf  Strahleninvolutionen  aus- 
dehnen lässt:  Vier  Strahlenpaare  einer  quadratischen  Strahleninvolu- 
tion und  die  Strahlen,  die  den  vier  Paaren  und  einem  festen  Strahle 
harmonisch  zugeordnet  sind,  haben  dasselbe  Doppelverhältniss. 

11.  Sind  A'i  =0,  AT^  =  0,  K^  ^  Yj  K^  -f-  72  ^2  =  ^  ^^^^  Paare  einer  Punkt- 
oder Strahleninvolution;  sind  femer  L^  =  0,  Z2=0,  Zg^ö^Z^  4-62/^2  =^ 
Paare  einer  andern  Punkt-  und  Strahleninvolution,  oder  Punkte  einer  Geraden, 
oder  Strahlen  eines  Büschels,  so  heissen  die  beiden  Gebilde  projectiv,  wenn 
jedem  Paare  der  Involution  das  Paar  der  andern  Involution,  bez.  der  Punkt  der 
Geraden  oder  der  Strahl  des  Büschels  zugeordnet  wird,  für  welche  die  Gleichung 
der  Doppelverhältnisse  besteht: 

(^1  ^i  -^3  ^  =  {^1  ^ü  ^3  ■^) ' 
Es  entsprechen  sich  also  dann 

A^^ri^jATj  -+-  r2  72'^a  ^  ^  ^^^  Z^  r^^^L^  -\-  r^^^L^  =*  0. 
Die  Ergänzung  projectiver  Involutionen  wird  erst  später,  bei  Gelegenheit  der 
Entwicklungen  über  Curvenbüschel  zweiter  Ordnung,  mitgetheilt  werden. 

12.  Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Betrachtung  einer  Entartung 
der  quadratischen  Punkt-  und  der  Strahleninvolution,  die  sich  in  ähnlicher  Weise 
auch  auf  Involutionen  dritten,  vierten  etc.  Grades  ausdehnen  lässt 

Haben  zwei  Punktpaare  M^  und  M^  einer  Involution  einen  gemeinsamen 
Punkt,  so  wollen  wir  diesen  Punkt  zum  Nullpunkte  wählen.  Die  Gleichungen 
M^  =  0  und  J/g  =  0  vereinfachen  sich  jetzt  zu 

1.  il/i  =«0^^  -»- 2aiX  =  0, 

2.  J/2  ^^0^^ -»- 2^iX  =  0. 
Die  Gleichung  eines  beliebigen  Paares  M  wird  daher 

3.  M^  r^  M^  -h  r^M^^  {r^  <Zo  -h  r^  Öq)  X^  -+-  2  (r^  a^  4-  rg  ^1)  X  =  0. 
Diese  Gleichung  hat  ebenso,  wie  1.  und  2.,  die  Wurzel  X  =  0. 

Die  Abstände  X^  Xg  X  der  übrigen  nicht  in  den  Nullpunkt  fallenden  Punkte 
Z\  /*3  P  der  Paare  M^  M^  M  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 
P^=a^\-^  2^1  =0, 
/'j  =^oX-|-  2^1  =0, 

Fügt  man  zu  M^  und  M^  ein  drittes  und  viertes  Paar  M^  und  M  derart, 
dass  man  setzt 

-^3  ^Ti-^i  -»-T2^2  =  Ö,  J/=pi7iJ/i  -h  p272-^2  =  Ö, 
so  wird  ^3^71^1  ^-72^  =0;  ^^PiTi^i  +  P2  72  A  =  0 
und  hieraus  folgen  für  die  Abstände  OP^,     OP^,     OP^,     OP  die  Werthe 

^___2öi        x=—  -^       X=—  ^i_^JL_±1Ti^  =  71^0^-1  +  72^0^2 
^  «0   '       ^  ^0   '       ^  7i«o-^72^ü  71^0-^-72^0 

X  =  _  2pi7igi  "H  2p272^i  _  PlIl?oAi_±_Pi72 .^0^2 
Pi7i«ü  -»- P27i^0  Pi7iö^o  -^  P2  72^0 
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Aus  diesen  vier  Werthen  erhält  man  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte 

es  ist  daher  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  Paare  der  Involution: 

{!',  !>,  P,  F)  =  (M^  M,  M,  M) . 
Wir  übertragen  diese  Bemerkungen  sogleich  auf  Strahleninvolutionen 
und  haben  daher  den  Satz:  Haben  zwei  Paare  einer  quadratischen 
Involution  ein  Element  gemein,  so  gehört  dieses  Element  allen 
Paaren  der  Involution  an;^  die  Reihe  der  übrigen  Elemente  ist  mit 
der  Involution  projectiv. 


^ 


§  8.    Der  Kreis. 

1.   Hat  das  Centrum  M  eines  Kreises  die  Coordinaten  a  und  d  und  ist  p 
der  Radius  des  Kreises,  so  gilt  fiir  jeden  Punkt  F  des  Kreises  die  Gleichung 

MP^  =  p« , 
das  ist  (x  —  ay  -^{y  —  ^)2  =:  p»  ,       oder  entwickelt  und  geordnet: 

1.  x^  -hy^  —  2ax  —  ^dy  -+-  dr» -h  ^^  —  p»  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises. 

Giebt  man  dem  Centrum  besondere  Lagen  gegen 
die  Coordinatenachsen ,  so  gehen  aus  der  allgemeinen 
Gleichtmg  des  Kreises  besondere  Modificationen  derselben 
hervor. 

Liegt  das  Centrum  im  Nullpunkte,  so  ista^^ö 
=a  0;  die  Gleichung  des  Kreises  lautet  daher 


2. 


r>-H>^«  —  p»  =  0. 


JT  P' 
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Liegt   das  Centrum   auf  der  -Y-Achse,    so   ist 
^  =  0,  und  die  Gleichung  ändert  sich  ab  zu: 

3.  x^  -hy^  —  ^ax-ha^  —  ^^  =0. 
Liegt  das  Centrum  auf  der  y-Achse,  so  erhält  man 

4.  ^2  4_y  _2^j'-+-^»  — p»  =0. 

Geht  der  Kreis  durch  den  Nullpunkt,  so  hat  das  rechtwinklige  Drei- 
eck OM^Af  die  Hypotenuse  p,  daher  ist 

«3+^2  =  pa, 

also  erhält  man  die  Gleichung: 

5.  x^  -^y^  —  2ax  —  2dy  =  0. 

Berührt  der  Kreis  die  F-Achse  im  Nullpunkte,  so  vereinen  sich  die  Fälle 
3.  und  5.  und  man  hat  die  Gleichung: 

6.  x^-\-y^  —  2ax  =  0,     oder  y  =  y2ax' —  x^  . 
Berührt  der  Kreis  die  -Y-Achse  im  Nullpunkte,  so  hat  man: 


7. 


X' 


r2  __ 


2dy  =  0. 


2.   Die  Gleichung  des  Kreises 

1.  x^  -hy^  —  2ax'-2dy-ha^  -h  ^2  —  p2  =  0 

ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades.     Sie  zeigt  gegenüber  einer  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades  in  den  Coordinaten  x  und  y 

Ax^  -h  2Bxy  +  Cy^  H-  2Dx  +  2Ey  -h  F  =  0 
die  Besonderheiten,   dass  das  Glied  mit  dem  Coordinatenfaktor  xy  fehlt,  und 
dass  femer  die  Glieder  x^  und  y^  den  Coefficienten  1  haben. 
Liegt  umgekehrt  eine  Gleichung  zweiten  Grades  vor 

2.  mx^  -h  my^  H-  2«^:  -+-  2fy  +  <7  =  0 , 

SoiLOBMiLC!!,  HJBiKlbach  der  Mathematik.    Bd.  It  e 
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in  welcher  das  Glied  mit  dem  Coordinatenfaktor  xy  fehlt  und  in  welcher  x^  und 
y^  gleiche  Coefficienten  haben,  so  schreibe  man  für  dieselbe 

•^  m  m-^       m 

Der  Vergleich  von  3.   mit  1.  zeigt,  dass  3.  die  Gleichung  eines  Kreises  ist, 
dessen  Centrum  die  Coordinaten  hat 
4.  ö  =  —  n:m ,      d  =  —  film. 

Femer  ist 

^3  _,_  ^2  __  p2  =  i 
daher  durch  Verwendung  der  Werthe  4. 

Die  Gleichung  2.  ist  also  die  Gleichung  des  Kreises,   dessen  Centrum   die 
Coordinaten  ( —  n)  :  m  und  ( — /)  :  m  und  dessen  Radius  die  Länge  hat: 


9=-Z.V 


fn 

Es  fragt  sich,  welche  geometrische  Bedeutung  es  hat,  wenn  der  Radicand 
n^  -t-^2  __  qjn  negativ  ist.  Setzen  wir  n^  -^  p^  =  gm  —  s^  ,  so  wird  also 
qm  =  «3  ^p2  _|_  j2^  daher  geht  die  Gleichung  2.  nach  Multiplication  mit  m  über  in 

m^x^  -h  tn^y^  -H  ^nmx  -h  Ipmy  -^  n^  -^  p^  -^  s^  ^^ 
oder  {^x  -h  «)^  -h  (my  -h/)^  -|-  ^2  -—  q. 

Diese  Gleichung  ist  durch  reale  Werthe  von  x  und  y  nicht  erfüllbar;  denn 
für  jeden  realen  Werth  von  x  und  y  sind  {^x  -f-  tCf   und  (my  H-  /)*  positive 
Grössen,  die  mit  der  positiven  Grösse  s^  nicht  die  Summe  Null  geben  können. 
Ist  also     «3_|_^2 — qfn    negativ,  so  wird  der  Gleichung 

mx'^  -+■  my^  -h  Inx  -i-  "i^py  -h  ^  =  0 
durch  keinen  realen  Punkt  genügt. 

Nimmt  m  ab,  während  «,  p  und  q  gegebene  endliche  Werthe  behalten,  so 
wachsen  die  Grössen 

n  p 


m  m        ^       m'  ^         ^ 

es  wachsen  also  die  Coordinaten  des  Kreiscentrums  und  der  Radius.  Geht  m 
zur  Grenze  Null  über,  so  werden  a,  b  und  p  unendlich  gross;  die  Gleichung  des 
Kreises  geht  zugleich  in  die  lineare  Gleichung  über  2nx  -{-  2py  -{-  q  =  0 . 

Man  kann  daher  eine  gerade  Linie  als  einen  Kreis  mit  unendlich 
grossem  Radius  betrachten. 

3.  Setzt  man  abkiyrzend  a^  -\-  d^  —  p^  =  r,  so  erscheinen  in  der  Gleichung 
des  Kreises 

1.  x^  -hy^  —  2ax—2dy-^c^  0 
drei  Constante,  a,  b  und  c. 

Wird  verlangt,  dass  ein  Kreis  K  durch  den  Punkt  P^  geht,  so  muss  die 
Gleichung  1.  durch  die  Coordinaten  x^  y^  des  Punktes  P^  erfüllt  werden;  die 
noch  unbestimmten  Constanten  tf,  b,  c  müssen  also  der  Gleichung  genügen 

2.  x^  -\-y^  -—  2ax^  —  2by^  -f-  r  =  0. 

Dies  ist  eine  lineare  Gleichung;  drei  lineare  Gleichungen  sind  zu  vollständiger 
und  eindeutiger  Bestimmung  von  a,  b  und  c  ausreichend  und  nothwendig.  Wir 
haben  daher  den  analytisch -geometrischen  Beweis  des  Satzes:.  Ein  Kreis  ist 
durch  drei  Punkte  bestimmt. 


i 
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Soll  P  auf  dem  Kreise  liegen,  der  durch  die  gegebenen  Punkte  P^  P^  P^ 
geht,  so  müssen  die  Coordinaten  xy^  ^iJ'i»  ^%y%y  ^%y%  ^^^  Gleichung  1. 
erfüllen.     Man  hat  daher  die  vier  in  a^  by  c  linearen  Gleichungen 


X' 


3. 


-^y\  —  2jfiÄ  —  2^1^  -h  ^  =  0 


4. 


x^  -hy^  —  2x^a  —  'iy^b  h-  r  =  0. 
Ihr  Verein  bedingt  das  Verschwinden  der  Determinante 

{x^  -hy^)         X         y  1 

i^i  -^yi)     ^1     y\      1 
(^8^  -H  yi)     ^«     y%      1 

Dies  ist  also  die  Gleichung  des  Kreises  /\  -Pj  P^. 
Liegt  T'j  auf  der  Geraden  P^  P^ ,  und  theilt  P  die  Strecke  /\  P^  im  Ver- 
hältniss  Xg  :  X| ,  so  hat  man 


=  0. 


^3  = 


Aj  i^j   -j-   ^^.^2 


^'a  = 


^i^'i  +  ^»J's 


Multiplicirt  man  die  letzte  Zeile  der  Determinante  4.  mit  Xj  4-X2 ,  femer  die 

zweite  Zeile  mit  Xj,  die  dritte  mit  Xg,  setzt  in  die  vierte  Zeile  die  Werthe  ein 

(Xi  -h  Xj)  x^  =  X^ATi  4-  XjJC3  ,       (Xi  -h  Xj)^/,  =  Xi^/j  -h  Xgj^j, 

und    subtrahirt    dann    von   den    Gliedern    der   vierten    Zeile    die    Summen    der 

homologen  Glieder  der  zweiten  und  dritten  Zeile,   so  wird  das  erste  Glied  der 

2 


vierten  Zeile    zu    (Xj  -+■  Xj)  {x^  -f-  y^)  —  X^  {x^  -^y^)  —  Xj  {x^  -h  y^) .     Die 


(^*  +y), 

X, 

J'; 

1 

w  -+-J'l^) 

^1 

y\ 

1 

W  -f-J'a*) 

^2 

y% 

1 

1 

0 

0 

0 

anderen  Glieder  der  letzten  Zeile  werden  sämmtlich  gleich  Null.  Dividirt 
man  dann  die  letzte  Zeile  durch  das  erste,  von  den  veränderlichen  Coordi- 
naten Xy  y  unabhängige  Glied,  so  erhält  man  schliesslich  als  Gleichung  des 
Kreises  die  Determinante: 


=  0. 


Diese  Gleichung  reducirt  sich  bei  Entwicklung  der  Determinante  nach  den 
Gliedern  der  letzten  Zeile  auf 

X  y        \ 

X\  y\       1=0, 

^2      ^^2       1 
d.  i.   auf  die    Gleichung    der  Geraden  P^  P^  ,    in   Uebereinstimmung    mit   der 

vorigen  Nummer. 

4.   Wird  durch  einen  Punkt  /^  eine  Gerade  T  gelegt,  die  mit  der  -^-Achse 

den  Winkel  a  bildet,  so  gilt  für  jeden  Punkt  P  dieser  Geraden: 

op*  =  op^  4-  p^P' ,     or'  =  ö/'i"  -H  p^'p' . 

Setzt  man  P^  P==  r,  so  ist  P^'P  =  P^Pcosa  =  rcosa,     P^" P"  =  P^Psma 

Da  nun  weiter  OP  =  x,     OP"  =y,     OP^'  =  x^ ,     OP^'  ^y^ ,   so  folgen 
die  Formeln 

x^=x^-\-rcostLy      y  =^y^-\-  rsina.. 

Wir  bestimmen  nun  die  Strecken  der  Geraden  T,  welche  von  P^  bis  an 
die  Peripherie  des  Kreises 


2. 


K^ 


-\-y^  —  2ä^  —  "Iby  4-  ^:  =  0 
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reichen;  zu  diesem  Zwecke  haben  wir  die  Coordinatenwerthe  aus  1.  in  2.  ein- 
zusetzen und  die  sich  ergebende  Gleichung  für  r  aufzulösen.     Wir  erhalten 
(j^i  -h  rcosa)^  -h  (j^i  -h  rsina)^  —  2ö  {x^  +  rcosa)  —  2^  {y^  -\-  rsinoi)  -f-  ^  =  0 
oder  nach  fallenden  Potenzen  der  Unbekannten  r  geordnet: 

3.  r^  +  2  [{x^  —  ä)  cosa  ~h  (ji  —  l^)sma]  r  -f-  x^  -^y^  —  2ax^  —  ^by^  -^  c  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Wurzeln  mit  r' ,  r" ,  so  folgt  aus  3.  das  Produkt  der 
Wurzeln  zu 

4.  r'r"  =  ^1»  H-j^i»  —  2ax^  —  2^^i  +  c. 

Dieser  Werth  ist  unabhängig  von  der  Richtung  der  Geraden  T,  er  hängt 
nur  von  den  Constanten  des  Kreises  und  von  den  Coordinaten  des  Punktes  /\ 
ab.  Wir  haben  daher  den  (aus  der  Planimetrie  bekannten)  Satz:  Wird  ein 
Strahlenbüschel  von  einem  Kreise  geschnitten,  so  ist  das  Produkt 
der  Strecken,  die  auf  jedem  Strahle  vom  Büschelträger  bis  an  den 
Kreis  reichen,  von  constanter  Grösse.  Dieses  constante  Produkt  wird 
bekanntlich  die  Potenz  des  Punktes  /*i  in  Bezug  auf  den  Kreis  genannt; 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  4.  lehrt:  Die  Potenz  eines  Punktes  jP^  in 
Bezug  auf  den  Kreis  K^x^  -{-y^ — 2ax  —  2dy  -^  c  =  0  ist  der  Werth, 
den  die  Function  K^^x^  -hy^ — 2ax  —  ^dy-\-c  annimmt,  wenn  man  in 
dieselbe  die  Coordinaten  x^,  y^  des  Punktes  /\  einsetzt 

Ist  rV"  positiv,  so  haben  r'  und  r"  gleiches  Zeichen,  erstrecken  sich  also 
auf  derselben  Seite  von  /\;  ist  rV"  negativ,  so  haben  r'  und  r"  verschiedene 
Zeichen  und  erstrecken  sich  daher  zu  beiden  Seiten  von  /\ .  Der  Werth  Ä"  ist 
also  positiv  für  alle  Punkte  P^  ausserhalb  und  negativ  für  alle  Punkte  innerhalb 
des  Kreises  K=  0. 

5.   Die  Punkte,  welche  der  Kreis 

1.  /^^x^  H->'>  — 2a^  — 2^j'-t-r  =  0 
mit  der  Geraden 

2.  T^mx-hny-{-p  =  0 

gemein  hat,  besitzen  Coordinaten,  welche  die  Gleichungen  1.  und  2.  befriedigen; 
dieselben  sind  also  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen.  Multiplicirt  man  1.  mit  n^ 
und  dann  mit  m^  und  setzt  die  aus  2.  genommenen  Werthe 

ny  =  —  {mx  +/), 

mx  =  —  (ny  +/) 
in  die  multiplicirten  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  für  x  und  y  die  Gleichungen: 

3.  (m^  -i-n^)x^  -h2{mp  —  an^  -hdnm)x-\-p^  -h2dnp  -+-  «»r  =  0, 

4.  (m^  -\-n^)y^  -f- 2  («/  —  dm^  -hanm)y'hp^  -h2amp'^m^c=  0. 

Die  Auflösungen  dieser  beiden  quadratischen  Gleichungen  sind,  wie  man 
durch  Substitution  von  a^  -h  b^  —  p*  fürr  und  nach  leichter  Umformung  gewinnt: 

—  mp -^  an^ — bnm  n  i /~\       {ma-{-  nb  + /)* 
—  np  -^^  bm^  —  anm m  i /~ä       (wfl^  H-  nb  -h  py 

Der  Subtrahend  des  Radicanden,  nämlich 

{ma-h'nb-\-  py 

m^  -f-  n^ 

ist  das  Quadrat  des  Abstandes  des  Punktes  «,  ^,  d.  i.  des  Kreiscentrums,   von 

der  Geraden  T.    Wir  haben  daher:     Eine  Gerade  schneidet  einen  Kreis 

in  zwei  Punkten,    oder  berührt  ihn  in  einem  Punkte,    oder  verfehlt 


X=i 

5. 


r 
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ihn,  je  nachdem  ihr  Abstand  vom  Kreiscentrum  kleiner,  ebenso  gross 
oder  grösser  als  der  Halbmesser  des  Kreises  ist. 

6.  Die  Bedingung  der  Berührung  kann  man  schreiben 

hieraus  folgt  weiter 

Da  nun  — -  und  — -  die  Coordinaten  u,  v  der  Geraden  T  sind,  so  folgt 
—  /  — / 

aus  1.  die  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten  zu 
2.  (»«  -+-  v^)  p»  —  {au  -hdv^  1)>  =  0. 

Wr  bemerken  hierzu,  dass  au  -k-  bv  —  1  =  0  die  Gleichung  des  Kreis- 
mittelpunktes in  Liniencoordinaten  ist. 

Wir  wollen  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Kreises  in  Liniencoordinaten 
mit  Ä  (für  verschiedene  Kreise  mit  Äq,  Äp  .  .),  und  mit  denselben  Buchstaben 
auch  den  durch  die  Gleichung  Ä  =  0  dargestellten  Kreis  bezeichnen.  Ein  Kreis 
wird  daher  mit  K  oder  Ä  bezeichnet,  je  nachdem  wir  von  seiner  Gleichung  in 
Punkt-  oder  in  Liniencoordinaten  ausgehen. 

7.  Die  Gleichung  der  Geraden,  die  den  ELreis 

K  ^  x^  -H^«  —  2ajc  —  2by  -+-  ^  =  0 
im  Punkte  P^   berührt,  kann  aus  der  Bemerkung  gewonnen  werden,  dass  die 
Tangente  durch  F^  geht  und  normal  zu   MF^   ist.     Die  Gleichung  von  MFy^ 
ist  (§  5,  N6.  3)   {yi  —  b)x  —  {x^-—a)y  -+-  {x^b—y^a)  =  0,    folglich   ist   die 
Gleichung  der  Tangente  (§  5,  No.  9) 

(^1  --a){x  —  x^)  4-  (j'i  —  b)  iy  —  y^)  =  0. 

8.  Um  die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise  Äq  und 
£i  zu  erhalten,  haben  wir  die  Gleichungen  beider  Kreise  in  Liniencoordinaten 
aufzustellen 

1-  «0  ^  («^  -^  ^^)  Po'  -  («0«  +  h^  -  1)'  =  0, 

2.  «1  ^  (»3  -f-  Ä»)  p  2  -^  {a^u  -f.  b^v  —  1)«  =  0, 

und  die  Wurzeln  dieses  Systems  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  die  Ausdrücke  a^u  -^  b^v —  1  und  a^u-\-b^v-   1  mit  F^  und  F-^ 

bezeichnen,  so  dass  also  P^  ==  0  und  /*j  =  0  die  Gleichungen  der  Mittelpunkte 

beider  Kreise  sind.     Dann  gewinnen  wir  aus  L  und  2. 

3-  P^Jf,  -  9lK  -  Pi'^l  -  Po'A*  =  0. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  3.  zerfällt  in  Faktoren 

*•  (PiA  -  Po-^i)  (Pi^o  +  PoA)  =  0, 

also  zerfallt  die  Gleichung  in  die  linearen  Gleichungen 

5.     ^  =  p,/>,  -  p,/>,  =  0,         6.     r  ^  Pi^o -»- Po^i  =  0. 

Die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kreise  Ä©  und  Äj 
erfüllen  also  entweder  die  Gleichung  5.  oder  6.,  gehen  also  durch  den  Punkt 
?  =  0  oder  durch  den  ^'  =  0;  und  umgekehrt:  Jede  Gerade,  welche  durch 
?  =  0  oder  durch  Sß'  =  0  geht  und  der  Gleichung  Ä^j  =  0  genügt,  d.  i.  also 
jede  von  ^  oder  von  ^ßj  an  den  Kreis  Äq  gelegte  Tangente,  genügt  auch  der 
Gleichung  Äj  =  0,  ist  also  gemeinsame  Tangente  beider  Kreise. 

Wie  aus  den  Gleichungen  5.  und  6.  ersichtlich  ist,  liegen  die  beiden  Punkte 
P  und  ^'  auf  der  Geraden  /q-^i»  ^^^o  auf  der  Centralen  beider  Kreise.  Nach 
§  2,  No.  6,  theilen  sie  die  Strecke  F^F  in  den  Verhältnissen 

^0?  :  *^i  =  -  Po  :  Pi,      ^0^  :  *'A  =  Po  :  Pi- 


^ 
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Die  beiden  Punkte  $  und  $'  theilen  also  die  Strecke  zwischen 
den  Centren  P^  und  F^  aussen  und  innen  im  Verhältniss  der  Kreis- 
radien pQ  und  Pj.  Diese  beiden  Punkte  werden  als  der  äussere  und  der 
innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise  bezeichnet. 

Der  soeben  mitgetheilte  Satz  über  die  Lage  der  Aehnlichkeitspunkte  liefert 
folgende  Construction  derselben:  Die  Verbindungsgerade  zweier  parallelen 
gleichgerichteten  Radien  zweier  Kreise  trifft  die  Centrale  im  äusseren 
Aehnlichkeitspunkte;  die  Verbindungsgerade  zweier  parallelen  Ra- 
dien von  entgegengesetzter  Richtung  trifft  die  Centrale  im  innern 
Aehnlichkeitspunkte. 

9.  Die  Aehnlichkeitspunkte  je  zweier  von  drei  Kreisen  Äq,  Äj,  Äg  werden 
erhalten,  indem  man  die  Seiten  des  von  den  Kreismittelpunkten  Pq^  P^,  P^  ge- 
bildeten Dreiecks  der  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  Po'Pi»  Pi*p2»  P2'Po 
innen  und  aussen  theilt.  Nach  §  5,  No.  20  liegen  diese  sechs  Aehnlichkeits- 
punkte viermal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese  vier  Geraden  nennt  man 
die  Aehnlichkeitsachsen  der  drei  Kreise.  Eine  Aehnlichkeitsachse  enthält 
die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte;  jede  der  drei  andern  Aehnlichkeitsachsen 
enthält  zwei  innere  und  einen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt. 

10.  Die  Coordinaten  der  gemeinsamen  Punkte  zweier  Kreise 

1.  A'i  =  jc»  -^y^  —  2a^x—2d^y  -h  ^Tj  =  0, 

2.  K^  =  x^  -hj'»  —  2a^x—  2d^y  -h  r^  ==  0 
sind  die  Wurzeln  Gleichungen  1.  und  2. 

Bei  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  zweier  Gleichungen  höhern  Grades  hat 
man  zunächst  zu  untersuchen,  ob  gemeinsame  unendlich  grosse  Wurzeln  vor- 
handen sind. 

Zu  diesem  Zwecke  fuhrt  man  bekanntlich  für  x  und  y  neue  Unbekannte  ein, 
indem  man  x^^rto,  yz=siü  setzt  und  dann  oi  ins  Unendliche  wachsen  lässt. 
Hat  man  diese  Einsetzung  in  der  Gleichung  /{x,  y)  =  Q  vorgenommen,  so  ordene 
man  die  Gleichung  nach  Potenzen  von  m  und  dividire  dann  durch  die  höchste 
Potenz  von  u>  (deren  Exponent  gleich  dem  Grade  der  Function  /{x,  y)  ist). 
Dann  werden  die  Glieder  von  /(jr,  y\  welche  den  Grad  der  Function  besitzen, 
von  <i)  befreit;  alle  anderen  Glieder,  deren  Grad  niedriger  ist  als  der  Grad  der 
Function,  erhalten  eine  Potenz  von  w  als  Divisor.  Ist  die  Function  /(jc,  y)  vom 
Grade  n,  so  ist  die  Gesammtheit  der  Glieder  vom  Grade  n  eine  homogene 
Function  von  x  und  y: 

a^x^  -h  a^x^-^y  -4-  a^x^-^^  -H  .  .  .  -h  an-ixy^-'^  -H  ä„j^„  . 

Nachdem  man  A:  =  ra),  y  =  sm  eingesetzt  und  die  Gleichung  durch  <d« 
dividirt  hat,  geht  die  Gleichung  /(.r,  y)  über  in 

1.  a^r«  H-  a^f^-^s  -f-  a^r'^-^s^  n-  .  .  .  4-  Ä«_irj»-i  -H  ä«^*»  -j-  ^  =  0, 
wobei  Q  aus  Gliedern  besteht,  deren  jedes  eine  Potenz  von  o>  als  Divisor  enthält. 

Lässt  man  nun  o)  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  nähert  sich  Q  der  Grenze 
Null,  die  Gleichung  reducirt  sich  also  auf 

2.  «or«  4-  a^r^^-^s  4-  .  .  .  -f-  Ä«_irj«-i  +  ««j«  =  0. 
Aus  dieser  folgt  nach  Division  durch  5«: 

^'        ^0  \s)   "*"  ^i  I7)        '^  ^^U)        -^    •   •  •  +   ^«-1  y  -h  Ä«  =  0. 

Die  Gleichung  liefert  «Werthe  für  das  Verhältniss  r :  s,  die  zum  Theil  oder 
auch,  bei  geraden  n,  sämmtlich  aus  conjugirt  complexen  Werthpaaren  bestehen 
können. 
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Die  Gleichung  f(xy  j^)  =  0  ist  die  Gleichung  einer  Curve  «ten  Grades.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Eine  Curve  «ten  Grades  hat  n  in  unendlicher 
Entfernung  liegende  Punkte;  dieselben  liegen  in  der  Richtung  der 
durch  den  Nullpunkt  gezogenen  Geraden,  die  die  Gleichung  haben 
x\y  =  ris,  wobei  r:s  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist: 

«0  (7)    "^  "^1  (7)        -H  .   .   .   +  an-t  ^  -+-  Ä«  =  0. 

11.  Wir  können  diesen  Satz  auch  für  den  Fall  gelten  lassen,  dass  die 
Gleichung  3.  conjugirt  complexe  Wurzeln  enthält;  mir  müssen  uns  nur  dann 
dazu  entschliessen,  auch  von  imaginären  Punkten  zu  sprechen,  und  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  wir  sagen:  ein  Punkt  mit  den  complexen  Coordinaten  x  =  a-^  id, 
y^c-h  td,  (t  ^  y —  1)  liegt  auf  einer  Curve /(jc,  y)  =  0,  wenn  diese  complexen 
Werthe  der  Gleichung  genügen.  Imaginäre  Punkte  sind  allerdings  nicht  construir- 
bar  und  geometrisch  nicht  vorstellbar;  durch  ihre  Einführung  in  die  Geometrie 
gewinnen  aber  solche  Sätze,  die  durch  analytische  Operationen  abgeleitet  worden 
sind,  einen  hohem  Grad  von  Allgemeinheit,  und  es  zeigt  sich  auf  geometrischem 
Gebiete  derselbe  Vortheil,  den  die  Algebra  durch  Anerkennung  der  complexen 
Zahlen  erlangt  hat. 

Hat  man  sich  zu  imaginären  Punkten  verstanden,  so  liegt  nun  kein  Bedenken 
dagegen  vor,  in  besonderen  Fällen  auch  complexe  Gerade  oder  überhaupt  com- 
plexe Curven  einzuführen,  indem  man  danmter  solche  Linien  versteht,  in  deren 
Gleichungen  complexe  Coefhcienten  vorkommen. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  complexen  Geraden  ist 
r  ^  (df  -f-  ia')  X  -h  (d-^  W)y  H-  (^  -h  iV)  =  0. 

Soll  diese  Gleichung  durch  einen  realen  Punkt  erfüllt  werden,  so  müssen 
dessen  Coordinaten  den  einzelnen  Gleichungen  genügen 

ax  -^  by  -^r  c    =0, 
a'x  -f-  Vy  4-  ^'  =  0. 

Hieraus  folgt  ein  einziges  Wurzelpaar  x^  y.  Wir  können  daher  den  Satz 
aufstellen:  Jede  imaginäre  Gerade  enthält  einen,  aber  auch  nur  einen, 
realen  Punkt 

Als  conjugirt  complexe  Gerade  werden  wir  folgerichtig  zwei  Gerade 
bezeichnen,  deren  Coef&cienten  der  Reihe  nach  conjugirt  complex  sind. 

Die  conjugirt  complexe  Gerade  zu  T  ist  also 

T  =  la  —  ai')x  +  {b^W)y  -h  (f  —  ic')  =  0. 

Wir  haben  daher  den  Satz:  Conjugirt  complexe  Gerade  haben  einen 
realen  Punkt  gemein. 

Unter  conjugirt  complexen  Punkten  haben  wir  zwei  Punkte  zu  ver- 
stehen, deren  Abscissen  und  deren  Ordinaten  conjugirt  complexe  Werthe  haben. 
Sind  also  jc  =  6  +  «'?^,  ^  =  t)  -i-  «'9  die  Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  hat 
der  conjugirt  complexe  Punkt  P  die  Coordinaten  x  ■=^\  —  /y,  7  =  tq  —  «9. 
Soll  durch  /'eine  reale  Gerade  gehen,  ax  -^  by  -^^  c  =  0,  so  müssen  die  beiden 
Gleichungen  erfüllt  sein  öJ  +  ^tj  -h  r  =  0,     ajc  -+-  ^9  =  0.     Hieraus  folgt 

a 9  b  i 

Hierdurch  ist  die  reale  Gerade  eindeutig  bestimmt;  die  Coefhcientenverhält- 
nisse  a :  c  und  b :  c  ändern  sich  nicht,  wenn  die  Werthe  %  und  9  ihre  Zeichen 
wechseln,  d.  i.  wenn  man  den  Punkt  P  mit  dem  conjugirt  complexen  Punkt  P 
vertauscht     Wir  erhalten  daher  die  Sätze:    Durch  einen  complexen  Punkt 
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geht  eine,  und  nur  eine  reale  Gerade.  Zwei  conjugirt  complexe 
Punkte  liegen  auf  derselben  realen  Geraden. 

12.  Wir  kehren  nun  zu  der  in  No.  9  abgebrochenen  Untersuchung  zurück. 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  eines  Kreises  K^x^  -^y^  —  ^ax  —  ^hy  -\r  c  =  O, 

für  X  und  y  die  Werthe  jc  =  r<o,  ^  =  ja>,  und  dividiren  dann  durch  <d*,  so  ent- 
steht:    r^  -f-  j8  —  2a  • 2^  • 1 Q  =  0.       Setzen  wir  nun,  um  die   im 

OD  CD  (U* 

Unendlichen  liegenden  Punkte  des  Kreises  zu  bestimmen,  u)  =  c»,  so  folgt  die 
Gleichung  r^  -f-  j^  —  q,  welche  für  das  Verhältniss  r\s  die  beiden  conjugirten 
Werthe  liefert  r  :  j  =  ±  / . 

Alle  Punkte,  deren  Coordinatenverhältniss  einen  gegebenen  Werth  v  hat, 
liegen  auf  der  durch  den  Ursprung  gehenden  Geraden  x\y=  v,  oder  x  —  vy  =  0. 

Wir  sehen  daher:  Auf  jedem  Kreise  liegen  die  beiden  unendlich 
fernen  conjugirt  complexen  Punkte,  welche  auf  den  durch  den 
Ursprung  gehenden  conjugirt  complexen  Geraden  x  —  /y  ==  0  und 
X  -{-  iy  =  Q  enthalten  sind.  Hieraus  folgt  weiter:  Alle  Kreise  einer 
Ebene  haben  zwei  conjugirt  complexe  unendlich  ferne  Punkte  mit 
einander  gemein.  Diese  beiden  Punkte  bezeichnet  man  demgemäss  als  die 
imaginären  Kreispunkte  der  Ebene. 

13.  Um  die  nicht  unendlich  fern  gelegenen  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Kreise  zu  erhalten,  subtrahiren  wir  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise 

1.  Ky^  x^  -^y^  —  2a^x  —  2d^y  +  ^Tj  =  0 , 

2.  Hr^^  x^  -^y^  —  2ÄaJc  —  2^2^'  4-  r^  =  0, 
und  erhalten 

3.  Z  =  A"i  —  Ä'a  =  2(^2  —öl)  ^-+-2(^2  —  ^Jj'  — (^2  — '^i)  =  0. 

Die  Gleichung  3.  ist  linear,  ist  also  die  Gleichung  einer  von  beiden  Kreisen 
abhängigen  Geraden;  man  nennt  dieselbe  die  Chordale  der  beiden  Kreise. 
Jeder  Punkt,  den  die  Chordale  mit  einem  der  beiden  Kreise  iT^  oder  JC2  gemein 
hat,  gentigt  der  Gleichung  3.  und  einer  der  Gleichungen  1.  oder  2.;  seine  Coor- 
dinaten  annuUiren  also  das  Polynom  Z  ^  K^  —  ATg ,  und  eines  der  Polynome 
JC^  oder  Ä'g ;  folglich  annulliren  sie  auch  das  andere,  der  Punkt  liegt  daher  auch 
auf  dem  andern  Kreise.  Die  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkte  der  beiden 
Kreise  sind  mithin  die  Punkte,  in  welchem  einer  derselben  von  der  Chordalen 
geschnitten  wird.  Dies  ergiebt:  Zwei  Kreise  haben  ausser  den  unendlich 
fernen  imaginären  Kreispunkten  noch  zwei  Punkte  gemein,  die  con- 
jugirt complex,  oder  real  sind;  im  letzteren  Falle  können  sie  von 
einander  getrennt  oder  unendlich  nahe  beisammen  liegen;  beide 
Schnittpunkte  sind  auf  der  Chordalen  enthalten. 

Wenn  die  beiden  Kreiscentra  unendlich  nahe  zusammenrücken,  die  Radien 
aber  von  einander  verschieden  sind,  so  nähern  sich  die  Differenzen  a^  —  a^  und 
^2  —  ^1  ^^^  Grenze  Null,  während  die  Differenz  c^  —  ^2  einen  endlichen  Werth 
behält.  Der  Gleichung  der  Chordalen  Z  =  0  kann  dann  nur  durch  unendlich 
grosse  Werthe  der  Coordinaten  genügt  werden.  Hieraus  folgt:  Zwei  con- 
centrische  Kreise  haben  eine  unendlich  ferne  Chordale;  ihre  vier 
Schnittpunkte  sind  särmmtlich  unendlich  fern  und  imaginär. 

Die  Verbindungsgerade  der  Centra  zweier  Kreise  hat  die  Gleichung 

(^2  —  ^1)^  —  {^2—^1)}^  +  (^a^i— ^1^2)  =  Ö. 
Hält  man  dieselbe  mit  der  Gleichung  der  Chordalen  zusammen 
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so  folgt  (§  5,  9):     Die  Chordale  zweier  Kreise  steht  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  Kreismittelpunkte. 

14.  Für  jeden  Punkt  der  Chordalen  zweier  Kreise  ATj  und  K^  ist  L^K^  —  K^ 
=  0,  oder  Ä\  =  K^,  Nach  No.  4  folgt  hieraus:  Die  Chordale  zweier 
Kreise  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  für  beide  Kreise  gleiche 
Potenz  haben. 

Für  zwei  Kreise,  die  sich  nicht  in  realen  Punkten  schneiden,  ist  daher  die 
Chordale  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  gleich  lange  Tangenten 
an  beide  Kreise  gezogen  werden  können;  für  Kreise,  die  zwei  reale 
Schnittpunkte  haben,  ist  sie  nur,  soweit  sie  ausserhalb  der  beiden  Kreise  liegt, 
der  Ort  der  Punkte  gleicher  Tangenten;  soweit  sie  innerhalb  beider  Kreise  liegt, 
ist  sie  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  durch  sie  hindurchgehenden  kürzesten 
Sehnen  beider  Kreise  gleich  sind. 

15.  Die  Gleichungen  der  Chordalen  je  zweier  der  drei  Kreise  K^  =  0, 
K^  =  0,     ATj  =  0  ergeben  sich  zu 


L^  ^  K^  —  K^  =  0 . 

-h  Zj  4-  Zg   identisch.     Wir 


Xj  ^s  Äj  —  K^  =^  0 ,        Zj  ^3  Aj  —  K^  =  0 , 

Wie  man  sieht,  verschwindet  die  Summe  Zj 
schliessen  daher  (§  5,  11):  Die  drei  Chordalen  je  zweier  von  drei  Kreisen 
gehen  durch  einen  Punkt;  dieser  Punkt  hat  gleiche  Pptenz  für  alle 
drei  Kreise,  er  wird  der  Chordalpunkt  der  drei  Kreise  genannt. 

Der  Chordalpunkt  ist  unendlich  fem,  wenn  zwei  Chordalen  (und  mithin 
alle  drei)  parallel  sind.  Die  Bedingung  dafür,  dass  Z,  und  Z^  parallel  sind,  ist 
(§  5,  9)  («1  -  a,)  :  (ö,  -  a^)  =  (b^  -  b^)  :  {p^  -  b^\ 

Aus  §  5,  3  ist  ersichtlich,  dass  alsdann  die  Centra  der  drei  Kreise  auf  einer 
Geraden  liegen. 

16.  Mit  Hülfe  des  Chordalpunktes 
construirt  man  die  Chordale  zweier  Kreise 
Ä\  und  K^i  die  sich  nicht  in  realen 
Punkten  schneiden.  Man  construirt  einen 
Kreis  K\  der  K^  und  K^  schneidet, 
zeichnet  die  Chordalen  Z^  und  Z^  dieses 
Kreises  und  der  Kreise  K-^  und  ATj, 
indem  man  die  realen  Punkte  verbindet, 
in  denen  K^  und  K^  von  AT'  geschnitten 
werden;  durch  den  Schnittpunkt  von  Z^ 
und  Zj  geht  die  gesuchte  Chordale  und 
ist  normal  zur  Verbindungslinie  der  Cen- 
tren von  K^  und  K^, 

17.  Es  entsteht  die  Frage,  ob  die  drei  Kreise  auch  so  gelegen  sein  können, 
dass  die  Chordalen  Zj  und  Z^,  und  mithin  alle  drei  Chordalen  Z^,  Zj,  Zj 
zusammenfallen. 

Wenn  Z3  =  0  und  Zj  =  0  geometrisch  identisch  sind,  so  kann  die  Function 
Zj  von  der  Function  Zj  nur  um  einen  constanten  Faktor  verschieden  sein,  es 
giebt  also  dann  eine  Zahl  w,  für  welche  die  Identität  gilt  Z|  ^  inL^. 

Hieraus  folgen  die  einzelnen  Beziehungen: 

Aus  denselben  folgen: 
1.    a^  =  -^ mai-h{l'^m)a2',  ^3=  —  w^i4-(l-hw)^8;  c^  =  '^mCi-h(l-hfn)c^, 
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Setzt  man  — ä»  =  «i,      l  -\-  m  =  n2f    so   gehen    die  Formeln   1.    über  in 
2.  a^  =3  n^a^  -f-  n^a^,  b^  =  n^b^  -h  «2^2»  ^3  =  ^1^1  "^"  ^2^3»  wobei «j  -+■  »2==^  1- 
Die  Gleichung  des  Kreises  K^  erscheint  nun  in  der  Form: 

Schreibt  man  für  die  Summe  x^  ~hy^  den  Ausdruck  (n^  -h  n^)  x^  +  (»1  -H«2)>'*' 
so  erhält  man  für  K^  die  Darstellung  K^  ^  «1^1  -•-  «2^2- 

Wenn  also  die  Gleichung  eines  Kreises  K^  aus  den  Gleichungen 
zweier  gegebenen  Kreise  Ky^  und  K^  in  der  Weise  abgeleitet  wird: 

so  haben  die  drei  Kreise  eine  gemeinsame  Chordale.  Wir  bezeichnen 
dieselbe  mit  Z. 

Das  Verhältniss  n^  :  n^  kann  man  beliebig  ändern;  denn  es  giebt  immer 
zwei  Zahlen,  die  zusammen  1  geben  und  ein  gegebenes  Verhältniss  haben.  Giebt 
man  nun  dem  Verhältnisse  n^  :  n^  alle  realen  Werthe  von  —  00  bis  -h  00,  so 
erhält  man  eine  unendliche  Anzahl  von  Kreisen  Ä)  die  alle  mit  K^  und  mit  ATj 
die  Chordale  L  haben.  Sind  K^  und  K^  zwei  dieser  Kreise,  so  haben  Ka  und 
K^,  sowie  A^ß  und  K^  die  Chordale  Z,  also  ist  Z  auch  die  Chordale  von  K^ 
und  Äß.  Je  zwei  Kreise  dieser  Folge  von  Kreisen  haben  also  die  Chordale  Z, 
die  somit  als  die  gemeinsame  Chordale  aller  dieser  Kreise  bezeichnet  werden 
kann. 

Eine  solche  Gruppe  von  Kreisen  nennt  man  ein  Kreisbüschel. 
Durch  zwei  Kreise  ist  ein  Kreisbüschel  bestimmt;  sind  K-^  und  K^  zwei 
Kreise,  so  werden  die  Gleichungen  aller  andern  Kreise  des  durch  sie  bestimmten 
Büschels  in  der  Form  erhalten:  K  ^  «1^1  4-  «2-^2  =  ö-  ^^^^  Punkte,  für 
welche  Ä'j  =  0  und  K^  =  0,  annuUiren  auch  K]  also  hat  man  den  Satz:  Alle 
Kreise  eines  Büschels  haben  gemeinsame  reale  oder  imaginäre 
Schnittpunkte.  Hieraus,  sowie  aus  den  Formeln  2.  folgt  femer:  Die  Mittel- 
punkte aller  Kreise  eines  Büschels  liegen  auf  einer  Geraden;  dieselbe 
heisst  die  Centrale  des  Büschels. 

18.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  (und  nur  ein)  Kreis  eines 
gegebenen  Kreisbüschels. 

Denn  soll  der  Büschelkreis 

!•  JC  ^  ti^K-^  -f-  ^2-^2  ^^^  ^ 

durch  den  Punkt  F'  {x\  y')  gehen,  so  müssen  die  Zahlen  «j  und  «2  so  gewählt 
sein,  idass  K  von  den  Coordinaten  von  /*'  annullirt  wird.  Bezeichnet  man  die 
Werthe,  welche  die  Polynome  ^"1  und -ÄTg  annehmen,  wenn  man  darin  die  unbe- 
stimmten Coordinaten  x,  y  durch  die  gegebenen  Werthe  x\  y  ersetzt,  mit  ATj' 
und  K^'i  so  hat  man  die  Bedingung 

n^K^^  -t-  «2-^2'  ="  ö»    oder  n^  m^  =  K^  \  —  K^. 
Führt   man   dies    in    1.    ein,    so    ergiebt  sich  die  Gleichung  des  durch  P* 
gehenden  Büschelkreises  zu 

2.  A2  Äj    —  -/lj  ^2   =  0. 

Die  Bedingung  «^  +  «3  =  1  braucht  nicht  festgehalten  zu  werden;  um  sie 
einzuhalten,  hätte  man  die  Gleichung  2.  durch  K^  — K^  zu  dividiren,  doch 
ändert  sich  die  geometrische  Bedeutung  einer  Curvengleichung  nicht,  wenn  man 
alle  Glieder  mit  einem  constanten  Faktor  multiplicirt  oder  dividirt. 

Liegt  der  Punkt  /"  auf  der  Chordale,  so  ist  bekanntlich  K^*  =  ^2']  man 
kann  dann  diesen  Faktor  aus  der  Gleichung  2.  weglassen,  und  dieselbe  geht 
daher   über  in  jÄT^  —  A'g  =  0,    d.  i,  in   die  Gleichung   der  Chordale.       Die 
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Chordale  eines  Kreisbüschels  ist  also  selbst  als  Kreis  des  Büschels 
(mit  unendlich  grossem  Radius)  anzusehen. 

19.  Jeder  Punkt  der  Chordale  eines  Büschels  hat  gleiche  Potenz  für  alle 
Kreise  des  Büschels. 

Von  jedem  Punkte  der  Chordale  aus,  der  ausserhalb  der  Büschelkreise  liegt, 
gehen  gleich  lange  Tangenten  an  alle  Büschelkreise. 

Da  nun  ein  Kreis,  dessen  Radius  gleich  der  von  seinem  Centrum  bis  an 
einen  Kreis  K  reichenden  Tangente  dieses  Kreises  ist,  den  Kreis  K  unter  rechten 
Winkeln  schneidet,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  Von  jedem  Punkte  der  Chor- 
dale eines  Kreisbüschels  als  Centrum  lässt  sich  ein  Kreis  con- 
struiren,  der  alleKreise  desBüschels  unterrechten  Winkelnschneidet. 

20.  Die  Aufgabe:  »Den  Kreis  eines  Büschels  zu  bestimmen,  der 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,c  die  in  No.  18  ihre  analytische  Lösung 
gefunden  hat,  lässt  sich  auf  Grund  der  mitgetheilten  Sätze  in  folgender  Weise 
constructiv  lösen: 

Durch  den  gegebenen  Punkt 
-Plege  man  einen  Kreis  Hy  der 
den  Kreis  Ä\  (oder  K^  in  zwei 
Punkten  schneidet  Man  ziehe 
die  Chordale  von  H  und  K^  und 
durchschneide  damit  die  Büschel- 
chordale Z.  Von  diesem  Schnitt- 
punkte A  aus  ziehe  man  eine 
Gerade  durch  -P,  und  bemerke 
den  Punkt  B^  in  welchem  sie  den 
Hülfskreis  H  zum  zweiten  Male 
trifit  Dann  geht  der  gesuchte 
Büschelkreis  K  durch  By  und 
sein  Centrum  ist  also  der  Durch- 
schnitt C  der  Normalhalbirenden 
von  PB  und  der  Centralen  von 
K^  und  K^, 

Denn  der  Punkt  A 
hat  gleiche  Potenz  für  H 
und  K^y    sowie    für   H 

und  Ky  also  auch  für  K 

und  K^,  mithin  ist  L  die 

Chordale  von  K und  K^y 

also  gehört   K  zu  dem 

Büschel  K^K^, 

21.      Den     Kreis 

eines  Büschels,    der 

einen  gegebenen  Mit- 
telpunkt ^  hat,  findet 

man,  wenn  die  Büschel- 
kreise     keine       realen 

Schnittpunkte        haben, 

durch     folgende      Con- 

stniction: 


(M.387.) 


(M.388.) 
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Von  einem  beliebigen  Punkte  der  Btischelchordale  aus  (z.  B.  von  dem 
Punkte  Q  aus,  in  welchem  dieselbe  die  Büschelcentrale  schneidet,  lege  man  eine 
Tangente  an  einen  der  Büschelkreise  und  mit  dieser  Tangente  als  Halbmesser 
beschreibe  man  einen  Kreis  G]  dieser  Kreis  trifft  alle  Kreise  des  Büschels  imter 
rechten  Winkeln  (No.  19).  Legt  man  daher  von  A  aus  Tangenten  an  6^,  so 
sind  diese  Tangenten  Radien  des  gesuchten  Kreises. 

Hat  man  den  Schnittpimkt  Q  der  Büschelchordale  und  der  Centrale  zum 
Mittelpunkte  von  G  genommen,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Aufgabe  nur  lösbar 
ii',  wenn  QA  grösser  ist  als  die  von  Q  an  die  Büschelkreise  gelegte  Tangente, 
ist  QA  gleich  dieser  Tangente,  oder  entgegengesetzt  gleich,  so  verschwindet  der 
E  adius  des  gesuchten  Kreises  und  derselbe  zieht  sich  zu  einem  Punkte  zusammen. 
Wir  finden  daher:  Wenn  die  Kreise  eines  Büschels  keine  realen  Schnitt- 
punkte haben,  so  giebt  es  Centra  der  Büschelkreise  nur  ausserhalb 
des  Kreises,  der  vom  Schnittpunkte  der  Chordale  und  der  Centrale 
aus  normal  zu  den  Büschelkreisen  construirt  wird;  die  beiden  Gegen- 
[»unkte  dieses  Kreises,  die  auf  der  Centrale  liegen,  sind  als  Büschel- 
kreise mit  verschwindend  kleinem  Radius  zu  betrachten. 

22.  Um  einen  Kreis 
eines  Büschels  zu  fin- 
den, der  eine  gegebene 
Gerade  G  berührt,  be- 
stimmen wir  den  Punkt  X, 
in  welchem  der  gesuchte 
Kreis  die  Gerade  berührt 
Durchschneiden  wir  (in  A) 
die  Gerade  G  mit  der 
Büschelchordale  Z,  und 
legen  durch  A  eine  Tan- 
gente AB  an  einen  Kreis 
des  Büschels,  so  ist(No.  19) 
AX  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gleich  der  Strecke  AB.  Machen  wir  also  XA  =  AX  =  AB  und  con- 
struiren  die  Büschelkreise,  die  durch  X  und  X  gehen,  so  sind  diese  die  Lösungen 

der  Aufgabe. 

23.  Construirt  man  die  Chordalen 
Zj,  Z/  eines  beliebigen  Kreises  ZT  mit 
den  Kreisen  X^  und  Xi  des  durch  Ä\ 
und  ATj  bestimmten  Büschels,  so  schnei- 
den sich  die  Geraden  Zj  (Chordale  von 
ZT  und  X^),  L  (Chordale  von  X^  und 
Xi)  und  Li  (Chordale  von  Xi  und  ZT) 
in  einem  Punkte  (nach  No.  15),  Li  trifft 
^^  also  Z  in  dem  Punkte,  in  welchem  Z 
von  Zj  geschnitten  wird;  dieser  Punkt 
bleibt  unverändert  derselbe,  wenn  man 
für  Xi  der  Reihe  nach  alle  Kreise  des 
Büschels  setzt.  Wir  haben  daher: 
Die  Chordalen,  welche  ein  beli»- 
(M.990.)  biger  fester  Kreis   mit  allen  den 


(M.  389.) 
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einzelnen  Kreisen  eines  Kreisbüschels  bestimmt,  treffen  die  Büschel- 
chordale in  demselben  Punkte. 

Wie  man  leicht  sieht,  ist  die  Construction  No.  20  eine  Anwendung  dieses  Satze  •. 
Man  kann  denselben  auch  leicht  analytisch  beweisen: 
Die  Gleichung  des  Kreises  Kz  sei 

Kt  ^  niiKi  -h  «2i  -Är2  =  0 ,       nu  -h  «2»  =  1  • 
Die  Gleichung  der  Chordale  von  Äi  und  If  ist  dann: 

Li  =  K,  —  H^  nuKt  4-  «2.^2  —  ^  =  0, 
oder  wenn   man  «1,=  1  —  «2/  einsetzt: 

Li  =  Kx--  H—  n2i{Kx  —  K^)  =  0. 
Nun  ist  Ä'i  —  K^^L  =0  die  Gleichung  der  Büschelchordale,  und  K^  —  i  / 
=  Zj  =  0  die  Gleichung  der  Chordale  von  K^  und  H]  man  hat  also 

Li  ^  L\  —  «2«  Z  =  0 
und  erkennt  daraus,  dass  L,  durch  den  Schnittpunkt  von  L  und  Zj  geht. 

24.  Für  die  Kreise  eines 
Büschels,  die  einen  gegebe- 
nen Kreis  H  berühren,  ergiebt 
sich  folgende  Construction: 

Man  construire  die  Chordale 
Zj  des  gegebenen  Kreises  H  und 
des  Büschelkreises  K^  und  durch- 
schneide    damit      die     Büschel- 
chordale  Z.    Durch  diesen  Schnitt- 
punkt  C  gehen   dann   auch   die 
gemeinsamen  Tangenten  des  Krei- 
ses H  und  der  ihn  berührenden 
Büschelkreise,  da  diese  Tangenten 
die  Chordalen  des  Kreises  ff  und 
der  gesuchten  Kreise  sind.    Man 
lege  also  von    C  aus  Tangenten 
an  ZT,  und  construire  die  beiden 
Büschelkreise   K^    und   K^ , 
welche  durch  die  Berührungs- 
punkte    dieser      Tangenten 
gehen. 

Liegt  C  ausserhalb  ZT, 
so  giebt  es  zwei  Büschel- 
kreise, die  den  Kreis  ff  be- 
rühren; liegt  C  auf  ZT,  so 
^ebt  es  nur  einen  solchen 
Kreis;  liegt  C  im  Innern  von 
H,  so  ist  die  Aufgabe  nicht 
lösbar. 

Der  Kreis  eines  Büschels, 
der  mit  ff  eine  Sehne  von 
gegebener  Länge  a  gemein 
hat,  wird  mit  Hülfe  des 
Punktes  C  und  des  Kreises 
gefunden,    den    die   Sehnen 
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|V;i^  •  des  Kreises  If  umhüllen,  die  von  der  Länge  a  sind.     An  diesen  Kreis  hat  man 

von  C  aus  Tangenten  zu  legen, 

25.  Den  Kreis  eines  Büschels,  der  einen  gegebenen  Kreis  ATq  unter 
rechten  Winkeln  schneidet,  findet  man  nun  leicht  durch  folgende  Construction. 
Von  einem  beliebigen  Punkte  der  Chordale  Z  als  Centrum  aus  constniire 
man   einen  Kreis  JC,    der  alle  Büschelkreise   rechtwinkelig   schneidet     Hüerauf 
^?t;  \  constniire  man  die  Chordale  Lq  von  iT  und  Kq]  der  Schnittpunkt  von  J^q  und 

der  Büscheicentralen  ist  das  Centrum  des  gesuchten  Kreises,  und  die  von  diesem 
j'^Jr  Centrum  an  die  Kreise  K  und  Kq  gelegten  Tangenten,  die  alle  vier  gleiche  Länge 

haben,  sind  Radien  des  gesuchten  Kreises  K^. 
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§  9.    Transformation  der  Coordinaten. 


1.    Nachdem  wir  im  vorigen  Abschnitte  eine  besondere  Curve  zweiten  Grades, 
^;^.  den  Kreis,   untersucht  haben,  liegt  uns  nun  zunächst  ob,  die  Eigenschaften  der 

^'.  Curven  zweiten  Grades  ohne  jede  Beschränkung  zu  untersuchen. 

Eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  hat  im 
W'^,  allgemeinen   Falle    drei   Glieder    von    der    zweiten   Potenz,    nämlich    mit    den 

Coordinatenfaktoren  x^ ,  xy,  y^\  zwei  Glieder  von  der  ersten  Potenz,  nämlich 
Vielfache  von  x  und  y\    und  ein  constantes  Glied;    die  allgemeine  Form  der 
r*;  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades  ist  daher 

p/:.  f^ax^  -\-  ^bxy  4-  cy'^  -4-  "Idx  -\-  2ey  -!-/=  0. 

Diese  Gleichung  enthält   sechs  unveränderliche  Zahlen,  a,  b,  Cy  //,  ^,  /,  die 
i,  ;  man  durch  Division  durch  eine  derselben  auf  fünf  reduciren  kann.     Giebt  man 

0."^  allen  oder  einigen  dieser  Zahlen  andere  Werthe,   so  ändert  sich  die  Curve  /. 

L^^'  Diese  Aenderung  kann  zweierlei  Art  sein:  entweder  ändert  sich  nur  die  Lage 

^  .  der  Curve  gegen  das  Coordinatensystem,  oder  es  ändert  sich  die  Gestalt  der  Curve. 

'^'Tl  Das  wesentliche  Interesse  ist,  Eigenschaften  einer  Curve  kennen  zu  lernen, 

%■;,:'■  die  unabhängig  von  der  zufalligen  Lage  des  Coordinatensystems  gegen  die  Curve 

r.  sind.     Wir  fragen  daher  zunächst  nach  den  Aendeningen,  die  die  Coefficienten 

f^'  einer  Curvengleichung  erfahren,  wenn  man  das  Coordinatensystem  ändert 

^  •*  Die  Ableitung  einer  Curvengleichung  in  Bezug  auf  ein  neues  System  aus  der 

hr.'  Curvengleichung   bezüglich   des    ursprünglichen   Systems    wird   als    die    Trans- 

Y^;.  *  formation  der  Curvengleichung  vom  ursprünglichen  in  das  neue  System  bezeichnet 

r-?'  Die  Transformation  erfolgt  in  der  Weise,  dass  man  die  Coordinaten  eines 

th  Punktes,   bez.   einer  Geraden,  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  System  durch  die 

^^^,  Coordinaten  bezüglich  des  neuen  Systems  ausdrückt,  diese  Werthe  —  die  Trans- 

y  formations  form  ein  —  in  die  Curvengleichung  einführt  und  dieselbe  schliesslich 

^  r  geeignet  ordnet 

Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  setzen  sich  aus  den  Coefü- 
cienten  der  ursprünglichen  Gleichung  und  aus  den  Grössen  zusammen,   durch 
welche  die  Lage  der  neuen  Coordinatenachsen  gegen  die  ursprünglichen  bestimmt 
^^  wird.     Durch   geschickte  Wahl    des   neuen  Systems   wird   man  es  daher  dahin 

^i\      '  bringen   können,    dass   einige  Coefficienten   der  Gleichung   besonders    einfache 

L-U  Werthe  annehmen,  und  damit  die  transformirte  Curvengleichung  selbst  eine  ein- 

fcl:"  fächere,  für  weitere  Untersuchungen  besonders  geeignete  Gestalt  erhält. 

^.;]  2.    Die    einfachste    Aenderung    des    Coordinatensystems    bestebt    in    einer 

parallelen  Verschiebung   der  Achsen;    dabei   ändert  der  Nullpunkt  seine 
Lage,  während  die  Achsenrichtungen  unverändert  bleiben.   Eine  fernere  Aenderung 
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besteht  in  der  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den  unveränderten 
Nullpunkt. 

Jede  beliebige  Aenderung  der  Lage  des  Coordinatensystems  kann,  wie  man 
leicht  sieht,  durch  eine  Verschiebung  und  nachherige  Drehung  (oder  in  umge- 
kehrter Reihenfolge)  erzeugt  werden. 

Wir  wollen  nun  die  Transformationsformeln  der  Punktcoordinaten  zunächst 
fiir  eine  Verschiebung,  dann  für  eine  Drehung  des  Coordinatensystems  um  den 
Nullpunkt,  und  schliesslich  für  eine  beliebige  Aenderung  des  Coordinatens)rstems 
aufstellen;  hierauf  werden  die  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  folgen. 

3.  Transformationsforme|ln  für  eine  parallele  Verschiebung  des 
Coordinatensystems. 

Der  Nullpunkt  des  neuen  Coordinatensystems  sei  O^,  OA  =^  a,  OB  ^=  d 
seien  die  Coordinaten  von  O^  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  System  XOY,  und 
die  neuen  Achsen  OX^  und  OV^  seien  parallel  und  gleichgerichtet  mit  OX  und 
OV;  femer  sei  jPC\\  OV,  jPJ?\\  OX;  dann  sind  OC  und  Ol?  die  Coordinaten 
des  Punktes  J^  bezüglich  des  lu^prünglichen  und  O^  E  und  O^F  ^vt  Coordinaten 
bezüglich  des  neuen  Systems.     Nun  ist 

OC^  OA  -h  AC^  OA  H-  O^E 
OD^OB-^BD=^OB^  O^ F, 

Bezeichnet  man  mit  x,  y  die  Coordinaten  von  P  im  System  XO  Y  und  mit 
x*,  y  die  Coordinaten  im  neuen  System  X^O^Y\  so  folgt  hieraus: 

2.        jc  =  y  -h  ö ,     j;  =  y  -f.  ^ . 

Dies  sind  die  gesuchten  Transformations- 
formeln. 

Ist  /  {x^  ^)  =  ü  die  Gleichung  einer 
Curve  in  Bezug  auf  das  System  XOY^  so 
erhält  man  also  die  Gleichung  bezüglich  des 
Systems  X^O^  F',  indem  man  in  der  Func- 
tion f  (x^  y)  die  Grössen  x  und  y  durch 
ä'  4-  a  und  y^  -^  b  ersetzt. 

4.  Transformationsformeln  für 
eineDrehung  des  Coordinatensystems. 

Hat  das  neue  Coordinatensystem  X'OY^  (M.  393.) 

den  Nullpunkt  mit  dem  ursprünglichen  XOY  gemein  und  ist  der  Winkel 
XOX^^\  ist  femer  XOF=^,  X'OF=f^'  und  OF=r,  so  hat  man  be- 
kanntlich, wenn  x,  y  die  Coordinaten  von  F  im  System  XOY^  und  x\y  die 
im  neuen  System  X'OY*  sind: 

ar  =  r  cos  ^ ,      y  =^  r  sin  9  . 

Ersetzt  man  (p  durch  co  4-  9',  so  entsteht: 
X  =  rcos  (a>  -h  9')  =  rcosto  cos^*  —  rsinm  sin<f* 
y  =  rsin  (a>  -\-  <p')  =  rsinm  cos^^  -h  rcosto  sin^^ . 


1 

r      ; 

r 

F 

F 

E                    X 

B 

04 

^i 

0 

A     t 

Nun  ist  aber    r  cos  9'  =  x\    r sin  ^'  =y , 
also  hat  man  die  Transformationsformeln: 
X  =  cos  (D  •  ^'  —  sin  o)  »y , 
y  =  sin  a>  •  *'  ■+-  cos  w  «y . 
Ist  /  {x,  y)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve 
fiir  das  System  XOY,  so  ist  also  die  Gleichung 
dieser  Curve  ftir  das  System  X'OY': 


(M.894.) 


/[(cos  üf  x'  —  sin  (o  -y),  {sin  i3>  •  x*  -{'  cos  iA  -y')]  =  0. 
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(M.  395.) 


5.  Transformationsformeln  für  eine  beliebige  Veränderung  des 
Coordinatensystems. 

Der  Nullpunkt  des  neuen  Systems  sei  O-^  und  habe  die  Coordinaten  OA  =  a 
und  OB  =  d;  femer  sei  O^X'  die  positive  Seite  der  neuen  -Y-Achse;  ist  V  Y" 
normal  zu  0X\  so  ist  entweder  O^  Y'  oder  O^  Y"  die  positive  Hälfte  der  neuen 

y-Achse.  Wir  können  das  Coordinatensystem 
XOY  zunächst  unter  Beibehaltung  der  Achsen- 
richtungen verschieben,  bis  der  Ursprung  nach 
O^  kommt  und  die  Coordinatenachsen  mit  den 
zu  OX  und  OY  parallelen  Geraden  6>iS  und 
O^X  zusammenfallen.  Drehen  wir  hierauf  das 
Coordinatensystem  um  den  Punkt  O^^  bis  die 
positive  Hälfte  der  Abscissenachse  mit  der  posi- 
tiven Hälfte  der  neuen  Abscissenachse  zusammen- 
fällt, so  falle  dabei  (wie  in  der  Figur  angedeutet) 
die  positive  Seite  der  Ordinatenachse  auf  O^  Y\ 
Ist  nun  C?i  K'  die  positive  Hälfte  der  neuen 
Ordinatenachse,  so  ist  also  durch  die  erste  Ver- 
schiebung und  die  nachfolgende  Drehung  das  ursprüngliche  System  in  das  neue 
übergeführt  Ist  aber  O^  K"  die  positive  Hälfte  des  neuen  Systems,  so  kann  man 
das  ursprüngliche  nicht  durch  Verschiebung  und  Drehung  in  das  neue  überfiihren; 
man  muss  vielmehr  schliesslich  das  System  noch  im  Räume  um  die  Gerade 
O^X^  um  einen  gestreckten  Winkel  drehen,  um  die  positive  Hälfte  der  Ordi- 
natenachse in  die  neue  Lage  zu  bringen. 

Wir  wollen  das  ursprüngliche  und  das  neue  System  im  ersten  Falle  gleich- 
sinnig, im  letzteren  ungleichsinnig  nennen. 

Sind  Xf  y^  E,  7),  x\  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Systeme 
XOYy  3(7 iT  und  in  Bezug  auf  das  mit  denselben  gleichsinnige  System  X'OY , 
so  hat  man  nach  No.  3.  und  4.: 

1.  A:  =  E-hÄ,j^  =  7)-|-^, 

2.  i  ^=  cos  iü  '  x^  —  sin  to  »y  ,      tj  =  ^^^  tu  '  x^  -\-  cos  (o  «y  . 

Hieraus  folgen  die  Transformationsformeln  für  gleichsinnige  Systeme: 

X  =  cosm  •  X*  —  sin  m  'y'  -\-  a 
y  =  sin  to  '  x'  -\-  cos  m  ^y  -h  ^ , 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  in  den  Systemen -Y' ö^  y  und  X'O^Y^' 
unterscheiden  sich  nur  durch  Vorzeichenwechsel  der  Ordinate;  sind  x',  y  die 
Coordinaten  von  P  in  dem  System,  welches  O^^^X'  und  OY"  zu  positiven  Achsen- 
hälften hat,  so  hat  man  daher  für  ungleichsinnige  Systeme: 

X  =  cos  to  -  X*  -^  sin  to  »y'  -h  a 

y  =  sin  to  •  X*  —  cos  co  •^'  -H  ^  . 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Transformationsformeln  der  Linien- 
coordinaten,  und  zwar  zunächst  flir  eine  Verschiebung  des  Coordinaten- 
systems. 

Sind  u,  V  die  Coordinaten  einer  Geraden  T  im  ursprünglichen  Systeme,  so 
ist  die  Gleichung  von  T  in  diesem  Systeme: 
1.  ux  -\-  vy  —  1  =  0. 

Um  die  Gleichung  im  neuen  Systeme  X^ O^V  zu  erhalten,  setze  man  in  1. 
(No.  3)  x^=^  x'  -^  a,      y^=y  -^  b . 
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Man  erhält  dann     u  (x'  -h  ä)  -^  v  {y  -^  d)  —  1  =  0,     oder  geordnet 

2.  ux'  -h  vy  —  (1  —  Ä«  —  dv)  =  0. 

Sind  nun  u\  v*  die  Coordinaten  von  T  im  neuen  Systeme,  so  folgt  aus  2. 

3.  »'  =  z r- .       v'  = 


1  —  au  —  dv'  1  —  au  —  dv' 

Diese  Formeln  lehren  die  Coordinaten  von  T  im  neuen  System  aus  denen 
im  ursprünglichen  zu  berechnen.    Aus  denselben  folgt 

u'  (1  —  au  —  dv)  ==  « ,      v'  {l  —  au  —  dv)  =  v. 
Berechnet  man  hieraus  u  und  v,  so  erhält  man  die  Transformationsformeln 


tt'  v' 


U  =  z— ; r-?,  V  = 


1  H-  Ä«'  -h  ^f "  1  -h  au'  -f-  dv'  ' 

7.  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  für  eine  Dre- 
hung des  Systems  um  den  Ursprung. 

Ist  ux  -hvy  —  1=0  die  Gleichung  der  Geraden  im  Systeme  XOY,  so  erhält 
man  ihre  Gleichung  im  Systeme  X'O^V,  indem  man  für  x  und  y  die  Werthe 
einsetzt  (No.  4)    x  ==  cos  io  '  x'  —  sin  tu  »y  ,    y  =  sin  m  <  x'  -^  costA  «y : 
u  {cos  »  •  jc'  —  sin  ü>  «y)  -h  V  (sin  co  •  jc'  -h  cos  ü>  -y')    —  1=0, 
oder  (cos  ci>  •  «  -h  sin  co  •  v)x'  -h  (sin  ta  -  u  -h  cos  tu  »  v)y —  1=0. 

Die  Faktoren  von  x'  und  y'  sind  die  Coordinaten  der  Geraden  im  neuen 
Systeme;  also  hat  man  die  Formeln 

«'  =      cos  13^  '  u  -h  sin  (0  •  V, 
v'  =  —  sirno  '  u  -h  cos  a>  •  V. 

Dieselben  lehren  u*  und  v'  aus  den  Coordinaten  des  ursprünglichen  Systems 
zu  finden.  Um  u  und  v  durch  u'  und  v'  auszudrücken,  multipliciren  wir  die 
Gleichungen  1 .  erst  der  Reihe  nach  mit  cos  w  und  ( —  sin  o>),  dann  mit  sin  co  und 
cosiA,  und  addiren  jedesmal.     Wir  erhalten  dann  die  gesuchten  Formeln: 

u  ^=  cos  iD  •  u'  —  sin  (0  •  v\ 

2 

V  =  sin  ta  '  u'  -h  cos  ta  '  v\ 

8.  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  für  beliebige 
Systeme. 

Sind  u,  V,  u,  D,  u',v'  die  Coordinaten  von  T  im  Systeme  XOY,  SO^X  und  dem 
zu  ihnen  gleichsinnigen  X'OV,  so  ist  nach  No.  6.  und  7.: 

1.  u  =  cosiü  •  u*  —  sinto  *v* ,     ö  =  sin  a>  •  «'  -h  cos%ü  •  v'', 

2.  u  =  z — : ■ — r- ,         V  = 


1  4-  ÄU  -h  ^ö '  1  -h  öu  -f-  ^ö  * 

Setzt   man    nun  in  2.  für  u  und  ))  die  Werthe  aus   1.,    so  erhält  man  die 
Formeln  für  gleichsinnige  Systeme: 


cos  ta  '  u'  —  sin  co  •  v* 


„  l -h  (a  cos  ta  -h  l^  sin  co)  u'  —  (a  sin  co  —  d  cos  oi)  v' ' 

sin  to  '  u*  -{-  cos  vü  '  v' 


V  = 


1  -^  (a  cos  iii  -\-  b  sin  co)  »'  —  (df «« co  —  bcos  co)  »' ' 

Für  ungleichsinnige  Systeme  erhält  man  die  Formeln,  wenn  man  in  den 
Fonneln  für  gleichsinnige  das  Zeichen  von  v'  wechselt: 


cos  CO  •  «'  -h  sin  CO  •  v' 


U    Ä 


.  l  -^^  (a  cos  ia -^  b  sin  co)  «'  +  (a  sin  ia  —  bcos  co)  v' ' 

sin  tu  '  u'  —  ^^x  co  •  v* 
\  -h  (a  COS  fo -^  b sin  co) »'  -h  (a sin  co  —  bcos  co)  «r' ' 

SknumiLCHf  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  n«  ^ 
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9.  Schiefwinkelige  Parallelcoordinaten.  Bei  einigen  Untersuchungen 
macht  man  mit  Vortheil  von  einer  allgemeineren  Coordinatenbestimmung  Gebrauch, 
die    darin  besteht,    dass  man  die  Coordinatenachsen  OX  und  OY  nicht  mehr 

rechtwinkelig,  sondern  schiefwinkelig  zu  einan- 
der annimmt,  und  jeden  Punkt  durch  Strahlen, 
die  mit  OY  und  OX  parallel  sind,  auf  die 
-i^- Achse  und  die  F- Achse  projicirt,  so  dass 
der  Nullpunkt  6>,  ein  Punkt  P  imd  seine 
Projectionen  auf  die  beiden  Achsen  die  Paare 
gegenüberliegender  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms sind. 

Ist  XOY^  a,     XOF=:  <p,     OF^  r,  so 
folgt  aus  OF'P: 

r        .    .  .  r 


(M.  S96.} 


X  = 


sin  (a  —  9)  ,      y  = 


Entwickelt  man  sm(a  —  9),  so  erhält  man  die  beiden  Formeln: 


stn<f 


\ 


) 


/ 


1.      X  =  rcosff  — y  cosa,     j/  = 


smoL 


•  sm^ 


I 


r> 


1 


•J 


J 


10.  Wir  entwickeln  nun  die  Formeln  für  den 
Uebergang  aus  einem  rechtwinkeligen  in  ein  schief- 
winkeliges System  und  beschränken  uns  dabei  auf 
den  einfacheren  Fall,  dass  die  beiden  Systeme  einen 
gemeinsamen  Anfangspunkt  haben. 

Ist  wieder  X'OY' =  a,  XOX'  =  cd,  X'0P=  9, 
0P=  r,   sind  femer  x,  y,  x\  y*  die  Coordinaten 
eines  Punktes    bezüglich    der  Systeme   XOY  und 
(M.897.)  X'OY\  so  ist 

X  =^  r  cos  (iü -{- f^)  =^  r  cos  io  '  cos  f^  —  r  sin  a>  sin  9 
y  ^=  r  sin  (w  -|-  9)  =s  r  sin  m  >  cos^  -^  r  cosia  sin  9, 
femer  ist  nach  No.  9: 

X*  =  rcosf^  —  y  cos  a ,     also     rcos^=:  x'  -^y  cos  a , 
2.  .  r 


1. 


y  = 


stna 


sin  (p ,     also 


rstnff  =y  stn  a 


Setzt  man  diese  Werthe  für  r  cos  9  und  rsin^  in  1.  ein,  so  erhält  man  die 
Transformationsformeln : 

x  =^  cos  tu  '  x^  -{-  cos  (u)  -4-  a)  '^ 

y  =  sin  iü  '  x^  -h  sin  {m  -h  a)  -y' . 

11.  Gleichung  derGeraden  in  einem  schiefwinkeligen  Coordinaten- 

systeme.     Denkt  man  sich  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem,  das  mit  dem 

schiefwinkeligen  den  Nullpunkt  gemein  hat,  und  sind  E,  7)  die  Coordinaten  eines 

Punktes  in  diesem  Systeme,  x,  y  die  Coordinaten  im  schiefwinkeligen  Systeme  und 

1.  wS  -H  «T)—  1  =  0 

die  Gleichung  einer  Geraden  T  im  rechtwinkeligen  Systeme,   so  erhält  man   die 
Gleichung  von  T  im  schiefwinkeligen  Systeme,  indem  man  in  den  Formeln  No.  10, 
3.  statt  X,  y,  x',  y'  der  Reihe  nach  die  jetzt  geltenden  Bezeichnungen  £,  7),  x,  y 
setzt  und  hierauf  die  Werthe  für  5,  r)  in  die  Gleichung  1.  einsetzt. 
Wie  man  sofort  sieht,  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

2.  Mx  +  iV>  —  1  =  0, 

wobei  M  und  N  von  m^  n  und  den  Winkeln  o>  und  a  abhängen. 
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Sind  S^  und  S^  die  Spuren  der  Geraden 
auf  den    Coordinatenachsen ,    und   setzt    man 
OS^  =  a,    OS^  =  d,  so  sind 
die  Coordinaten  von  S^:    x  =  a ,    y  =i  0, 
ff  „  ff    K>2''    ^  ^=^  0  f    y  =  o . 

Beide  Coordinatenpaare  genügen  der 
Gleichung  der  Geraden.  Setzt  man  sie  in  diese 
Gleichung  ein,  so  erhält  man 

Ma  —  1  =  0,     also    M=  1  :  a, 
iV^— 1  =  0,       „       J\r=l:^, 
Führt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Geraden  ein,  so  erhält  man 
dieselbe  in  der  Gestalt: 

die  vollständig  mit  der  Gleichung  für  rechtwinkelige  Achsen  Übereinstimmt. 

Man  betrachtet  die  reciproken  Werthe  der  Achsenabschnitte  a  und  d  als  die 
Coordinaten  der  Geraden  im  schiefwinkeligen  Systeme  und  bezeichnet 
sie  wieder  mit  u  und  v.  Die  Bedingung,  welche  die  Coordinaten  eines  Punktes 
rnid  einer  Geraden  erfüllen,  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  lautet  also 
auch  für  ein  schiefwinkeliges  System 
6.  ux  -h  vy  —  1=0. 

12.  Um  die  Transformationsformeln  der  Liniencoordinaten  beim 
Uebergang  aus  einem  rechtwinkeligen  zu  einem  schiefwinkeligen 
Systeme  mit  demselben  Nullpunkte  zu  erhalten,  haben  wir  die  im  An- 
üaiige  der  vorigen  Nummer  angedeutete  Substitution  auszuführen.  Sind  u,  v  die 
Coordinaten  einer  Geraden  im  ursprünglichen  (rechtwinkeligen),  u\  v^  die  im  schief- 
vinkeligen  Systeme,  so  sind  also  u\-*rV'r\  —  1  =  0,  und  u^ x -^  v^ y  —  1=0  die 
Gleichungen  der  Geraden  in  den  beiden  Systemen.  Nun  ist  nach  den  Trans- 
fonnationsformeln  in  No.  10. 

\ -=  cos  Vi '  X -\-  cos  {iü -^  tL)y ,      ri  =  stni3^  '  X  -\-  sin  (cd  -f-  a)y , 
fühlt  man  dies  in  ui-hvy\  —  1  =  0  ein,  so  entsteht: 

(cos  m  '  u  -h  sinto  'V)x-\-  [cos  (a>  -4-  a)  •  «  -h  j/«  (<ü  -h  a)  •  z/]^  —  1=0. 

Hieraus  folgen  die  Formeln: 

u*  =  cosm  -  u  -h  sin io  -  V, 

v'  =  cos  {(o  -^  a)  •  u -h  sin  ((i>  4-  a)  •  v. 

Sie  dienen  dazu,  die  Coordinaten  der  Geraden  im  schiefwinkeligen  Systeme 
aus  denen  im  rechtwinkeligen  zu  berechnen. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Formeln  mit  n-  sin  (a>  -f-  a) ,  die  zweite  mit 
—  sinto  imd  addirt,  so  erhält  man 

3.  sin  (io  -h  a)  '  u'  —  sin  to  'v'  =  [sin  (a>  -H  a)  cos  cd  —  cos  (o>  -h  a)  sin  co]  u 
Multiplicirt   man   femer   die    erste  Gleichung   in  1.  mit  — cos(ia-i-a),    die 

andere  mit  cos  co  und  addirt,  so  entsteht 

4.  —  cos  (cü  -h  a)  «'  -h  cos  o>  •  z^'  =  [ —  sin  cd  •  cos  (cd  -H  a)  -h  sin  (cd  -h  a)  cos  cd]  v. 
Aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  gehen  die  gesuchten  Transformations- 
formeln hervor: 

u  =  -: —  •  [sin  (cd  -H  a)  •  k'  —  sin  cd  •  v'] 
r  sma    ^      ^  ^  ^ 

0. 

V  =  -: •  [ —  COS  (cd  -!-«)«'-+-  COS  CD  •  Z'']  . 


sma 


^ 


'V 


X ; 


kr  ■ 

^  ^  * . 


^.' 


r/  . 


W'. 
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13.  Wir  entwickeln  nun  noch  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  der  Hy- 
perbel in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem,  auf  dessen  Achsen  conjugirte  Dia- 
meter liegen.  Ist  /«?*  -f-  nt^  —  1  =  0  die  Gleichung  der  einen  und  der  andern 
Curve  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachsen,  und  sind  x^  y  die  Coordinaten  eines 
Punktes  für  das  schiefwinkelige  System,  so  hat  man  in  m\^  -\-  nr^  —  1  =0  die 
Werthe  für  5,  tj  einzusetzen,  die  man  aus  den  Formeln  No.  10,  3.  erhält,  wenn 
man  darin  jc,  y,  x\  y'  gegen  S,  t),  x,  y  vertauscht  Wie  man  sieht,  erhält  man 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

1.  Mx^  +  2Nxy  -h  />»  —  1=0. 

Von  dieser  Form  also  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  schiefwinkeliges  Coordinatensystem,  das  den  Mittelpunkt 
der  Curve  zum  Nullpunkte  hat. 

Eine  Gerade  7',  die  der  J^-Achse  parallel  ist  und  von  der  K-Achse  die 
Strecke  0B=^  abschneidet,  hat  die  Gleichung  _y  =  ß. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  1.  ein,  so  erhält  man 

2.  Mx^  -f-  2^ß^  -h  /^ß»  —  1  =  0, 

also  eine  gemischt  quadratische  Gleichung  in  Jtr,  deren  beide  Wurzeln  die  Strecken 

BC  und  BC  sind,  welche  die  Curve 
von  der  Geraden  T  abschneidet. 

Sind  nun  die  Richtungen  der 
Achsen  conjugirt,  so  sind  die  Strecken 
BC  und  BC  für  jeden  Werth  von  ß 
entgegengesetzt  gleich,  die  Gleichung 

2.  also  ist  rein  quadratisch.    Dies  trifft 
nur  dann  ein,  wenn  iV==  0. 

Die  Gleichung  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  in  Bezug  auf  conjugirte  Dia- 
meter als  Achsen  lautet  also: 

3.  Mx^  -h  Fy^  —  1=0. 
Bezeichnet  man  mit  Ay^  und  By 

die    Schnittpunkte    der   Ellipse    mit 
der  positiven  X-  und    K-Achse,    und 
setet  OAy^  =  a^ ,     OB^  =  ^1,  so  sind 

die  Coordinaten  von  A^:  x  ^=  a^^    y  =  ^ 
„  „  „    -Oj  .  Ä^  =  u,      y  =  Oy  . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  3.  ein,  so  erhält  man 


(M.  399.) 


a. 


4. 


Ma^  —  1  =  0,      also    J/=  1 
Fb^  —  1=0,        „      F  =l:b[K 
Daher  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  für  zwei  conjugirte  Diameter: 

—  1=0. 


x^       y^ 


a 


2 


K' 


Bei  der  Hyperbel  fragen  wir  zunächst  nach  den  Asymptoten.     Dividiren  wir 
die  Gleichung  3.  durch  x^  ^  so  entsteht 


M->rF 


X 


p2 


-4  =  0. 


X 


2 


Setzen  wir  a:  =  00 ,   so  verschwindet  das  letzte  Glied  und  man  erhält 


Die    unendlich    fernen   Punkte    der   Curve  3.    liegen   also   auf  den  beiden 
Geraden,  deren  Gleichungen  sind 
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«5 


l-V-?.   i—V- 


M 
X  f         P' 

Diese  Geraden  sind  die  Asymptoten  der  Curve.  Für  die  Ellipse  ist 
—  3/:/*=  —  a^  '^i,  die  Asymptoten  sind  also  imaginär.  Die  Hyperbel  hin- 
gegen hat  reale  Asymptoten,  also  ist  fUr  die  Hyperbel  der  Quotient  —  M\P 
positiv;  folglich  haben  M  und  F  ungleiche  Zeichen.  Man  kann  nun  die  Be- 
zeichnung der  Coordinatenachsen  immer  so  wählen,  dass  M  positiv,  P  negativ 
ist.    Setzen  wir  zur  Verdeutlichung  dessen: 


so  erhält  die  Hyperbel  die  Gleichung 


/>=-l:^^ 


a,^ 


tt  —""    I  o   — ~"   A 


Die  JT-Achse  wird  von  der  Hyperbel  in  den  realen  Punkten  geschnitten,  für 
welche  y  =  0  und  daher  x  ^=  dz  a  ist.  Die  K-Achse  wird  in  imaginären  Punkten 
geschnitten,   deren  Ordinalen  y  =  ±:  d^  y —  1  sind. 

Die  Asymptoten  haben  die  Gleichungen 

X  a^ 

sie  schneiden  daher  von  den  Hyperbeltangenten,  die  parallel  der  K-Achse  sind, 

^e  Strecken  ih  d^  ab  (vom  Tangentialpunkte  aus  gerechnet). 

14.  Die  Gleichung  einer  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten 

kann  in  folgender  Weise  erhalten  werden.     Sind   OX  und  OV  die  Asymptoten 

und  ist  P  ein  Hyperbelpunkt,    so  ist  bekanntlich  (§  3,  6) 


1. 

wenn   mit   a    der   halbe 

Winkel  der  Asymptoten 

und    mit    ß    und    7    die 

Winkel      OS^S^^       und 

S^S^X  bezeichnet 

werden. 

Nun  ist 

S^P:P'P=sin2oL:sin^, 

PS^  :  PP  =  sin  2a :  sin  7, 

also,  wenn  man  x  ixndy 

für  P'P  und  P"P  setzt: 

S^P'  PS^ 

sin^  2a 

^ •  xy . 

x/«ß  j/«7       "^ 

Setzt    man   dies   in 

1.  ein,  so  erhält  man 


S^P'PS,  = 


cos^a 
sin^  sin'^ 


'b\ 


cos^a 


b'^ 


^y  "  sin^  2a 
oder,  da 
sifi}  2a  =  4  cos^  a  sin^  a: 

1 


Z 


(iM.  400.) 


xy=^ 


b^ 


AiSin^a' 
Für    die    gleichseitige    Hyperbel    hat    man    b  =  a,     a  =  45°,    daher 

4xM'a  =  ^  und  die  Gleichung  in  Bezug  auf  das  in  diesem  Falle  orthogonale 

Coordinatensystem  der  beiden  Asymptoten  wird  daher  xy  =  ^a^. 
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isformation  der  Gleichungen  zweiten  Grades 
Liniencoordinaten. 

;r  einer  Curve  «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Cu 
oordinaten  vom  nten  Grade  ist;  unter  einer  ' 
D  eine  Curve,   deren  Gleichung  in  Liniencoor 

ie  erster  Ordnung  ist  die  Gerade ;  das  Gebilde  erster 
allgemeinste  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordn 
ax'  ■+■  26xy  +  cy^  ■+■  2äx  +  2^74-/==  1 
gemeinste  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse: 
ttu'  +  2^uv  ■+■  ^v'  +  28«  +  2ev  4-  x  =  0 
erden  nun  die  Gleichungen  zu  anderen  Coordir 
ind  dann  die  neuen  Systeme  so  wählen,  dass 
1  sich  möghchst  vereinfachen;  wir  beginnen  nüt 
ng  in  Punktco  Ordinate  n. 

schiebt  man  die  Coordinatenachsen,  ohm 
dass  der  neue  Ursprung  die  Coordinaten  m  v  hat, 
jrmeln  (§  9,  No.  3) 

X    =x'     +(j:,       y  =  y'  +  >,\ 
blgt:  **  =  x'^  +  2]!^  -I-  (Ji* , 

yi  _  ys  ^.  2vy  4-  v^ , 
xy  =  x'y'  -i-  var'  -H  f«.y  +  ji  V  . 
lan  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

ax^  -t-  2bxy  ■+•  cy^  +  'idx  ■+■  ^ey  -(-/=  1 
,  so  erhält  man 
Ibx'y  +  cy'^  +  2(aiJi  -{-  bv  -^  d)  x'  -i-  {by.-^-  c^ -\- 

-i-  fv3  -i-2rffJL  +  2«v-i-/=0. 
;igt:  Bei  einer  Verschiebung  der  Coordinat 
icienten  der  drei  quadratischen  Glieder 
rades  in  Punktcoordinaten  nicht  geändert 
iberzeugt  sich  leicht,  dass  eine  ähnliche  Bemei 
n  höheren  Grades  gilt. 

wollen  nun  das  neue  Coordinatensystem  so  wähl 
vierten  und  fünften  Gliede  der  transformirten  Glei 
;,  wenn 

a^  -t-  iv  =  —  rf, 
^[i  +  ^v  =  —  e . 
rt  man  daher  die  erste  Gleichung  mit  —  e,  die 
>it  b,  die  andere  mit  —  a  und  addirt  jedesmal  die 
1,  so  erhält  man  die  Lösungen 

cd—be  ae  —  bd 

^  —  b^  ^ac'       ''  —  bi~ac' 
Punkt,  der  diese  Grössen  |i  und  v  zu  Coordinate 
es   neuen  Coordinaten  Systems  untauglich,   wenn  e 
ann  ein,  wenn 

b^  —  ac  =  0, 
gleichzeitig  die  Zähler  von  ^  und  v  verschwinden 


r 
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6.  Wenn  die  drei  Bedingungen  1.  ^^  —  Är  =  0,  2.  cd — de  =  0,  ^.ae  —  dä=0 
zugleich  erfüllt  sind,  werden  \l  und  v  unbestimmt. 

Aus  den  Gleichungen  d^  =  ac,  cd  =  be  folgt  durch  Multiplication  der 
linken  und  rechten  Seiten  b^cd  =  abce , 

Ist  nun  weder  ^  =  0,  noch  ^  =  0,  so  ergiebt  die  letzte  Gleichung  bd  =  ae , 
also  folgt  dann  aus  den  ersten  beiden  Bedingungen  die  dritte. 

Ist  ^  =  0,  so  folgt,  dass  entweder  auch  ^  =  0  oder  at  =  0;  im  ersten 
Falle  ist  dann  zugleich  2.  erfüllt,  im  andern  zugleich  3.;  im  ersteren  ist  also  [jl 
unbestimmt  und  v  •=  00,  im  andern  ist  ji  =  00  und  v  unbestimmt. 

7.  Wir  wollen  diese  besonderen  Fälle  zunächst  ins  Auge  fassen,  und  bemerken 
noch  vorher,  dass,  wenn  ^,  a  und  c  zugleich  Null  sind,  die  Gleichung  der  Curve 
aufhört  vom  zweiten  Grade  zu  sein. 

a)  Ist  ^  =  0,  und  r  =  0,  (und  a  ^  0),  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

d  e  f 

a  a  -^        a 

d           d^  e  f        d^ 

Wir   schreiben   statt   dessen   x^  -H  2— jc  H «  -H  2  — y  -H  —  —  — 0  =  0, 

wofür  gesetzt  werden  kann 

d  e  d^  —  df  A 

1.  (^  -K-)»-h  2-(^-^-^ =^)  =  0. 

Verschieben  wir  die  Achsen,  so  dass  der  neue  Nullpunkt  die  Coordinaten 
—  d:a  und  (d^ — a/):2ae  hat,  so  sind  die  Transformationsformeln 

d  ,         d^-^af 


Setzen  wir  diese  in  die  Gleichung  ein,  so  entsteht  die  transformirte  Gleichung 
2.  ^'a  4-  2-y  =  0. 

Hieraus  folgt  (vergl.  §  2,  10):  Die  Gleichung  ax^  H- 2 dx  -h  2ey  -{- /  =  0 
ist  die  Gleichung  einer  Parabel;  der  Scheitel  derselben  hat  die  Coor- 
dinaten —  d:a  und  (d^  —  a/) :  2ae ,  die  Symmetrieachse  ist  der  Ordinaten- 
achse  parallel;  die  Curve  erstreckt  sich  in  der  Richtung  der  positiven 
oder  negativen  Seite  der  Ordinatenachse,  je  nachdem  e  und  a  ungleiche 
oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

b)  Ist  a  =  0,    b  =  0,  (und  c  ^  0),  so  ist  die  Gleichung 

d  e  f 

^  c  c^         c 

Man  kann  hierfür  schreiben: 

e  d  d^  —  cf 

Verschiebt  man  diesmal  die  Coordinatenachsen  so,  dass  der  neue  Ursprung 
die  Coordinaten  hat  {d^  —  cf) :  2cd  und  —  exe  ^  so  ergiebt  sich 

Die  Gleichung  cy^  -\-  2dx  -h  2ey  -4-  /  =  0  ist  daher  die  Gleichung 
einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten  {d^  —  c/) :  2cd  und  —  c:c 
l^at,  und  die  sich  in  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  Seite 
der  Abscissenachse  erstreckt,  je  nachdem  die  Coefficienten  d  und  c 
ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

S.  Sind  a,  b,  c  von  Null  verschieden  und  ist  zugleich 


*        / 
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1.        ^2  —  ör  =  0,  2.     cd —  he  =  0,     also  auch    3.     ae  —  ^</  =  0, 

so  schreibe  man  die  Curvengleichung 

a{x^  ■+-2-xy  H-  ^y^)  ^  2ä{x-h^y)  H-/  =  0,        . 

und  setze  dann  c  =^  d^  :a,  und  (nach  3.)  € :  d  =  d:a\  man  erhält 

3  b 

a{x-^-yy  -+-  "Idi^x^-y)  -+- /  =  0, 

und  nach  Multiplication  mit  a\ 

4.  (ax-\-by)'^  H-  1d{ax-\-hy)  -h  a/ =  0. 
Setzt  man  abkürzend  ax  -\-  by  =:^  S,  so  erhält  man: 

5.  S^  -4-  2dS  -h  ä/  =  0. 

Die  linke  Seite  lässt  sich  in  zwei  bezüglich  5  lineare  Faktoren  zerlegen,  die 
man  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  5.  erhält.    Die  Wurzeln  dieser 

Gleichung  sind  —  d  -h  Yd^  —  a/  und  —  d  —  )///*  —  ä/,  daher  gilt  die  Identität 

S9  ^^ds-^a/^^S  -h  d--  Y^'^'^^f)  {S  -^  d-\-  y^2  _  af). 
Setzt  man  für  S  wieder  ax  -h  by^  so  hat  man  nun  4.  umgestaltet  zu 

6.  (ax-^  by  -\-  d—  ^d^  —  af)  (ax  ^  by  '\-  d  '\'  ^d^ —äf)  =  0. 
Diese  Gleichung  löst  sich  in  die  beiden  linearen  auf: 

7.  ax  ^  by  -\-  d  —  ^d^  —  af  =  0, 

8.  ax  ^  by  -¥  d  -^  ^d^  —  af  =  0. 

Ist  also  b^  —  ac  =^  0,  cd  —  be  =  0,  und  ae  —  bd  ■=  0,  so  stellt  die 
Gleichung  ax'^  -h  'Ibxy  H-  cy-  -H  Idx  -h  2<ry  -h  /  =  0  zwei  parallele 
Gerade  dar,  welche  die  Gleichungen  haben: 

ax  -^  by  -{-  d  --  ^ d^  —  af  =  0, 

ax  ->r  by  -^  d  ->r  ^d^  — af  =  0. 

Ist  d^  —  af  <.  0,  so  sind  diese  Geraden  conjugirt  complex;  ist 
d^  —  af^=  0,  so  fallen  sie  in  eine  Gerade  ax  -\-  by  -{-  d  ^=  Q,  und  die 
linke  Seite  der  Curvengleichung  ist  die  zweite  Potenz  der  linearen 
Function  ax  -{-  by  -\-  d\  ist  d^  —  «/  >  0,  so  sind  die  Geraden  real  und 
von  einander  verschieden. 

9.  Ist  b^  —  ac  ^^  0,  und  cd —  be^  sowie  ae  —  bdwon  Null  verschieden, 
so  multipliciren  wir  die  Curvengleichung 

1.  ax^  -j-  2bxy  -h  cy^  -f-  2dx  -+-  2ey  -h  f  =  0 
zunächst  mit  a  und  ersetzen  dann  ac  durch  b^;  wir  erhalten  dann 

a^x^  -+-  labxy  -h  b'^y^  4-  ladx  4-  laey  -f-  a/  =  0,     oder 

2.  {ax  H-  byY  4-  ladx  -h  laey  -\-  af  =  0, 

Es  liegt  nun  nahe,  nach  einer  solchen  Drehung  des  Coordinatensystems  zu 
suchen,  durch  welche  der  Klammerinhalt  ax  -h  by  durch  ein  Vielfaches  einer 
Coordinate  allein  ersetzt  wird,  z.  B.  durch  ein  Vielfaches  von  x'.  Aus  den  für 
eine  Drehung  des  Systems  geltenden  Formeln  §  9,  No.  4 

X  =  cosiüx'  —  sin  o>  y 
y  =  sin  (i>  ä'  +  cos  a>  y 
folgt  ax  -h  by  =  {a cos  tu  -h  bsinfo)x*  —  (asinm  —  bcos\a)y\ 

Soll  dies  nur  ein  Vielfaches  von  x^  sein,  so  muss  der  Coefficient  von  y 
verschwinden;  man  hat  also  für  w  die  Bedingung 

3.  asinio  —  bcosm  =  0. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  sinw  =  bcosvnia  in  die  Gleichung 
fP^^io-f^  ^/^2  w  ==  i  ^in,  so  erhallt  man 
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4.  COS  CD  =     .  - ,      sin  o>  =  —p====== . 

Da  es  genügt,  einen  Winkel  «  zu  erhalten,  der  der  Bedingung  3.  gentigt, 
so  können  wir  festsetzen,  dass  der  positive  Werth  der  Quadratwurzel  genommen 
werde.    Mit  Hülfe  der  Werthe  4.  wird  nun 

tf jc  -h  ^y  ==   (a-     ,  -I-  d  •     .  J  X*  =  t/ö^T^  •  x'. 

Femer  liefert  die  Transformation: 

<ladx  -h  2.z^j^  =    -j=^===.{ax'^by)  -h  -j=f^{bx'^  ay^ 

yd^  -f.  ^a  y ^2  h-  ^2 

Hieraus  ergiebt  sich  die  transformirte  Gleichung 

Die  Curve  ist  daher   (No.  7,  a)  eine  Parabel,    deren  Achse  parallel  der 

y*- Achse  ist     Die  Coordinaten  des  Parabelscheitels  im  System  XOY^  sind: 

,  ad-^be  ,        a{(id~>r  bey^(a^  -^  b^y  f 

6.  *i?    =  —  a    .  =•=  ,     y  =  ■ /  ^       ^^=T  • 

yö2_^^23'    ^  ^(ae-^bd)  '  ia^^b^^ 

Die  Coordinaten  des  Scheitels  im  ursprünglichen  System  ergeben  sich  aus 
y  und  y  durch  die  Transformationsformeln: 

Man  erhält: 

1 

2(fl 

Hieraus  findet  man  durch  einfache  Rechnung: 

^*  '^"~  2(a«-h^2)2(ö^  — ^^) 

Ebenso  ergiebt  sich 

__  —  Cg2 -h  ^2)2  ^y  _^  g(g^-H-i^<f)[//(g2-4-/^a)  —  b(ae  —  bd)\ 

Wenn  daher  ^2  —  gr  =  0,  und  ae  —  bd  und  ^^ —  be  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  ist  ax^  -+-  ^bxy  -4-  ry*  _|_  ^^x  -f-  2^^»  -h  /  =  0  die 
Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  mit  der  K-Achse  den  Winkel  a> 
bildet,  für  welchen  cosiü  =^  a\  ^a^  4-  b^  ,  sin  i^  =  b  :  Ya^  -+-  b^  ,  fang  «> 
=  b:a,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten  hat,  die  unter  8.  und  9.  mit- 
getheilt  worden  sind.  Die  Parabel  erstreckt  sich  in  der  Richtung  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  Geraden  O  K*,  für  welche  YO  y  =  «>, 
je  nachdem  a(ae  —  bd)  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  also  b^  —  ac  =  0,  so  bedeutet  die  Gleichung 

ax^  -h  2^:cy  -h  cy^  4-  2dx  -\-  ^fy  -h  /  =  0 
entweder  eine  Parabel,  oder  zwei  parallele  reale  oder  conjugirt  complexe  Gerade, 
oder  eine  (zwei  zusammenfallende)  Gerade. 

10.  Ist  b^  —  ac  von  Null  verschieden,  so  geben  die  Formeln  No.  4,  2 
endliche  Werthe  fiir  [i  und  v,  und  wir  können  die  beabsichtigte  Verschiebung 
des  Coordinatensystems  ausführen.     Die  transformirte  Gleichung  ist 

tfjc'a  4-  "ibxy  4-  cy^  4-  /  =  0, 
wobei  /'  ==  a|i.a  4-  2^|i.v  4-  c^^  4-  2^[a  -f-  2^v  -h  / 


^=-  2^^2).(^^_^^)[-2^^(^./4-^0(^'-^^)-^^(^^+^0^  +  ^/(^'-^^')']' 
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1  *  =  rcosif,    y  ^  rsitif,  so  findet  sich 
r*{acos*f  •+-  i 6 cos tf sin (f  ■+-  csin*(f)  +  f  =  0, 

ichung  fUr  r,  die  fUr  jeden  Werth  von  f  rein  quadratisch  ist  tmd 

;s  9  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  für  r  liefert.    Jede  durch 
des  neuen  Systems  gehende  Curvensehne  wird  also  im  Ursprünge 

Ursprung  des  neuen  Systems  ist  daher  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Vusdruck/'  vereinfacht  sich  erheblich;  wenn  man  ihn  schreibt 

1(1  +  ^v  +  rf)  ^  +   (i[i  +  cv  +  <t)  V   -t-  rffl  +   ey   -h  /  =  0, 
dass   (No.  4,  1)  a^  +  *v  -h  rf  =  0,     i[i  +  cv  +  ^  =  0,    so 

nächst  /'  =  rffji  +  «V  -»-  /;  hieraus  folgt  schliesslich 
_  ae»  +  cd'  —  2iäe  +  (^'  —  ac)/ 
^    ~  b^  —  ac 

er  ae*  -\-  cd^  —  16de  ■+■  (^*  — ac)/  wollen  wir  mit  •(  bezeichnen, 

'  —  ac  mit  6,  so  dass  nun  /'  ^  7  :  8, 

=  0,  so  ist  auch/' =0  und  die  transformirte  Gleichung  wird  homogen: 

a£*  +  a^yy  +  cy*  =  o. 


:lben  folgt 


(^)*^ 


;   Seite   von    1.    zerfällt    daher   in    zwei   lineare    Faktoren;    nach 
mit  a  ergiebt  sich  aus  1.: 

:'  +  (J>—  ^W+7~c)y']  [ax'  +  (*  +  y*»  _  ac)y']  =  0. 
hung  zerfallt  daher  in  die  beiden  linearen  Gleichungen 

ax'  ■+■  (^  — i/^s  ~''c)y'  =  0, 

«jc-  +  {b  +  -^b^  —  ac)y'  =  0. 
b^  —  ac  von  Null  verschieden  und  7  =  0,  so  ist 

ax^  -i-  2bxy  +  cy'  ■+■  "idx  ■+  ^ey  +  /  =  0 
ng   des  Vereins   zweier  sich  schneidenden  Geraden;    der 
t  hat  die  Coordinaten  }i.  =  (cd  —  bi):i,     v  =  (ae  —  bJ):S 
ichungen  der  Geraden  sind  (wie  man  aus  3.  und  4.  findet) 

-  (b-.yb»—ac)y  +  d  +  (ae  —  dd):yb'—ac  =  0, 

-  (6-.y'b'—ac)y  +  d  —  (ae— bd) -.^b* —ac  =  0. 

ac  >  0,   so  sind  diese  Geraden  real,    ist  b'  — ac  <  0,    so 

jugirt  complex. 

von  Null  verschieden,  so  suchen  wir  die  Gleichung 

ax'*  +  ibx'y'  +  cy''  +  /'  =  Q 
l  des  Coonünatensystems  um  den  Nullpunkt  weiter  zu  vereinfachen 
oordinaten  im  neuen  System  durch  E,  y|  bezeichnet,  so  ist 

y    =  COS»>.%   —  Jl«  <>>  ■  I] , 

y'   =  fM  ui  ■  E  +  coTio  • »), 

=  cos*  ai%*    —     2^0*  W««»»      •  £i)   +   «'«'oj-T]» 

==  cos  m  sin  Ol  E*  +  {cos*  Ol  —  sin*  01)  -  J»)  —  cos  •asinw  >)• 

=         «»»«,£»  -1-   2wü>««o)     .e^i  +  cos*<^-Ti*. 

en  eine  Gleichung  von  der  Form  ^E*  +  2AEt]  +  kn*  +/'  =  0,  weon 

=  acos^  ut  +  iicosoi  sinio  ■+■  csin*at, 

=  —  a  cos  10  sin  «*  H-  b(cos*  m  —  sin*  a)  +  c  cos  tu  sin  m, 

=  asin*  ut  —  ^bcosvtsin<s>  +  ccos*ia. 
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Wir  wollen  nun  den  Winkel  oi  so  wählen,  dass  der  Coefficient  h  verschwindet, 
also  gemäss  der  Gleichung  bi^os'^^  —  j/«*  w)  —  [a  —  c)costüsiniü  =  0. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  cos^  ^  —  sin^  tu  durch  cos  2co,  und  cos  «>  sin  tu  durch 
\sm^m  ersetzen:     bcos^in  —  ^(^  —  c)sin^isi  =  0,  also: 

2^ 

4.  tätig  2^  =  . 

a  —  c 

Dieser  Gleichung  genügen  unzählige  Winkel  2ü);  einer  derselben  liegt  inner- 
halb —  90°  und  -f-  90°,  die  anderen  sind  von  diesem  um  ganze  Vielfache  von  180° 
verschieden.  Da  es  nur  darauf  ankommt,  einen  Winkel  zu  haben,  der  der 
Gleichung  4.  genügt,  so  wollen  wir  den  auswählen,  der  zwischen  —  90°  und 
+  90°  liegt,  so  dass  cos  2a>  positiv  ist. 

Für  die  Coefficienten  g  und  k  kann  man  zunächst  schreiben 

g  =1  a  cos^  m  -^  b  sin  2a)  H-  ^  sin^  o), 
k  =  asin^^  —  b  sin  2io  -f-  ccos^m. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

5.  g  ^  k  =  a  -h  c, 

6.  g  —  k  =  {a  —  c)  cos  2u)  -I-  2^ sin  2u». 
Aus  6.  folgt: 

{a  —  c)cos2iü'  sin  2a)  -H  2^  sin^  2a) 

^  stn  2a) 

Nun  ist  nach  4.  {a  —  c)  sin  2tt)  =  2b  cos  2^ ,  also  wird 

Ibcos'^l^  -+-  Ibsin^l^  2b 


sin  2  u)  sin  2  u) ' 

tang  2  a) 

Femer  ist  sin2ia  =     . ,  und  nach  4. 

yl^tang'^  2a) 

|/l  -^-tang^^^  =  -^  i/ö^a  +^a__2ö^-4-  4^» 


—  y(a  +  ^)a  -h4ö. 


Daher  hat  man 


7.  ^  -   >^  =  ^{a^cy  +  46 . 

Aus  dieser  Gleichung  und  aus  5.  erhält  man  nun  die  Coefficienten 

8.  g  =  \{a  -^  c  -\-  y{a-hcy  4- 4Ö) 

9.  >t  =  ^(df  -H  ^  —  y(ÄH-/)2  +46). 
Die  Gleichung  der  Curve  können  wir  nun  schreiben 

—  ^5«— jr^i^  —  1  =  0,    oder,  da/'  =  |: 

10.  =:£!j2^.z:i«^2^i  =  o. 

14.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Coeffici- 
enten von  E*  und  tj^  positiv  oder  negativ  sind. 

Ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  können  wir  voraussetzen,  dass  a 
positiv  ist 

A.     Ist    6  ^  ^^  —  ac    negativ,    so    muss    c    positiv    sein;    die    Grösse 

y(a-hcy  -^-  46,    die   nach    der   über   o)    gemachten   Voraussetzung  positiv   zu 
rechnen  ist,  ist  dann  kleiner  als  a -h  c,  mithin  sind  g  und  Jk  positiv. 

a)  Ist  nun  7  positiv,  so  sind  die  Quotienten  ( — ^6)  :  7  und  (—  >t6)  :  7 
beide  positiv,  und  wir  können  setzen 
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Die  Curvengleichung  wird  dann: 


die  Curve  ist  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  et  i 
b)  Ist  hingegen  T  negativ,  so  sind  die  Quotienten 

beide  negativ;  die  Gleichung — ^  £*  H »)*  —  I  ; 

Werthe  von  £  und  ij  nicht  erfüllbar.    Man  kann  formal 

Uebereinstimmung  bringen,  nur  dass  a*  und  ß*  negative,  a  und  ß  also  imaginäre 
Werthe  haben  müssen,  und  bezeichnet  sie  demgemäss  als  die  Gleichung  einer 
imaginären  Ellipse,  von  der  man  dann  sagen  kann,  dass  sie  zwar  keinen 
realen  Peripheriepunkt  habe,  dass  aber  doch  ihr  Mittelpunkt  real  sei;  auf  jedem 
durch  diesen  realen  Mittelpunkt  gezogenen  Strahl  (Diameter)  liegen  zwei  conjugiit 
Komplexe  Punkte  der  imaginären  Ellipse. 

B.  Ist  8^f*  —  ac  positiv,  so  ist  y (<i  +  ir)^  -t-  4 6  grösser  als  der  absolute 
Werth  von  o  -+-  f ;  also  ist  ^  positiv  und  A  negativ. 

Ist  nun  7  negativ,  so  sind  die  Quotienten  ( — ^ S)  :t  >  0,    ( —  iS) :  t  <  0. 

Ist  hingegen  7  positiv,  so  hat  man  ( — ^6) :  7  <  0,     ( —  iS) :  ■[  >  0. 

Im  ersten  Falle  kann  man  setzen  {— f  6) :  •[  =  1  :a*  ,  {—  iS):-;^  —  1  :fl*; 
im  andern  Falle:   (—gS) :  7  =  —  1  :  a* ,     (—  :$3) :  7  =  1  :  p* . 

Die  Curvengleichung  wird  also 

im  ersten  Falle:  —k  —  -^  —  1  =  0; 

«  P 

im  andern  Falle:  s  +  'öä  —  1  =  0. 

Die  Curve   ist  in   beiden  Fällen  eine  Hyperbel;   im  ersten  Falle  liegt  ihre 

Hauptachse  auf  der  Absei ssenachse,  im  andern  auf  der  Ordinatenachse. 

15.  Wir  fassen  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  übersichtlich  zusammea 
Die    Gleichung  F  =  a^^   •+■  Ibxy  +  cy^  +  ^dx  +  2(7  -(-  /  =  0   stellt 

eine  Gerade,  zwei  parallele  Gerade,  eine  Parabel,  zwei  sich  schneidende  Gerade, 

eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  dar. 

A.  a)  Ist  ^  =  0,  c  ^  0,  die  anderen  Coefficienten  von  Null  verschieden,  so 

ist  F^s^i  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten 

d        ,  d-^-af 
—  -  und       ^^^ 

hat,    deren   Achse    der   Ordinatenachse   parallel    und   deren  Parameter  ±  c  fl 

ist;    die  Curve    erstreckt    sich    entlang    der    positiven   oder  negativen  Seite  der 

Ordinatenachse,  je  nachdem  e  und  a  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

b)  Ist  a  ^=  0,   i  =  0,  die  anderen  Coefficienten  von  Null  verschieden,  so  ist 

F^O  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  die  Coordinaten 

d^-c/       ,         e 

■-  -j —  und  —  — 

hat,  deren  Achse  der  Abscissenachse  parallel  und  deren  Parameter  ±  d:( 
ist;  die  Curve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Abscissenachse,  je  nachdem  d  und  c  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

B.  Sind  a,  b,  c  von  Null  verschieden  und  ist  zugleich  ä  ^  ^* — ac  =  0, 
(d—be  =  0,  also  auchae  — *i/=  0,  so  ist  a^=  0  das  Produkt  der  Gleichungen 
der  beiden  parallelen  Geraden; 


■F«?v 
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ax  -^  ^y  rh  d  —  yä^  —  ^/  =  0, 

ax  -h  ^y  -h  ä  -h  yä^  —  a/  =  0 . 

Ist  ä^  —  a/  <.  0,  so  sind  sie  conjugirt  complex;  ist  d^  —  a/ =  0,  so  fallen 
sie  in  eine  Gerade  zusammen,  deren  Gleichung  ist  ax  -h  by  -^  ^  =  0;  ist 
d^  —  ä/  >■  0,  so  sind  die  beiden  Parallelen  real  und  von  einander  verschieden. 

C  Sind  a,  ^,  e  von  Null  verschieden,  und  h^  b^  —  ör  =  0,  cd —  öe'^O, 
ae  —  bd'^Of  so  ist  jF=0  die  Gleichung  einer  Parabel;  die  Achse  derselben 
ist  der  Geraden  O  V  parallel,  für  welche 

cos  YO  r  =    ,  ,     sin  YO  F'  =     ,  fang  YOY'  =  -, 

ya^  -h  b^  ya^  4-  b^  ^  « 

und  die  Curve  erstreckt  sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  HäJfte  der 

Geraden  OY^^  je  nachdem  a(ae  —  b^  negativ  oder  positiv  ist.    Die  Coordinaten 

des  Parabelscheitels  sind 

__  (g«  -{-b^y  bf  —  a{ad-¥be)[e{a^  ->rb^)  '\-  a{ae  —  bd)) 
^  ~^  2{a^'^b^)^(ae  —  bd) 

_  —  (gg  -h  b^y  af  -f-  a{ad'\-  be)  [d{a^  -i-  b^)  —  b{ae  —  bd)) 

aiae  —  bd) 
Der  Parameter  stimmt  dem  absoluten  Werthe  nach  mit  -7-  _,  überein. 

■j/a»  -4-  b^  ' 

D.  Ist  8  ^  ^*  —  ac  von  Null  verschieden  und 

7^0^»-+-  cd^  —  ^bde  -h  {b'^  —  ac)f  =  0, 
so  zerfallt  n^in  zwei  lineare  Faktoren;  die  Curve  F=:0  zerfällt  in  die  beiden 
Geraden:      ax  -h  {b  —  yb^  —  ac)y  4-  // 4-  (ae  —  bd) :  y^»  —  ac  =  0, 
a^  +  (^  -H )/^2  -^ac)y  -^  d  ■—  (ae—  bd) :  yb^  —  ac  ==  0. 

Diese  Geraden  sind  real  oder  conjugirt  complex,  je  nachdem  b^  —  ac  positiv 
oder  negativ  ist;  ihr  Schnittpunkt  hat  die  Coordinaten  x  =  (cd  —  be):B , 
y=s  (^ae — bd):d,  und  ist  in  jedem  Falle  real. 

E.  Ist  g  >  0,  b^  —  ac  <  0,  und  7^0,  so  ist  F=0  die  Gleichung  einer 
Ellipse.    Das  Centrum  derselben  hat  die  Coordinaten 

X  =  (cd — be):^,    y  =  (ae  —  bd):d; 
eine  Halbachse  hat  die  Länge 


.=)/r 


2(ä^2  _,_  ^^2  __  2bde  -4-  8/) 


ö  (ö  -h  <:  -h  y(a  -+-  cy  -h  4  ö) 

und  bildet  mit  der  Abscissenachse  einen  zwischen  —  45°  und  -f-  45°  liegenden 

2^ 
Winkel  la,  für  welchen  tang^is^  = ;   die  andere  Halbachse  hat  die  Länge 


^      /       2(ae^  ^  c 
^         V         8{a-hc- 


d^--2bde  -h  8/) 


yia-^c)^  -h  4B) 

Die  Ellipse  ist  real  oder  imaginär,  je  nachdem  der  Zähler  im  Radicanden 
negativ  oder  positiv  ist. 

F.  Ist  ö  >  0,  b^  ■—  ac  ">  0  und  7^0,  so  ist  i^  =  0  die  Gleichung  einer 
Hyperbel.  Je  nachdem  7  ^  ae^  -+-  cd^  —  2bde  -+-  (b^  —  ^^)/ ^  0,  bildet 
ihre  Hauptachse  entweder  mit  der  Abscissenachse  den  zwischen  —  45°  und  -+-  45° 

2b 

liegenden  Winkel,  für  welchen  fang  2^  ==  ,   oder  einen  um  90°  grösseren 

a  ~^~  V 

Winkel. 
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Im  ersten  Falle  ist 


die  halbe  Nebenachse:  ß 
Im  andern  Falle  ist 

die  halbe  Hauptachse:  ß 

die  halbe  Nebenachse:  a 


=v^ 

2{ae^  -hcd^'-^bde  -\-  Ö/) 

Ö(ö-h^+  y{a-\-cy  -\-  4  8) 

'V 

V^ae^  -{-cd^  -^^bde  -h  5/) 

8(Ä-hr  — -/(Ä-i-r)»  4-  45) 

=v- 

2(öi?»  H-  ^^2  _  2^//r  4-  8/) 

8  («  4-  ^  —  -/(flf  4-r)2  —  4  5) 

_i/ 

2(tf^«  4-  ^^2  —  2^//^  -+-  bf) 

y         §(dr4-r  4-  !/(«+<:)»—  4  8) 


16.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Transformation  der  Gleichung  zweiten 
Grades  in  Liniencoordinaten 

O  ^  a«*  4-  2p«z^  4-  ^v^  4-  26«  4-  26^»  4-  x  =  0. 

Wenn  in  der  Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  das  von  veränder- 
lichen Faktoren  freie  letzte  Glied  der  linken  Seite  verschwindet,  so  wird  der 
Gleichung  durch  die  Coordinaten  ;t  =  0,  ^^  =  0  genügt ;  das  Verschwinden  dieses 
Gliedes  bedeutet  also  ,  dass  der  Nullpunkt  auf  der  Curve  liegt,  sagt  aber  für  die 
Gestalt  der  Curve  Nichts  aus.  Ganz  andere  Bedeutung  hat  es,  wenn  das  von 
veränderlichen  Faktoren  freie  letzte  Glied  der  linken  Seite  in  einer  Curvengleichung 
für  Liniencoordinaten  gleich  Null  ist.  Dann  wird  der  Curvengleichung  durch 
«  =  0,  V  =  0  genügt,  und  diese  Coordinaten  gehören  einer  unendlich  fernen 
Geraden  der  Ebene  an,  da  u  und  v  die  Werthe  1  :  OS^^  und  1  :  OS^  haben, 
ihr  Verschwinden  also  unendlich  grosse  Werthe  von  OS^  und  OS^  bedingt. 

Bei  unserer  Coordinatenbestimmung  ist  nur  für  dies  eine  Cöordinatenpaar 
«  =  tf  =  0  die  zugehörige  Gerade  unendlich  fem;  übertragen  wir  die  Aussage, 
dass  für  endliche  Coordinatenwerthe  zu  jedem  Paar  Werthe  von  u  und  v  nur 
eine  Gerade  gehört,  auch  auf  den  Grenzfall  u  =  v  =  %  so  haben  wir  nicht  von 
mehreren,  sondern  nur  von  einer  unendlich  fernen  Geraden  zu  sprechen. 

Wir  finden  daher:  Wenn  das  von  veränderlichen  Faktoren  freie 
Glied  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  einer  Curve  in  Linien- 
coordinaten gleich  Null  ist,  so  wird  die  Curve  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  berührt. 

17.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  x  ^  0,  also  die  Curve  0  =  0 
keine  unendlich  ferne  Tangente  hat. 

Wir  transformiren  zunächst  die  Gleichung  durch  Verschiebung  des 
Coordinatensystems. 

Sind  |JL,  V  die  Coordinaten  des  Nullpunktes  des  neuen  Systems,  so  sind  be- 
kanntlich die  Transformationsformeln: 


«'  v' 


«  =  T— r— r.        V  ^= 


1  4-  jx«'  4-  vz;"  1  4-  |JL«'  4-  vz^'  * 

Also  hat  man  die  transformirte Gleichung  nach  Multiplication  mit  (1 4-  jjl  w'  4-  vzr')* : 

1.  a«'2  4-  2ß«'z/'  4-  tv'^  4-  2(8«'  4-  tv')  (1  4-  ji«'  4-  vz;')  4-  x  (1  4-  jx«'  -1-  vzr')^  =  0 
oder  geordnet: 

2.  (a  4-  28ft  4-  XJI.2)  «'»  4-  2(ß  4-  ep.  4-  8v  4-  xfxv)»'^;'  4-  (7  4-  2ev  4-  xv»)«^'» 

4-  2  (8  4-  x[jl)  «'  4-  2  (e  4-  xv)  z;'  4-  x  =  0. 
Wir  woUen  nun  das  neue  System  so  wählen,  dass  die  Coefficienten  von  »' 
und  v^  in  der  transformirten  Gleichung  verschwinden,  dass  also 

3.  8  4-x|x  =  0,       e4-xv  =  0. 
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Dies  tritt  ein,  wenn 

8  e 

4.  »1= >         v  = . 

"^  X  X 

Führt  man  diese  Werthe  in  die  Coefficienten  der  Gleichung  2.  ein,  so  erhält  man 

ax  —  5« 

5.  a  4- 2Sji. -h  xjjL*         =  , 

ß^  — Se 
o.  p  -h  ejji  -H  ov  -f-  xfiv  =  , 

7X  —  e^ 

7.  Y-t-2ev-hxv*  =- . 

•  X 

Die  transformirte  Gleichung  wird  daher  nach  Multiplication  mit  x  zu: 
a.  (ax  —  ö«)  »'»  -h  2  (ßx  —  6e)  u'v'  -h  (7X  —  e»)  z;'»  -h  x»  =  0  . 

18.  Legt  man  durch  den  Nullpimkt  eine  Normale  iV  zu  einer  Geraden  T, 
und  bezeichnet  den  Winkel  XON  mit  9,  und  die  vom  Nullpunkte  bis  zur 
Geraden  T  reichende  Strecke  mit  r,  so  ist,  wenn  S^  und  ^3  die  Spuren  von  T 
auf  den  Achsen  sind,  bekanntlich  OSy^  =  r\cos^^  OS 2  =  risinf^,  mithin 
hat  T  die  Coordinaten  u  =  cosr^  :  r ,      v  =  sin^  :  r  . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  8.  der  vorigen  Nummer,  so  erhält 
man  nach  Multiplication  mit  r^\ 

(ax  — 8*)r^>^*<p  -h  2(ßx  — 8e)r^j(pw'«<p  -h  (tx  —  e»)««»(|)  -+-  x^r^  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  rein  quadratisch  für  r,  liefert  also  für  r  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werthe.  Der  Punkt  mit  den  Coordinaten  ( — 6) :  x  und 
(— e)  :  X  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  erden  Abstand  je  zweier 
parallelen  Tangenten  der  Curve  halbirt. 

19.  Wir  suchen  nun  die  Gleichung  durch  Drehung  des  Coordinaten- 
sy Sterns  weiter  zu  vereinfachen. 

Ist  der  ^nkel  der  Achse  OX*  und  der  neuen  Abscissenachse  o»,  und  werden 
die  Liniencoordinaten  im  neuen  System  mit  U,  V  bezeichnet,  so  hat  man  die 
Tiansformationsformeln  (§  9,  7). 

«'  =  cosiü'  U  —  sin  ü>  •  V 
v^  =  siniA '  C/ -h  cos io  -  V. 
Mithin  »'«  =  cos^  ta  U^  —  2cosmsmm  [/V-h  sin^  o>  V^ 

2.  y!v*  =  costosin  ia  IP  A-  (cos^  cd  —  sin^  w)  UV —  sin  vi^cosiü  V^ 

v^^  =  sin^  io  IP  4-  2  «'« (tt  cos  01  UV-^  cos^  cd  F*  . 
Schreibt  man  für  die  letzte  Gleichung  in  No.  17  abktirzungsweise 

3.  a'»'«  -+-  2ß'»'2^'  -f-  iv'^  H-  x>  =  0 

und  setzt  nun  die  Werthe  2.  ein,    so  erhält  man   die   transformirte    Gleichung 

pC^  -l-2<j^rH-TFa  -h  X»  =  0,     wenn 

4.  p  =  a'  cos^  CD  -h  2ß'  ^^J  CD  sin  cd  4-  7'  sin^  cd 

5.  ^  =  —  a!  cos  CD  sin  cd  -h  ß'  {cos^  cd  —  sin^  cd)  -h  7'  cos  cd  sin  cd 

6.  T  =  a'  sin^  m  —  2ß'  cos  msinni  -+-  7'  cos^  cd  . 
Wir  wählen  nun  cd  so,  dass  <r  verschwindet,  also  dass 

—  a'  cos  CD  sin  cd  -H  ß'  {cos^  cd  —  sin^  cd)  -+-  7'  cos  cd  sin  cd  =  0,     oder 

7.  ^  (a'  —  7')  sin  2  cd  =  ß'  f ^j 2  cd  ,     also 

23' 

8.  tanglü^  =  ^  __   ty 

oder,  wenn  man  für  a',  7',  ß'  die  Werthe  einsetzt: 

2(ßx  — 8e) 


1. 


9. 


■"^ 
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zählen  Itir  2ia  den  zwischen  —  90°  und  +  90°  liegenden  Winkel,   der 
ichung  genügt,  so  dass  also  m  zwischen  —  45°  und  -+-  45°  liegt  und 
thin  auch  y'l  +  tang^  2u>,  positiv  ist.     Es  ist  dann 
«»2o>  =  -  ,.=--^    .  .:=^ 

.  und  6.  folgen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Gleichungen 

p  +  T  =  a'  +  i', 

p  —  t  =  {a'  — yV^2<u  4-  2p'jMi2o) 


icksicht  auf  7. 

p—  T 

hat  man 

,_,_  y{.'-f) 

1.  und  12.  folgen  die  Werthe: 


(«■ 

—  ^')e^>Iiuttiniw  +  ^'t 

»■■2«. 

2p 

sinio, 
'  coi^  2»  +  2p' ««»  2  u 

2J' 

«■«2» 

rf»  2«.  ■ 

-i(«'+y  +  -/(? 


1  man  et' Et' 7'  durch  die  Coefhcienten  et,  9,  .  .  .  eisetzt: 


.[(.  +  -r)x-8'-.>+  >^[(.-T)«-(«'  -•')!'  +«(?«-  8.)'1. 
,[(.H-,),_8._.._  y'[(._,), _(«._..,]! +4(fl._8.)>). 
ansformine  Gleichung  ist  p  6''''  +  t  F*  +  x^  =^  0,  oder  nach  Division 
I : 

^  m  +~y  —  1  =  0. 

Sind  p  und  t  beide  negativ,  so  kann  man  setzen 


leichung  16.  geht  über  in 

a»  i/3  _,.  ^s  f'»  _  1  =  0 . 
d  p  und  T  beide  positiv,  so  kann  der  Gleichung  16.  durch  reale 
1  U  und  V  nicht  genügt  werden. 

nn  p  und  t  nicht  gleiche  Zeichen  haben,  so  kann,  da  p — t 
nur  p  positiv  und  t  negativ  sein.     Setzen  wir  in  diesem  Falle 


:  Gleichung  16.  über  in 

—  aSf/it  +iSK>  —  1  =  0. 
Radicand  in  den  Formeln  13.  kann  umgeformt  werden: 

(•■  -  rt»  +  4P''  -  (•■  +  r)'  +  i  &■'  -  ,y) . 

die  ursprünglichen  Coefßcienten  ausgedrückt,   ist,  was  schon  in  \4. 
nutzt  wurde,     «'  +  7'  =  {«  +  7)  x  —  (3'  +  e*) 

P"  -  "V  -  »x  -  ä.)'  -  (a.  -  «')  (,.  -  .<)  . 
II  p'' — «'7'   von  Null  verschieden,   so   verschwinden  weder  p  noch  t, 

—  a'-f  =  0,  und  a'  +  7'  >  0,  so  ist     p  =  a'  +  7' ,     -  ■=  0. 


r 
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Ist  ß'»  —  a'7'  =  0,  und  a'  -f-  7'  <  0,  so  ist     p  =  0,       t  =  a'  -h  7' . 

Die  Curvengleichung  wird  in  dem  einen  Falle:  (a'  -h  7')  d/^  H-  x^  =  0  und 
kann,  da  beide  Glieder  der  linken  Seite  positiv  sind,  durch  reale  Gerade  nicht 
befriedigt  werden;  man  erhält  aus  ihr  die  imaginären  Werthe 

also  zwei  imaginäre  Punkte  der  neuen  Abscissenachse,  vom  Nullpunkte  des  neuen 
Systems  um  zh  )/  —  (a'  -f-  7') :  x  entfernt. 

Im  andern  Falle  hat  man  (a'  -h  7')  K*  H-  x*  =  0  und  kann  setzen 
(a'-h7')  =  —  3*,  so  dass  die  Gleichung  entsteht:  d^  V^  —  x*  =  0,  aus  welcher  folgt: 

Die  Curve  zerfällt  daher  in  zwei  reale,  auf  der  neuen  Ordinatenachse  gelegene 
Punkte. 

21.  Ist  X  =  0,  die  Curvengleichung  somit 

1.  a««  -h  ^uv  -f-  ^v^  -+-  2«»  -h  2&V  =  0, 

so  suchen  wir  zunächst  durch  Drehung  des  Coordinatensystems  die  Gleichung 
zu  vereinfachen.     Die  Transformationsformeln 

u     =  cosiü  '  u'  —  sinta  '  z/  ,    v  =  sint»  •  »'  -\-  costo  •  v'    ergeben: 
«>  s=  cos^  o)  •  »'  —  2cosio  sina>  •  u'v'  -h  sin^  ci>  •  z;' , 
UV  =  cosio  '  sinm  •  »'^  -h  {cos^  cd  —  sin^  o))  u'v'  —  cosfo  sinm  •  v'^, 
v^   -=■  sin^  CD  •  «'*  -H  *lsintsiC0Si3ii  •  u'v'  -h  cos^ cd  •  z?'* . 
Daher  hat  man  die  transformirte  Gleichung: 
{^cos^  CD  -h  2ß  r^?jcD  ««CD  +  75/«* cd)  «'*  —  2  ([a  —  7]  sin  tocosia  —  ß  cos2ia)  u'v' 

2.  -+-  (a  sin^  cd  —  2ß^^'icD  j/Vicd  -h  '{Cos^  iD)v'^  -+■  2  {dcosto  +  tsin  cd)  u' 
—  2  (dstnto  —  s^^^cd)  z;'  =  0. 

Wir  wählen  nun  cd  so,  dass  der  Coefficient  von  v'  verschwindet,  also  gemäss 
der  Gleichung     Bsinto  —  ecos(o  =  0,     welche  ergiebt 

e 

3.  tangiü  =  -^  . 

Wir  nehmen  den  dieser  Gleichung  entsprechenden  Winkel,  für  welchen 

A  S  .  6 

4.  COStO  =  —=====  ,       Stfliü  = 


y  e2  _^.  aa '  yTTZj-s« 

die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2.,  so  wird  dieselbe  zu: 
5.  a'w'a  —  2ß'«V  H-  7V  2  H-  ^'u'  =  0, 

wo  die  Coefücienten  die  Werthe  haben: 

j!  ^  oicos^iü  -h  2ßr^icD5/;^cD  -h  ^sin^io  =    g        ^  (a§*  -f-  2ßöe  -+-  76^) 

g        p'  as  (a — 7)  cosfosifuo  —  ß  {cos^  CD  —  sin^ cd)  =    2  _l,  32  [(P^ — t)^^  ^"  P(®*  —  ^^)] 

7'  ^a^Vf^cD  —  ^^cosiDsinto  -\-  ^cos^to  =    ^        ^^  (o^^*  —  ^ßSe  -+-  7Ö*) 

22.  Hierauf  verschieben  wir  die  Coordinatenachsen,  so  dass  der  Nullpunkt 
des  neuen  Systems  die  Coordinaten  (i,  v  hat.  Bezeichnen  (/,  V  die  Coordinaten 
im  neuen  Systeme,  so  haben  wir  die  Transformationsformeln 

, U  V 

^  -  X^^U  -^^V     ^""1-h  ii£^-h  vF' 

Schijoihlch,  Handbuch  der  BCathematik.    Bd.  n.  7 


98  Analytische  Geometrie. 

also  die  transformirte  Gleichung,  nach  Multiplication  mit  (l-hjit^-l-vF)* 

a'C/»  —  2^'C/V-h  y  ^  -+-  25'  (1  -h  ji.6^4-  v  F) £^=  0 , 
oder  geordnet 

1.  (a'  -h  2aV)  ^  —  2  0'  —  Kv)  6^F-h  y  K»  -h  2S'£^  =  0. 

Wir  wählen  nun  den  Nullpunkt  des  neuen  Systems  so,  dass  die  Coefficienten 
von  CP  und  C/'F  verschwinden,  haben  also  für  fx  und  v  die  Gleichungen: 

a!  4-2ÖV  =  0,       ^'— fi'v  =  0, 
aus  denen  die  Werthe  folgen: 

_       _^  _l 

2.  ^^"~2ö"       ^"~Ö" 

Diese  Transformation  ist  nur  dann  nicht  möglich,  wenn  5'  =  0,  und  dies 
kann  nach  den  Formeln  6.  in  No.  21  nur  eintreten,  wenn  e  und  ö  zugleich  Null 
sind.     Diesen  besonderen  Fall  werden  wir  am  Schlüsse  betrachten. 

Setzt  man  aus  No.  21,  6.  die  Werthe  ein,  so  hat  man 

a62  -(-2p8eH-7e2  («  _^^)§e -f- ß  (e»  —  5«) 


Die  Gleichung  1.  geht  nun  über  in 
4.  (ae*  —  2ßÖe  4-  78«) .  K^  H-  2  j/e»  -+■  6»*  •  6^=0. 

Dies  ist  (§  4,  No.  3)  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  dem  Parameter 

^""  ya»  -he»' 

23.  Ist  X  =  e  =  8  =  0,  so  reducirt  sich  die  Curvengleichung  auf: 

1.  au^  H-  2^uv  -h  ^v^  =  0. 

Die   linke  Seite    zerfallt   nach  Multiplication    mit  a  in  die  beiden   linearen 

Faktoren    au  -h  (ß —  "j/ß*  —  ai)v    und    a«  -f-  (ß  -h  y^ß^  —  «7)^,     die    Curven- 
gleichung zerfallt  also  in  die  linearen  Gleichungen 

2.  a«  -f-  (ß  —  yß2  ^ai)v  =  0, 

3.  a«^  -h  (ß-h  j/ß»  — 07)2/  =  0. 

Dies  sind  die  Gleichungen  zweier  unendlich  fernen  Punkte  (§4,  No.  2); 
ist  ß^  —  a7  >  0,  so  sind  dieselben  real  und  verschieden;  ist  ß^  —  «7  =  0,  so 
sind  sie  real  und  fallen  zusammen;  ist  ß^  —  07  <  0,  so  sind  sie  conjugirt  complex. 

24.  Wir  fassen  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  der  Gleichung  0  =  0  noch- 
mals zusammen: 

A.  Ist  in  der  Gleichung  O  ^  au^  -h  2^uv  -h  72^2  _|_  ^^u  -h  2tv  -h  x  =  0 
die  Zahl  x  von  Null  verschieden,  und  haben  die  Grössen 

p  =  ^  [(«  +  7)  X  —  83  —  e2  4-  -/((a  —  7)  X  —  82  -h  e»)»  -+-  4  (ßx  —  8e)»] 
T  =  i  [(a  -h  7)  X  —  8»  —  e2  —  y((a  —  7)  x  —  8»  -h  e»)»  4-  4  (ßx  —  8e)2] 
gleiches  Vorzeichen,  so  ist  die  Curve  <I>  =  0  eine  Ellipse;  der  Mittelpunkt  hat 
die  Coordinaten  ^  =  —  8:x,    j^  =  —  e:x,  oder  die  Gleichung  8«  -h  £Z^  -h  x  =  0; 
die  Halbachsen  haben  die  Längen   a  =  y —  p  :  x,     b  =  y —  t  :  x . 

Der  Winkel  w  der  Abscissenachse  mit  der  ersteren  Hxdbachse  ist  der  zwischen 
4-  45°  und  —  45°  enthaltene  Winkel,  der  der  Gleichung  genügt: 

.        «  2(ßx  — 8e) 

Sind  p  und  r  negativ,  so  ist  die  Ellipse  real;  sind  p  und  t  positiv,  so  ist 
die  Ellipse  imaginär;  der  Mittelpunkt  ist  in  jedem  Falle  real. 

B.  Ist  X  von  Null  verschieden  und  p  positiv,  t  negativ,  so  ist  die  Curve 
0  =  0   eine  Hyperbel.     Der  Mittelpunkt   hat   die  Coordinaten  ^  =  —  8:x, 


\ 
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jr  =  —  e:  X,  die  halbe  Hauptachse  und  Nebenachse  sind  y —  x  :  x  und  y^  :  x; 
der  Winkel  der  Abscissenachse  mit  der  Nebenachse  ist  der  zwischen  —  45°  und 
-h  45**  enthaltene  Winkel,  der  der  Gleichung  gentigt: 

C  a)  Ist  T  =  0,  so  ist  O  =  0  die  Gleichung  zweier  conjugirt  complexen 
Punkte;  dieselben  sind  auf  der  realen  Geraden  enthalten,  mit  welcher  die 
Abscissenachse  den  Winkel  w  bildet. 

b)  Ist  p  =  0,  so  ist  0  =  0  die  Gleichung  zweier  realen  Punkte,  mit  deren 
Geraden  die  Ordinatenachse  den  Winkel  (i>  einschliesst.  Die  Gleichungen  der 
beiden  Punkte  sind,  wie  man  leicht  erhält,  wenn  man  in  No.  20,  2  V  mit  Hülfe 
der  Transformationsformeln  durch  »,  v  ersetzt 

(—  y— (a-|-7)x-|-§*-he^  sin iü-^b)u  —  ()/ —  (a H- 7) x 4-8*H-e2^<7^(D-f-e)z'-hx  =  0, 

(—  /— (a-+-7)x-ha2-he^«««)— 6)  u  H-  ()/— (a-l-^lx-hÖ^-f- e«  ^(?fü>  — e)  v—%  =  0. 

D.  Ist  X  =  0,  und  nicht  zugleich  e  =  8  =  0,  so  ist  die  Curve  0  =  0  eine 
Parabel. 

Die  Coordinaten  des  Parabelscheitels  ergeben  sich  aus  No.  21,  3  mittelst  der 
der  Transformationsformeln  zu 

^  =  2(S2  ^  e^y  (««'  -+-  2a«e3  -  78^2  4-  2ße»), 

Der  Parameter  stimmt  dem  absoluten  Werthe  nach  überein  mit 

«8«  — 2ßÖ8-h  78». 


•)/P"^^ 


3         » 

die  Parabelachse  schliesst  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  a>  ein  und  erstreckt 
sich  entlang  der  positiven  oder  negativen  Seite  dieser  Geraden,  je  nachdem 
oe^  —  2ß8e-f-78*  positiv  oder  negativ  ist. 

E.  Ist  X  =  0  und  zugleich  e  =  8  =  0,  so  zerfallt  die  Curve  in  die  zwei 
unendlich  fernen  Punkte 

a«^  H-  (p  —  yp»  —  a7)  z;  =  0, 

a«  -h  (p  -h  yp»  —  a7)  z^  =  0. 

Je  nachdem  p^  —  «7  positiv,  Null,  oder  negativ  ist,  sind  diese  beiden  Punkte 
(Richtungen)  real  und  verschieden,  real  und  vereint,  oder  conjugirt  complex. 

25.  Wie  zu  erwarten  war,  haben  wir  die  Gebilde  ersten  Grades  —  die  Gerade 
und  den  Punkt  —  unter  den  Gebilden  zweiten  Grades  wieder  vorgefunden. 

Eigentliche  Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  giebtes^ 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  die  drei:   Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

§  11.    Bestimmung  einer  Curve  zweiten  Grades  durch  fünf  Punkte  und 

durch  fünf  Tangenten. 

1.  Die  Gleichung  einer  Linie  zweiten  Grades 

F  =  ax^  -h  2bxy  -h  cy^  H-  "Idx  -h  2ey  -+-/  =  0 
enthält  sechs  Constante,    ä,  bj  c,  ä,  e,  /.    Wird  von  einer  Curve  zweiten  Grades 
verlangt,  dass  sie  durch  einen  gegebenen  Punkt  /^  {x^,  y^)  geht,  so  müssen  die 
Coefficienten  a  ,  .  .  /  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung  erfüllt  wird : 
ax^  -t-  ^bx^y^  •+•  cy^  -h  2äx^  -f-  2eyi  4-  </  =  0. 

r 


tv-».r--  .... 


.>  «K 


ibo 


Analytische  Geometrie. 


'•<, 


r'W 


■  \ 


Durch  einen  Punkt  einer  Curve  zweiten  Grades  ist  also  eine  homogene 
lijieare  Gleichung  zwischen  den  sechs  Constanten  der  Curvengleichung  gegeben. 
Durch  fünf  homogene  lineare,  von  einander  unabhängige  Gleichungen  sind 
die  Verhältnisse  der  sechs  Constanten  a  \  h  \  c  \  d  \  e  \f  eindeutig  bestimmt;  da 
nun  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  i^  ^  0  nicht  von  den  Einzel- 
werthen  der  Coefficienten  0  .  .  .  /,  sondern  nur  von  ihren  Verhältnissen  abhängt, 
so  folgt:  Eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  Punkte  bestimmt 
2.  Um  die  Gleichung  einer  Curve  zweiten  Grades  herzustellen,  die  durch 
fünf  gegebene  Punkte  geht,  bemerken  wir  zunächst,  dass  diese  Gleichung  nichts 
anderes  sein  kann,  als  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Punkt  P  auf  der  durch  die 
fünf  gegebenen  Punkte  bestimmten  Curve  zweiten  Grades  liegt.  Sind  x^y^^  -^a^gi 
^^y-v  ^^y^y  ^^y^  ^*^  Coordinaten  dieser  fünf  Punkte,  ä,  ^,  r,  d^  e,  f  die  Con- 
stanten der  durch  sie  gehenden  Curve  zweiten  Grades,  so  gelten  die  fünf  Gleichungen: 

4-  cy^  H-  2^/jCi  -i-  2o'i  -h  /  =  0, 
-h  cy^  -h  2//^2  -f-  Ity^  -h  /  =  0, 
-h  cy^  -^  2dx^  +  2ey^  -f-  /  =  0, 
H-  cy}  -h  "Idx^  H-  "ley^  +  /  =  0, 
-h  cy^  H-  2//X8  -h  ley^  -\-  /  =  0 . 
Soll  nun  auch  der  Punkt  /*auf  derselben  Curve  liegen,  so  kommt  die  sechste 
Gleichung  hinzu    ax^  -h  2lfxy  -h  cy^  -+■  2dx  -+-  2ey  -1-  /  =  0. 

Die  Bedingung  für  das  Zusammenbestehen  dieser  sechs,  für  a,  d,  c,  d,  e,  / 
homogenen  linearen  Gleichungen  ist  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


ax^^ 

-i- 

^bx^y^ 

ax^ 

•H- 

Ibx^y^ 

ax^ 

H- 

Ibx^y^ 

ax^ 

4- 

"ibx^y^ 

ax^J 

H- 

2^^5>'5 

X 
X 
X 

x^ 

X, 


V  S 


2 

l 

2 
2 


X 


2 


2 


X  y 

X 

J' 

•^1^1 

^1 

yi 

-^2J'2 

^2 

y% 

•^3>'3 

^3 

yz 

^^y4, 

^4 

y* 

^^y^ 

•^5 

y^ 

=  0. 


Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,   die  in  der  That,   wie  man  sieht,  zweiten 
Grades  Rir  x  und  y  ist. 

3.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse 

<I)  =  a«2   -I-  2^uv  —  7z;2   4-  2ö«  4-  2ez/  -f-  x  =  0 
enthält  sechs  Constante  a,   ß,  7,  5,  e,  x,  durch  deren  Verhältnisse  die  Curve  be- 
stimmt ist. 

Ist  eine  Tangente  T^  {ti^v{)  der  Curve  gegeben,   so  haben  die  Constanten 
der  Gleichung  zu  genügen: 


flU 


2 


-h  2p2/,z/i   H-  iv^^  -h  28«^i  H-  2ez^i   h-  x  =  0. 


Dies  ist  eine  homogene  lineare  Gleichung.  Durch  fünf  solcher  Gleichungen 
sind  die  Verhältnisse  a  :  ß  :  7  :  ö  :  s  bestimmt;  wir  schliessen  daher:  Eine 
Curve  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  Tangenten  bestimmt. 

Da  wir  im  vorigen  Paragraphen  gefunden  haben,  dass  die  eigentlichen  Curven 
zweiten  Grades  zugleich  auch  zweiter  Klasse  sind,  und  umgekehrt,  so  haben  wir 
für  diese  Curven  nicht  mehr  nöthig,  den  Unterschied  des  Grades  und  der  Klasse 
zu  erwähnen  und  bezeichnen  sie  als  Curven  zweiter  Ordnung.  Wenn  die 
Bezeichnung  »zweiten  Grades«  oder  »zweiter  Klasse«  noch  gebraucht  wird,  so 
soll  sie  nur  die  Bedeutung  haben,  dass  bei  dieser  Gelegenheit  von  der  Gleichung 
der  Curve  zweiter  Ordnung  in  Punktcoordinaten,  bez.  in  Liniencoordinaten  aus- 
gegangen wird. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  von  No.  1  und  3  daher  in  den  Satz  zusammen: 


I.»  .<■ 


§  1 1.   Bestimmung  einer  Curve  zweiten  Grades  durch  fUnf  Punkte  und  durch  fUnf  Tangenten.       i oi 


Eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  Punkte  oder  durch  fünf 
Tangenten  eindeutig  bestimmt. 

4.  Sind  7\,  T^,  T^,  T^,  T^  fünf  Tangenten  einer  Curve  zweiter  Klasse, 
und  a,  ß,  7,  d,  e,  X  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung,  so  bestehen  für  dieselben 
die  fiinf  Gleichungen: 


a»i* 

-h  2ß«^iüi 

+  tvf 

-h  26«i 

4-  2Tt'i 

-f-  X  =  0, 

auf 

-+-  2ß»2^a 

4-  ^vf 

H-  26«^ 

+  272;, 

-h  X  =  0, 

auf 

-h  2^u^v^ 

H-  ivf 

-h  262^8 

-h  272^8 

-4-  X  ==  0, 

auf 

-4-  2ß«4t/4 

-h  ^vf 

-4-  28«4 

4-  272^4 

-+-  X  =  0, 

auf 

-H    2ß«52^5 

+  ^vf 

-4-  26»5 

+  27t'8 

4-  X  =  0. 

Soll  auch  die  Gerade  T  die  Curve  berühren,  so  besteht  noch  die  Gleichung 

au^  -h  2ß«z^  -h  -iv^  -f-  28»  H-  262^  4-  x  =  0. 
Der  Verein  dieser  sechs  für  die  Coefficienten  a,   ß,  7,  6,  e,   x  homogenen 
linearen  Gleichungen  bedingt  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


«* 

U  V 

»» 

u 

V          1 

«1* 

»1»1 

»1» 

^1 

^1    1 

«2* 

«j»8 

vi 

u^ 

Va      1 

ui 

»8»3 

vi 

1^3 

^%    1 

ui 

u^v^ 

vi 

^4 

Z^4        1 

ui 

»8»» 

vi 

»5 

^h    1 

=  0. 


Dies  ist  die  Gleichung  der  durch  7\  .  .  Tg  bestimmten  Curve  zweiter  Klasse. 
5.  Die  Gleichung  einer  Parabel  in  Liniencoordinaten  ist 

a^u^  -h  ^uv  4-  ^v^  4-  28»  4-  2ez^  =  0. 

Diese    Gleichung   enthält   nur   noch  fünf  Coefficienten,    deren  Verhältnisse 

durch  vier  homogene  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden.     Sind  T^y  T^t  T^, 

7*4   vier  gegebene  Tangenten    einer  Parabel    und   ist  T  eine  beliebige  andere 

Parabeltangente,  so  hat  man  für  die  Coefficienten  a,  ß,  7,  ö,  s  die  fünf  Gleichungen: 

au 
au^ 
au 
aUs 


2 


au 


Determinante: 


2ß»  V     4- 

•{V^  4-  28«     ■ 

-h    262^      = 

0, 

2ß»iZ'i   4- 

-{vf  4-  28«!   4-  2£e^i  = 

0, 

2ß»2Z^2  -^- 

^vf  4-  26^3  4-  2ez/2  — 

0, 

2ß«3^3    ^- 

72^3^  4-  28«3   4-  2ez;3  = 

0, 

2ß«4Z^4    4- 

tvf  4-  28«4   4-  2ez^4   == 

0. 

dieser   fünf 

Gleichungen    folgt    das    "V 

ers 

U^        UV 

V^        U          V 

uf      u^v^ 

vf      «1      v^ 

uf      u^v^ 

vf     »2     v^ 

=  0. 

^i        «3^8 

vf        «8        »3 

uf       U^V^ 

2/48        «4        2^4 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  die  vier  Geraden  T^,  T2,  T^,  T^ 
zu  Tangenten  hat. 

Durch  vier  Tangenten  ist  also  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt. 

6.  Soll  durch  vier  Punkte  eine  Parabel  gelegt  werden,  so  bestehen  für 
die  sechs  Coefficienten  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten  /^  =  0  zunächst  die 
vier  Gleichungen: 


L 


axi  4-  Ibx-^y.^^  +  cyi 

+  Idx^ 

+  2<'j'i 

+  /=  0, 

axi  +  Ibx^y^  +  cyi 

4-  2</Xj 

H-  2<yj 

+  /=  0, 

axi  +  2  ^«,^5  +  cyi 

+  Idx^ 

+   2<^3 

-l-/=  0, 

axi  +  ^f"^^y^,  "•-  O"** 

->t-  Idx^ 

+  2o'4 

+  /=  0. 
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Ausserdem  gilt  noch  die  für  die  Parabel  charakteristische  Gleichung 
2.  ^»  —  ar  =  0. 

Setzt  man  ^  :  ä  t=  X,  also  d  ^=  a\,  so  folgt  aus  2.  c  =  a\^\  wenn  man  diese 
Werthe  für  d  und  c  in  die  Gleichungen  1.  einführt,  so  erhält  man: 

a(x^^  -h  ^Xx^y^  -+-  XVi^)  -h  2^ji;i  +  20^1  -+- /  =  0, 
2X:t:2;'8  +  X»j^2«)  +  2äx^  +  20^2  -H  /  =  0, 


3. 


2X^8J'3  -f-  XÄ^/j»)  -h  2^^3  H-  2o'3   -h/^  0, 


a{x^  +  2Xjc^4  h-  X2j;^2)  4.  2^/;r4  -h  20^4  -H  /  =  0 . 
Sieht  man  dieselben  als  homogene  lineare  Gleichungen  von  a,  d,  e,  f  an, 
so  folgt  das  Verschwinden  der  Determinante 


x^ 


X 


.2 


3 


^l 


2Xa-i>^i 
"IXx^y^ 
2X^:3^3 


XV 


^1 


yx 
-V2 

^^4 


1 
1 
1 
1 


=  0. 


Diese  Determinante    lässt   sich  als  Summe  dreier  Determinanten  schreiben 
und  führt  damit  auf  die  quadratische  Gleichung  für  X 


4. 


X 

X 


2 


X 


2 
2 

2 
8 


X 
X. 


8 


yx 
y^ 
yz 
y^ 


1 
1 
1 
1 


2X 


^lyi 

x^y^ 

•^4JV4 


X, 


2 


X, 


yx 
y% 
y% 
y^ 


1 
1 
1 
1 


x» 


y^ 


yi 


2 


^1 

X 


2 


2 


.^8 


X, 


yx 

1 

y% 

1 

y» 

1 

y* 

1 

=  0. 


Setzt  man  den  so  berechneten 


Durch  diese  Gleichung  ist  nun  X  bestimmt 
Werth  von  X  in  die  Parabelgleichung 

5.  a{x^  4-  2\xy  -f-  \^y^)  -h  Idx  -h  2^^  -H  /  =  0 

ein,  so  enthält  dieselbe  noch  die  vier  Constanten  a,  d^  e,  /.  Man  kann  nun 
diese  eliminiren,  wenn  man  5.  mit  drei  Gleichungen  der  Gruppe  3.,  z.  B.  mit 
den  ersten  dreien  dieser  Gleichungen,  zusammenstellt  Man  hat  dann  vier 
homogene  lineare  Gleichungen  für  a,  d,  e,  f  und  folgert  aus  ihnen  das  Ver- 
schwinden ihrer  Determinante: 

X^jK»       X 

\^y^       X, 


X 
X, 


2 


X 

X, 


2 
2 


2\xy 
2X^i>^i 
2X^2^/2 
2Xa:3>^3 


X^J/2 


3 


X, 
X, 


y 

yx 

y^ 

yz 


1 
1 
1 
1 


=  0. 


Dies  ist  die  gesuchte  Parabelgleichung, 

Da  X  aus  der  quadratischen  Gleichung  4.  gefunden  wird,  so  haben  wir  den 
Satz:  Durch  vier  Punkte  kann  man  zwei  Parabeln  legen;  dieselben 
sind  real  und  verschieden,  oder  real  und  zusammenfallend,  oder 
conjugirt  complex;  bei  besonderer  Wahl  der  vier  Punkte  können 
auch  beide  oder  eine  zu  zwei  parallelen  Geraden  ausarten. 

7.  Die  in  No.  2  und  No.  4  gegebenen  Gleichungen  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  in  Punkt-  und  Liniencoordinaten  sind;  keine  geeigneten  Ausgangspunkte 
für  geometrische  Folgerungen.  Wir  wollen  daher  noch  eine  andere  Methode 
angeben,  die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zu  bilden,  die  durch  fünf 
gegebene  Punkte  geht,  bez.  fünf  gegebene  Gerade  berührt;  wir  werden  durch 
dieselbe  die  Gleichungen  in  einer  solchen  Form  erhalten,  dass  wir  mit  Leichtig- 
keit werthvolle  geometrische  Sätze  aus  ihnen  ableiten  können. 

8.  Um  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  finden,  der  durch  die  fünf  Punkte 
Af  Bf  -Pj,  -P3,  /j  geht,  betrachten  wir  zunächst  die  vier  Punkte  A,  B,  i\,  P^, 
Zu  den  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  die  durch  diese  Punkte  gehen,  gehören 
die  Linienpaare  APy^,  BP^  und  AP^,  BP^,     Sind  7^1=0,    ^3=0,     7'i'  =  0, 
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T^  =  0  die  Gleichungen  der  Geraden  AP^^  AF^,  BP^^  BP^,  so  ist 


die  Gleichung  des  Linienpaares  -4/\,  BP^'» 

Multiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  irgend 
zwei  Zahlen  x^  und  x^i  und  addirt,  so  erhält  man 
eine  neue  Gleichung  zweiten  Grades 

Die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  Curve  zweiter 
Ordnung  geht  nun  offenbar  durch  die  Punkte,  für 
welche  zugleich 

Ti  =  0  und  r^  =  0, 

r,  =0    „   r/  =  o, 

2-8'=  0    „    T^  =0, 


=  0,     und 
=  0. 


d.  i.  Punkt  A, 

G.   1.         II         X|  I 

d.  i.      >i      B, 
d.  i. 


(M.  401.) 
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Das  Verhältniss  Xj  :  X2  kann  nun  immer  so  bestimmt  werden  1  dass  der 
Gleichung  P=0  noch  durch  einen  beliebigen  fünften  Punkt  P^  der  Ebene 
genügt  werden  kann. 

Liegt  P^  auf  den  durch  A  und  B  gehenden  Geraden 

so  ist  für  die  Coordinaten  von  P^ 

3.  ^1^1  =  —  ^2^2»       ^1^1'  =  —  b^T^, 

Multiplicirt  man  1.  mit  a^b^^  so  entsteht 

a^b^%^T^T^'  -h  a^b^%^T^T^'  =  0. 
Setzt  man  hier  die  Werthe  3.  ein  und  dividirt  dann  durch  T^T^^  so  erhält  man: 

Dieser  Gleichung  genügt  man  durch 

5.  Xj  =  a^b^t       ^^2  =  —  ^2^1  • 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  1.  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts*)  durch  die  fünf  gegebenen  Punkte  ABP^P^P^  zu 

6.  a-J)^T^T,^    —  üf^b'^T^T^    =  0. 
9.   In   ähnlicher    Weise    erhalten 

wir  die  Gleichung  eines  KegelschnittSi 
von  welchem  fünf  Tangenten  gegeben 
sind. 

Die  gegebenen  Tangenten  seien 
Ä,  B,  Tu  T^,  T^.  Zu  den  Curven 
zweiter  KlassCi  welche  die  vier  Tan- 
genten A,  B,  T^y  T2  enthalten I  ge- 
hören auch  die  beiden  Punktpaare 
AT^,  BT^  und  AT^,  BT^  (wobei 
wir  unter  dem  Punkte  AT<^  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  A  und  T^ 
verstehen  u.  5.  w.).  Man  stelle  nun 
die  Gleichungen  der  vier  Punkte  AT^^  (M.402.) 


*)  In   der  descriptiven  Geometrie    ist    bewiesen    worden,    dass  jeder  ebene    Schnitt   eines 

Rotationskegels,  der   die  Kegelspitze   nicht  enthält,   eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  und 

dass   umgekehrt  jede  Ellipse,    Parabel    und  Hyperbel    als    ebner   Schnitt  eines   Rotationskegels 

erhalten  werden  kann;   daher  werden  die  Curven  zweiter  Ordnung  als  Kegelschnitte  bezeichnet. 


U'^  *♦       i    "l    .       .     »  ■  >■ 


/ 


»t        ff  ff 

ff         ff  tf  ff 

yi         ff  »» 
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AT^,    BT^,    BT^    auf;    dieselben    seien    der  Reihe   nach    jPj  =0,    -Pg  =  ^» 

/>/  =  0,    A'  =  o. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Punktpaare  sind  dann 

/>j  .  />jj'  =  0  und  F^  •  P^'  =  0. 
'    I  Multiplicirt  man  sie  mit  zwei  Zahlen  X|  und  Xj  und  addirt,  so  erhält  man 

die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung 
1.  xi  .Pii>a'-f-x2i>2/>i'  =  0. 

Dieser  Gleichung  wird  durch  die  vier  Geraden  ABT^T^  genügt,  denn 
für  die  Coordinaten  von  A  wird  Pj   =  0  und  /,  =0, 

„     B      „      /'j'ssO     ,;      /g' =  0, 

ff        ^2      »>         -*  2     =^  V       II        /g     =  0. 

Man  kann  nun  das  Verhältniss  Xj  :  Xg  immer  so  wählen,  dass  die  Gleichung  1. 
durch  eine  beliebige  fünfte  Gerade  T^  der  Ebene  erfüllt  wird.  Man  bilde  die 
Gleichungen  der  Punkte  P^  und  i'j'i  in  welchen  A  und  B  von  T^  geschnitten 
werden;  dieselben  werden  in  der  Form  erhalten 

2.     ^3  s  a^P^  -h  a^P^  =  0,  3.     P^  =  ^Z'/  -f-  b^P^  =  0. 

Die  Coordinaten  von  T^  erfüllen  die  Gleichungen  2.  und  3.;  also  ist  fiir 
dieselben    a^P^  =  —  a^P^  ,      ^j/^'  =  —  ^2-^2'  • 

Setzt  man  dies  in  1.  ein,  nachdem  man  1.  mit  a^by^   multiplicirt  hat,  und 

dividirt  dann  durch  P^P^y  so  erhält  man 

4.  a^byyL-^  H-  ayb^m^  =  0. 

Wir  können  daher  für  Xj  und  xg  die  Werthe  wählen 

5.  Xi  =  a^b^  I       xj  =  —  öj^i  , 

durch  welche  die  Gleichung  4.  identisch  erfüllt  wird.  Hierdurch  erhalten  wir  die 
verlangte  Gleichung  des  durch  die  fünf  Tangenten  ABT^T^T^  bestimmten  Kegel- 
schnitts 

6.  01^3  •T'iPa' —  ^2^1  •^ai'i' =  0. 

10.  A.*)  Aus  der  in  No.  8  gefundenen  Gleichung  des  durch  fünf  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitts 

1.  a^b^  '  T^T^  —  tfg^i  •  ^2^1'  =  ^ 

können  wir  leicht  die  Gleichungen  zweier  durch  die  Punkte  A  und  B  gehenden 
Geraden  ableiten,  die  sich  in  einem  Punkte  der  Curve  schneiden.    Ist  nämlich 

2.  r  =  \a^T^  -h  \a^T^  =  0 

die  Gleichung  der  durch  A  nach  irgend  einem  Curvenpunkte  P  gezogenen 
Geraden,  so  ist  für  jeden  Punkt  derselben 

Setzt  man  dies  in  die  Curvengleichung  1.  ein,  nachdem  man  dieselbe  mit  Xj 
multiplicirt  hat,  so  erhält  man 

4.  (^2^2^2'  H-  ^l^^l>2^2    =    0. 

Daher  liegen  auf  dem  Kegelschnitte  1.  die  Punkte,  welche  zugleich  2.  und  4. 
genügen,  d.  i.  die  Punkte,  welche  die  Gleichungspaare 

a)     r  =  0    und    ^^2^2  =  Ö» 
b)     r  =  0    und     \^b^T^'  -i-  \yb^T^'  =  0 

*)  Um  den  Dualismus  der  Entwicklungen  in  Punkt-  und  in  Liniencoordinaten  deutlicher 
hervortreten  zu  lassen,  werden  wir  einige  Sätze  so  anordnen,  dass  in  derselben  Nummer  unter  A) 
eine  Entwicklung  in  Punktcoordinaten,  unter  B.  die  entsprechende  Entwicklung  in  Liniencoordinaten 
enthalten  ist.  Will  man  den  Gedankengang  verfolgen,  ohne  abwechselnd  von  Punkt-  auf  Linien- 
coordinaten Überzugehen,  so  hat  man  zunächst  lOA,  11 A,  12A  .  .  .  und  dann  lOB,   IIB,   12B  .  .  . 

&  '  «w  lesen, 

%■■- 
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befüedigen.    Das  erste  Paar  von  Gleichungen  wird  durch  den  Punkt  A  erfüllt, 

den  die  Geraden  T  und  T^  gemein  haben;  das  andere  Paar  von  dem  neuen 

Curvenpunkte  P\  die  Gerade 

5.  T  =  \b^T^'  -f-  Xj^a^a'  =  0, 

die   sich  mit  T  in  einem  Punkte  F  durchschneidet,    geht,    wie  ihre  Gleichung 

lehit,  durch  B^  ist  also  die  gesuchte  Gerade. 

Aendert  man  das  Verhältniss  Xj  :  Xg  stetig,  so  beschreiben  T  und  T  die 
Büschel,  deren  Träger  A  und  B  sind,  und  F  beschreibt  damit  den  ganzen 
Kegelschnitt. 

Die  Gleichungen  2.  und  5.  lehren  (§  6,  10),  dass  die  beiden  Büschel  A  und  B 
projectiv  sind,  und  je  zwei  nach  demselben  Curvenpunkte  gehende  Strahlen  sich 
entsprechen.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Die  Punkte  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  werden  .  von  irgend  zwei  Punkten  der  Curve  aus  durch 
projective  Strahlbüschel  projicirt,  und  zwar  entsprechen  sich  die 
Strahlen,  die  nach  demselben  Curvenpunkte  gehen. 

B.  Aus  der  Gleichung  eine  Curve  zweiter  Klasse,  die  fünf  gegebene  Gerade 
4  B,  Tj,  r^,  r,  berührt 

1.  a^b^  .  F^F^'  —  a^b^  .  F^F^'  =  0, 

findet  man  leicht  die  Gleichung  des  Punktes  der  Geraden  B,  der  mit  einem  ge- 
gebenen Punkte  F  der  Geraden  A  auf  einer  Tangente  der  Curve  liegt. 
Die  Gleichung  von  F  sei 

2.  F  ^  K^iA  -^  Xa^j-Pa  =  0. 

Für  die  Coordinaten  jeder  durch  F  gehenden  Geraden  ist  daher 

Multiplicirt  man  1.  mit  X^  und  setzt  dann  den  Werth  3.  für  Xiö^jP)  ein,  so 
erhält  man 

4.  ^aA  (^2^2 A'  +  K^i^i)  =  0. 

Die   durch  F  gehenden  Tangenten  der  Curve  befriedigen  also  ausser  der 

Gleichung  F=  0  noch  eine  der  Gleichungen  F2  =  0,     Xg^aA'  "^  ^i^i^i'  ==  ^• 
Die  Tangente  durch  F  und  F^  ist  die  gegebene  Gerade  A;  die  neue  durch 
P  gehende  Tangente  verbindet  F  mit  dem  Punkte 

5.  F  ^  y^ib^F^'  H-  Xa^aA'  =  ^ 
der  Geraden  B. 

Aus  den  Gleichungen  2.  und  5.  folgt,  dass  die  Tangenten  der  Curve  zweiter 
Ordnung  die  festen  Tangenten  A  und  B  in  projectiven  Punktreihen  treffen.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  werden  von 
zwei  (oder  mehr)  Tangenten  desselben  in  projektiven  Punktreihen 
geschnitten,  und  zwar  sind  die  Punkte  entsprechend,  welche  auf 
derselben  Tangente  liegen. 

11.  A.  Der  Satz  10  A.,  der  ebenso  wie  ß.  für  die  Curven  zweiter  Ordnung 
von  grösster  Bedeutimg  ist,  lehrt,  wie  man  alle  Punkte  eines  Kegelschnitts 
construiren  kann,  von  dem  fünf  Punkte  gegeben  sind. 

Man  verbinde  zwei  der  gegebenen  fünf  Punkte  A  und  B  mit  den  drei 
übrigen  F^F^F^  durch  die  Strahlen  T^T^T^  bez.  T^T^T^ .  Um  nun  den 
Punkt  des  Kegelschnitts  zu  erhalten,  der  auf  einem  beliebigen  durch  A  gezogenen 
Strahle  T  liegt,  construire  man  durch  B  den  Strahl  7",  für  welchen  die  Doppel- 
verhältnissgleichung gilt:  (T^T^T^T)  =  (T^T^'T^T^),  Der  Schnittpunkt  von 
T  und  T  ist  der  gesuchte  Curvenpunkt.  Lässt  man  T  das  ganze  Büschel  A 
zuriicklegen,  so  bekommt  man  alle  Punkte  der  Curve. 
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Die  Construction  besteht  in  der  Vervollständigung  der  projectiven  Büschel  A 
und  B  und  erfolgt  nach  §  6,  14. 

B.  Der  Satz  10  B.  lehrt,  jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  aus 
fünf  gegebenen  Tangenten  zu  construiren. 

Man  bemerke  die  Schnittpunkte  P^P^P^  bez.  P^P^P^\  welche  drei  von 
den  gegebenen  Tangenten  mit  den  beiden  anderen  A  und  B  haben. 

Um  nun  die  Tangente  des  Kegelschnitts  zu  finden,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Geraden  A  geht,  constnüre  man  auf  B  den  Punkt  P,  für  welchen 
die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  besteht     {P^P^P^P)  =  {P^'P^'P^T). 

Die  Gerade  PP^  ist  die  gesuchte  Tangente. 

Um  alle  Tangenten  der  Curve  zu  erhalten,  hat  man  also  zu  den  sämmtlichen 
Punkten  der  Geraden  A  die  projectiv  entsprechenden  Punkte  der  Geraden  B  zu 
construiren,  und  je  zwei  entsprechende  Punkte  zu  verbinden. 

12.  A.  Nähert  sich  der  Strahl  Tder  Geraden  AB  (Fig.  401)  so  rückt  auch  der 
auf  T  gelegene  Curvenpunkt  P  näher  an  B,  Verschwindet  der  Winkel  zwischen 
T  und  AB^  so  verschwindet  auch  der  Abstand  BP  und  der  durch  B  und  P  gehende 
Strahl  7"  wird  zur  Tangente  der  Curve  im  Punkte  B. 

Diese  Bemerkung  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Tangente  eines  Kegel- 
schnitts in  einem  direkt  gegebenen  oder  durch  Construction  ge- 
fundenen Punkte  desselben  zu  construiren.  Ist  ^  dieser  Punkt,  so  ver- 
binde man  ihn  durch  die  Strahlen  T^T^T^  mit  drei  anderen  bekannten  Punkten 
Ay  Bf  C  der  Curve;  ferner  verbinde  man  A^  B,  C  durch  die  Strahlen  T^'T^'T^* 
mit  einem  vierten  bekannten  Punkte  R  der  Curve.  Hierauf  verbinde  man  H 
mit  Q  'durch  den  Strahl  7"  und  construire  nun  durch  Q  den  Strahl  T^  für  welchen 
{T^7\T^T)  =  (T^T^T^T)\  dann  ist  Tdie  gesuchte  Tangente  der  Curve  in  Q. 

B.  Nähert  sich  der  Punkt  P  (Fig.  402)  dem  Schnittpunkte  5  der  Geraden  A 
und  Bf  so  nimmt  der  Winkel  ab,  den  die  Gerade  B  mit  der  Tangente  -P-P' 
bildet;  verschwindet  die  Strecke  PSy  so  verschwindet  auch  der  Winkel  dieser 
Geraden,  während  doch  ihr  Schnittpunkt  P^  ein  ganz  bestimmter  ist.  Dieser 
Punkt  ist  also  dann  der  Schnittpunkt  zweier  unendlich  naher  Tangenten,  ist 
mithin  der  auf  der  Tangente  B  liegende  Curvenpunkt. 

Dies  lehrt,  den  Punkt  zu  construiren,  in  welchem  ein  Kegelschnitt 
von  einer  direkt  gegebenen  oder  durch  Construction  gefundenen 
Tangente  berührt  wird.  Ist  Q  diese  Tangente,  so  bemerke  man  die  Schnitt- 
punkte P^P^P^  derselben  mit  drei  bekannten  Tangenten  ABC  der  Curve;  femer 
durchschneide  man  ABC  mit  einer  vierten  bekannten  Tangente  R  in  den  Punkten 
P^^P^'P^^  und  bemerke  noch  den  Punkt  P\  in  welchem  Q  und  R  sich  schneiden. 
Construirt  man  nun  auf  Q  den  Punkt  P,  ftir  welchen 

SO  ist  P  der  gesuchte  Berührungspunkt. 

13.  A.  Aufgabe.  Von  einem  Kegelschnitte  sind  fünf  Punkte  ge- 
geben; man  soll  die  Punkte  bestimmen,  in  welchen  er  von  einer 
beliebigen  Geraden  geschnitten  wird. 

Sind  ABP^P^P^  die  gegebenen  Punkte  und  G  die  gegebene  Gerade,  so 
bilde  man  die  Strahlenbüschel  T^T^T^  und  T^T^T^ ,  durch  welche  P^P^P^ 
von  A  und  B  aus  projicirt  werden,  und  bemerke  die  Schnittpunkte  dieser 
Strahlen  mit  G. 

G  werde  von  T^T^T^  in  den  Punkten  R^R^R^,  von  T^T^^T^  in  den 
Punkten  R^R^R^  geschnitten. 
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Construirt  man  nun  zwei  entsprechende  Punkte  R  und  R^  der  beiden  auf 
einander  liegenden  projectiven  Punktreihen,  welche  durch  die  entsprechenden 
Paare  R^R^R^  7^  R^'R^'R^'  bestimmt  sind,  so  sind  die  Strahlen  T  und  T' 
entsprechend,  welche  R  und  R^  von  A  und  B  aus  projiciren,  ihr  Schnittpunkt 
ist  also  ein  Punkt  des  Kegelschnitts. 

Sind  insbesondere  11  und  U^  die  Doppelpunkte  der  beiden  auf  G  liegenden 
projectiven  Punktreihen  (§  6, 19),  so  ist  in  den  Strahlbüscheln  A  und  B 

AU  7,^  Bü,    AU^  7^  ^n^, 

also  sind  11  und  11  ^  die  gesuchten  Schnittpunkte. 

Wir  entnehmen  hieraus  den  Satz:  Wenn  man  die  Punkte  eines 
Kegelschnitts  von  beliebig  vielen  Punkten  dieser  Curve  aus  projicirt, 
und  die  so  entstehenden  projectiven  Strahlbüschel  mit  einer  Geraden 
G  durchschneidet,  so  erhält  man  auf  G  mehrere  projective  Punkt- 
reihen, die  alle  ein  gemeinsames  Paar  selbstentsprechender  Punkte 
haben,  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G^  mit  dem  Kegelschnitte. 

Wenn  G  den  Kegelschnitt  nicht  trifft,  so  haben  die  auf  G  erzeugten  pro- 
jectiven Punktreihen  imaginäre  Doppelpunkte.  In  diesem  Falle  hat  man  diese 
imaginären  Doppelpunkte  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  G  und  des  Kegel- 
schnitts zu  betrachten. 

B.  Aufgabe.  Von  einem  Kegelschnitte  sind  fünf  Tangenten  ge- 
geben. Man  soll  die  Tangenten  bestimmen,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  C  der  Ebene  gehen. 

Werden  zwei  der  gegebenen  Tangenten  A  und  B  von  den  übrigen  drei  in 
den  Punkten  P^F^F^  bez.  F^^F^P^  geschnitten,  verbindet  man  C  mit  F^F^F^ 
bez.  Fi'F^'F^'  durch  die  Strahlen  R^R^R^  bez.  R^^^R^^R^^^  und  construirt  nun 
durch  C  zwei  entsprechende  Strahlen,  R  und  R'  der  durch  die  Paare 

R^R^R^  7^  ^1*^2^3 
bestimmten  projectiven  Strahlbüschel,   so  werden  die  Geraden  A  und  B  von  R 
und  /?'   in  zwei   entsprechenden  Punkte  F  und  F'    der  auf  A  und  B  liegenden 
projectiven  Reihen  F^F^F^  .  .  ys^F^'F^F^'  .  .  geschnitten,  die  Gerade  FF  ist 
daher  eine  Tangente  der  Curve. 

Sind  insbesondere  11  und  Oj  die  Doppelstrahlen  der  beiden  concentrischen 
Strahlbüschel  R  und  R',  so  sind  fl  und  U^  zugleich  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Also  sind  11  und  U^  die  gesuchten  Tangenten. 

Wir  haben  hiemach  den  Satz:  Wenn  die  projectiven  Punktreihen, 
welche  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  auf  beliebig  vielen  festen 
Tangenten  ausschneiden,  von  einem  beliebigen  Punkte  C  der  Ebene 
aus  projicirt  werden,  so  entstehen  mehrere  concentrische  projective 
Strahlbüschel,  die  alle  zwei  selbstentsprechende  Strahlen  haben, 
nämlich  die  Tangenten  des  Kegelschnitts,  die  durch  C  gehen. 

Haben  die  Strahlbüschel  keine  realen  Doppelstrahlen,  so  sind  die  imaginären 
Doppelstrahlen  als  die  (imaginären)  durch  CgehendenCurventangenten  zu  betrachten. 

14.  A.  Aufgabe.  Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  von  welchem 
drei  reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Punkte  gegeben  sind. 

Die  realen  Punkte  seien  ABF^.  Die  imaginären  Punkte  seien  die  Doppel- 
punkte n  und  Hj  zweier  auf  einer  gegebenen  Geraden  G  liegenden,  durch 
drei  Paare  entsprechender  Punkte  R^'R^'R^'  y^  R^"R^"R^"  gegebenen  pro- 
jectiven Punktreihen. 

Wir  verbinden  R^'R^'R^'  mit  irgend  einem  Punkte  C  und  R^"R^"R^"  mit 
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einem  andern  Punkte  X>.     Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Strahlen  dieser 
beiden  Büschel  seien  S^S^S^. 
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(M.  403.) 

Durch  CDS^S^S^  ist  ein  Kegelschnitt  AT^  bestimmt,  der  von  6^  ebenso,  wie 
der  gesuchte  Kegelschnitt  K^  in  den  imaginären  Doppelpunkten  der  auf  G 
liegenden  projectiven  Punktreihen  getroffen  wird. 

Die  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  K  werden  von  den  beiden  Punkten 
A  und  B  aus  in  projectiven  Strahlbüscheln  projicirt,  und  diese  treffen  G  in  zwei 
projectiven  Punktreihen  u  und  «'  mit  den  Doppelpunkten  0  und  11  j .  Von  diesen 
beiden  Punktreihen  sind  ausser  den  Doppelpunkten  noch  die  beiden  entsprechenden 
Punkte  Uq  und  U^  bekannt,  in  welchen  G  von  den  Strahlen  AP^  und  BP^ 
geschnitten  wird. 

Verbindet  man  nun  U^  und  U^  mit  irgend  einem  Punkte  auf  Ä'j,  z.  B. 
mit  JS",  und  construirt  die  Punkte  H  und  /,  in  denen  diese  Geraden  den  Kegel- 
schnitt K^  zum  zweiten  Male  (ausser  E)  treffen,  so  werden  die  Punkte  auf  K^^ 
von  H  und  /  aus  in  zwei  projectiven  Strahlbüscheln  projicirt,  und  diese  schneiden 
auf  der  Geraden  G  zwei  projective  Punktreihen  v  und  z;'  aus,  die  die  Doppel- 
punkte n  und  Oj  und  die  entsprechenden  Punkte  U^  und  U^  haben;  folglich 
sind  diese  Reihen  mit  den  Reihen  u  und  «'  identisch. 

Verbindet  man  nun  noch  S^  mit  H  und  /,  sowie  S^  mit  H  und  I^  und 
durchschneidet  mit  diesen  beiden  Strahlenpaaren  die  Gerade  G  in  U^U^\  U^U^\ 
so  hat  man  damit  zwei  weitere  Paare  entsprechender  Punkte  der  Reihen  u  und  u. 
Zieht  man  AU^  und  B [7^\  sowie  AU2  und  BU^^  so  sind  die  Schnittpunkte 
/j  und  jPg  dieser  beiden  Strahlenpaare  zwei  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Man  hat  nun  im  Ganzen  fünf  reale  Punkte  A^  B^  /q,  /*j,  P^^  und  kann 
daher  den  Kegelschnitt  vervollständigen. 

B.  Aufgabe.  Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  von  welchem  drei 
reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Tangenten  gegeben  sind. 
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Die  realen  Tangenten  seien  A^  B  und  T^^  die  beiden  conjugirt  complexen 
seien  die  Doppelstrahlen  2  und  2^  zweier  concentrischer,  durch  drei  Paare  ent- 
sprechende Strahlen  R^^R^'R^  7^  R^^R^'R^^  gegebener  Strahlbüschel  mit  dem 
Träger  F. 

Durchschneidet  man  die  Strahlen  R^  R^  R^  mit  einer  beliebigen  Geraden 
C  und  die  Strahlen  i?j"  R^^  R^^  mit  einer  andern  Geraden  Z>,  und  verbindet 
die  entsprechenden  Schnittpunkte  durch  die  drei  Geraden  S^^  S2,  S^,  so  ist 
durch  die  fünf  Geraden  CD  S^  S^  S^  ein  Kegelschnitt  K^  bestimmt,  der  ebenso, 
wie  der  gesuchte  Kegelschnitt  K,  die  imaginären  Doppelstrahlen  der  beiden  auf 
r  liegenden  concentrischen  Büschel  zu  Tangenten  hat. 

Die  beiden  Punktreihen,  in  welchen  die  Tangenten  des  gesuchten  Kegel- 
schnittes von  den  Tangenten  A  und  B  getroffen  werden,  werden  von  F  in  zwei 
projectiven  Büscheln  u  und  u!  projicirt,  die  2  und  2^  zu  Doppelstrahlen  haben; 
von  diesen  beiden  Büscheln  sind  die  beiden  entsprechenden  Strahlen  U^  und  Uq 
bekannt,  welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  A  und  B  mit  der  Geraden  Tq 
projidren. 

Durchschneidet  man  nun  Uq  und  Uq  mit  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  K^^ 
z.  B.  mit  5j,  und  bestimmt  die  Tangenten  E  und  F^  welche  von  diesen  Schnitt- 
punkten sich  ausser  S^  noch  an  K^  legen  lassen,  so  werden  auch  die  Tangenten 
des  jÄTj  von  E  und  F  in  zwei  Punktreihen  geschnitten,  die  von  F  aus  in  pro- 
jectiven Strahlbüscheln  v  und  v*  projicirt  werden,  welche  die  Doppelstrahlen  2 
und  2i  haben  und  in  denen  (7^  und  Uq  entsprechende  Strahlen  sind. 
Die  Büschel  v  und  v^  sind  daher  mit  den  Büscheln  u  und  «'  identisch. 
Projicirt  man  von  F  aus  die  Punkte,  in  denen  die  Tangenten  E  und  F  des 
Kegelschnitts  K^  von  den  Tangenten  S^  S^  geschnitten  werden,  so  erhält  man 
zwei  Paare  entsprechender  Strahlen;  diese  treffen  A  und  B  in  zwei  Paar  ent- 
sprechenden Punkten,  deren  Verbindungsgerade  T^  und  T^  zwei  Tangenten  des 
gesuchten  Kegelschnitts  K  sind. 

Man  hat  nun  von  demselben  fünf  reale  Tangenten  A,  B,  T^^  T^^  T^  und 
kann  ihn  daher  ergänzen. 

15.  A.  Alle  Punkte,  von  denen  aus  vier  Punkte  ABCD^  die  nicht 
zu  dreien  auf  derselben  Geraden  liegen,  durch  Strahlen  von  gegebe- 
nem Doppelverhältniss  x  projicirt  werden,  liegen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, der  durch  die  vier  Punkte  geht. 

Es  sei  E  ein  Punkt,  von  dem  aus  die  gegebenen  Punkte  unter  dem  Doppel- 
verhältniss X  projicirt  werden.  Construirt  man  den  Kegelschnitt  K^  der  durch 
ABC  DE  bestimmt  ist,  so  werden  die  Punkte  AB  CD  von  jedem  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  aus  unter  dem  Doppelverhältniss  x  projicirt. 

Liegt  X  nicht  auf  dem  Kegelschnitte  Ä",  so  ziehe  man  XA^  und  durch- 
schneide damit  K  m  Y. 

Angenommen,  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen  X{ABCD)  d.  i.  der 
von  X  nach  A,  B^  C,  D  gezogenen  Strahlen  wäre  x,  so  hätte  man 

X{ABCD)  =  X  =  Y{ABCD), 
also  wären  die  Büschel  X{ABCD)  und  Y{ABCD)  projectiv.  Da  nun  der  Ver- 
bindungsstrahl der  Centren  XY  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die  Büschel 
X{ABCD)  und  Y{ABCD)  perspectiv,  also  liegen  BCD  in  einer  Geraden. 
Dies  widerspricht  der  Voraussetzung,  also  können  die  Punkte  AB  CD  von 
keinem  Punkte  ausserhalb  des  Kegelschnitts  K  unter  dem  Doppelverhältniss  x 
projicirt  werden. 
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B.  Die  Geraden,  welche  vier  feste  Gerade  ABC£>,  von  denen 
nicht  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  in  Punkten  treffen,  die  ein 
gegebenes  Doppelverhältniss  x  haben,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 

Es  sei  £  eine  solche  Gerade.  Construirt  man  den  Kegelschnitt  K,  der  durch 
die  fünf  Tangenten  A,  B,  C,  Z>,  £  bestimmt  ist,  so  schneidet  jede  Tangente 
dieses  Kegelschnitts  die  vier  Geraden  AB  CD  unter  dem  Doppelverhältniss  x. 

Angenommen,  eine  Gerade  X,  die  AT  nicht  berührt,  schneide  ABCD  unter 
dem  Doppelverhältniss  x,  so  lege  man  von  dem  Punkte,  in  welchem  X  von  A 
getroffen  wird,  eine  Tangente  Y  an  K,  Bezeichnet  man  mit  X{ABCD)  das 
Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  dem  X  von  ABCD  getroffen  wird,  so  hat 
man  X{ABCD)  =  x  =  Y{ABCD), 

Die  Punktreihen  X{ABCD)  und  Y{ABCD)  sind  daher  projectiv.  Da  nun 
der  Schnittpunkt  A  der  Geraden  X  und  Y  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die 
beiden  Reihen  perspectiv,  es  gehen  also  die  Geraden  BCD  durch  einen  Punkt. 
Dies  widerspricht  der  Voraussetzung;  also  wird  keine  Gerade,  die  K  nicht  be- 
rührt, von  den  Geraden  ABCD  unter  dem  Doppelverhältniss  x  geschnitten. 

16.  A.  Den  Kegelschnitt,  auf  dem  die  Punkte  liegen,  von  denen 
aus  vier  gegebene  Punkte  ABCD  unter  einem  gegebenen  Doppel- 
verhältniss projicirt  werden,  kann  man  in  folgender  Weise  construiren. 

Soll  das  Doppelverhältniss  x  gleich  dem  von  vier  durch  einen  Punkt  gehen- 
den Strahlen  T^  T^  T^  T^  sein,  so  projicire  man  BCD  von  A  aus  durch  die 
Strahlen  R^R^R^  und  bestimme  nun  durch  A  den  Strahl  R^^  für  welchen 

Hierauf  projicire  man  ACD  von  B  aus  durch  die  Geraden  ^^ '-^3 'i?^',  und 
construire  den  Strahl  R^'  durch  B  so,  dass  {R^'  R^'  R^'  R^')  =  {T^  T^  T^  T^), 

Die  Büschel  R^  R^  R^  R^  und  R^'R^'R^'R^'  haben  dann  beide  das  Doppel- 
verhältniss X,  sind  also  projectiv.  Ergänzt  man  diese  Büschel,  so  schneiden  sich 
die  entsprechenden  Strahlen  in  den  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Ist  M  ein  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  so  ist  M{ABCD)  =  {R^  R^  R^  -^a)» 
also  =  X,  wie  verlangt  war. 

B.  Den  Kegelschnitt,  dessen  Tangenten  vier  gegebene  Gerade 
ABCD  unter  einem  gegebenen  Doppelverhältniss  x  schneiden,  kann 
man  construiren  wie  folgt: 

Das  Doppelverhältniss  x  sei  als  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
R^  R2  ^3  ^A  einer  Geraden  gegeben. 

Man  schneide  mit  A  durch  die  Geraden  B  CD  in  den  Punkten  -^2  ^s  ^4 
und  construire  auf -^  den  Punkt  A?^ ,  für  welchen  (-^^  ^^2-^3-^4)  =  (-^1  ^2  ■^3-^4)- 

Ferner  bemerke  man  auf  B  die  Schnittpunkte  R^'R^R^  ^^  ^^^  Geraden 
ACD  und  bestimmt  den  Punkt  R^',  für  welchen  (R^'R^'R^'RJ  ==  {F^F^P^jP^), 

Ergänzt  man  nun  die  projectiven  Reihen  R^R^R^R^  ^^^d  R^'R^R^^^f 
so  sind  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  entsprechenden  Punkte  die  Tangenten 
des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Ist  M  eine  dieser  Tangenten,  so  ist  in  der  That 

M{ABCD)  =  R^  R^  i?3  i?4,  also  =  x. 

17.  A.  Wenn  die  sechs  Punkte  A,  B^  C,  Z>,  E,  F^  G  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  so  kann  man  zwei  beliebige  von  ihnen  als  Träger  zweier  projectiven 
Büschel  ansehen,  von  denen  entsprechende  Strahlen  sich  in  den  übrigen  vier 
Punkten  schneiden.  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  bilden  also,  ganz  will- 
kürlich angeordnet,  die  Ecken  eines  PASCAL'schen  Sechsecks  (§  6  No.  4);  wir  haben 
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somit  den  nach  seinem  Erfinder  benannten  PASCAL'schen  Satz:  In  jedem  einem 
Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechsecke  liegen  die  drei  Schnitt- 
punkte je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  auf  Punkten  einer 
Geraden.     Diese  Gerade  heisst  die  Pascal' sehe  Gerade  des  Sechsecks. 

Verbindet  man  sechs  Punkte  in  jeder  beliebigen  Anordnung  zu  einem  Sechs- 
ecke und  bedenkt,  dass  es  gleichgültig  ist,  von  welchem  Perimeterpunkte  aus 
man  die  Peripherie  desselben  durchläuft,  und  in  welcher  Richtung  man  sie  durch- 
läuft, so  wird  ersichtlich,  dass  die  61  =  l-2»3-4-5-6  =  720  Permutationen 
der  sechs  Punkte  A  ,  .  F  nur  720  :  12  =  60  verschiedene  Sechsecke  liefern. 

Zu  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts  gehören  daher  60  PASCAL'sche  Gerade. 

B.  Der  BRiANCHON'sche  Satz.  Ist  das  Sechsseit  aß^ösC  einem  Kegel- 
schnitte umschrieben,  so  kann  man  irgend  zwei  Seiten  desselben  als  Träger 
zweier  projectiven  Punktreihen  ansehen,  die  auf  ihnen  von  den  Tangenten  der 
Curve  ausgeschnitten  werden;  in  diesen  Reihen  entsprechen  sich  insbesondere 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  mit  den  übrigen  vier  Seiten  des  Sechsseits. 
Man  kann  daher  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  willkürlicher  Ordnung 
als  die  Seiten  eines  BRiANCHON*schen  Sechsecks  (§  6  No.  4)  ansehen  und  hat 
somit  den  Satz:  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
seite gehen  die  Verbindungsgeraden  gegenüberliegender  Ecken 
durch  einen  Punkt.  Dieser  Punkt  heisst  der  BRiANCHON'sche  Punkt  des 
Sechsseits. 

Sechs  Gerade  lassen  61  =  720  Anordnungen  zu.  Da  es  aber  gleichgültig 
ist,  mit  welcher  Geraden  man  beginnt,  um  den  Perimeter  eines  Sechsseits  zu 
durchlaufen,  sowie  in  welcher  Richtung  man  ihn  durchläuft,  so  ist  die  Anzahl 
der  geometrisch  verschiedenen  Sechsecke  nur  61 :  12  =  60. 

Zu  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gehören  also  60  BRiANCHON'sche  Punkte. 

18.  Mit  Hülfe  des 
PASCAL*schen  und  des 
BwANCHON'schen  Satzes 
kann  man  dieConstruction 
von  Punkten  und  Tangen- 
ten einesKegelsch  nitts  aus 
firnf  gegebenen  Punkten 
bez.  fünf  gegebenen  Tan- 
genten in  leicht  übersicht- 
licher Weise  vornehmen. 

A.  Sind  1  2  3  4  5  die  gegebenen  Punkte 
und  sucht  man'  den  Punkt  x,  der  auf  einer 
durch  5  gezogenen  Geraden  a  liegt,  so  betrachte 
man  12  3  4  5^  als  ein  Sechseck  und  suche 
die  Schnittpunkte  R  und  S  der  gegenüberliegen- 
den Seitenpaare  1  2,  4  5  und  2  3,  a  auf;  dann 
ist  RS  die  PASCAL'sche  Gerade  des  Sechsecks. 
Legt  man  durch  den  Schnitt  Q  der  Geraden  RS 
und  3  4  und  durch  1  eine  Gerade,  so  trifft 
diese  a  in  dem  gesuchten  Punkte  x, 

B.  Sind  fünf  Tangenten  12  3  4  5  gegeben, 
und  sucht  man  die  Tangente  x,  die  durch 
einen  Punkt  a  auf  5   geht,  so  betrachte  man  (M.405,) 
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]  2  3  4  5  ;c  als  ein  Sechseck;  ist  A  die  Gerade  zwischen  den  Punkten,  in  denen 
1  und  2,  sowie  die  gegenüberliegenden  Seiten  4  und  5  sich  schneiden,  femer  B 
die  Gerade  zwischen  dem  Eckpunkte  2,  3  und  der  gegenüberliegenden  Ecke  a, 
so  ist  der  Schnitt  von  A  und  B  der  BRiANCHON'sche  Punkt  des  Sechsecks. 
Legt  man  also  C  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  3,  4,  und  eine  Gerade  durch 
den  Schnitt  C,  1  und  den  Punkt  a,  so  ist  diese  die  gesuchte  Tangente  x. 

19.  A.  Wenn  eine  Seite  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Sechs- 
ecks verschwindend  klein  wird,  so  geht  die  Gerade,  auf  der  sie  liegt,  in  eine 
Tangente  der  Curve  über,  und  die  beiden  unendlich  nahen  Eckpunkte  fallen  in 
den  Berührungspunkt  dieser  Tangente.  Der  PASCAL'sche  Satz  erhält  für  diesen 
Fall  folgende  Aenderung:  Die  Schnittpunkte  der  1.  und  3.,  sowie  der  2. 
und  4.  Seite  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Fünfecks 
liegen  mit  dem  Schnittpunkte  der  5.  Seite  und  der  Tangente  in  dem 
dieser  Seite  gegenüberliegenden  Eckpunkte  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  lehrt,  die  Tangente  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu 
construiren,  wenn  noch  ausserdem  vier  Punkte  desselben  bekannt  sind. 

Sind  die  Punkte  12  3  4  5  gegeben, 
und  sucht  man  die  Tangente  in  1,  so 
bestimme  man  den  Schnitt  A  der  Ge- 
raden 1  5  und  2  3,  sowie  den  Schnitt  B 
der  Geraden  1  2  und  4  5,  ziehe  AB  und 
verbinde  den  Schnitt  C  dieser  Geraden 
und  der  Geraden  3  4  mit  dem  Punkte  1. 
Dann  ist  AC  die  gesuchte  Tangente. 

B.    Wenn   zwei   Seiten   eines   einem 
Kegelschnitte   umschriebenen  Sechsseits 
unendlich  nahe  benachbart  sind,  so  gehen 
^  ^^-^  sie  in  eine  einzige  Tangente  über  und  der 

ihnen  gemeinsame  Eckpunkt  wird  der  Berührungspunkt  dieser  Tangente.  Der 
BRiANCHON'sche  Satz  liefert  uns  nun:  In  einem  einer  Curve  zweiter 
Ordnung  umschriebenen  Fünfseite  gehl  die  Gerade,  welche  den 
Schnitt  der  Seiten  1  und  2  mit  dem  Schnitt  von  4  und  5  verbindet 
und  die  Gerade,  die  den  Schnitt  1,  5  mit  dem  Schnitt  2,  3  verbindet, 
mit  der  Geraden,  die  den  Berührungspunkt  der  Seite  1  mit  dem 
Schnitt  der  Seiten  3  und  4  verbindet,  durch  einen  Punkt. 

Man  sieht  hieraus,  wie  man  den  Berührungspunkt 
auf  einer  Tangente  einer  Curve  zweiter  Klasse  be- 
stimmen kann,  wenn  man  noch  ausserdem  vier 
Tangenten  kennt. 

Sind  nämlich  die  Tangenten  12  3  4  5  gegeben, 
und  sucht  man  den  Berührungspunkt  der  Tangente  1, 
so  bestimme  man  die  Gerade  A^  welche  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  1  und  5  mit  dem  Schnittpunkt 
von  2  und  3  verbindet;  femer  die  Gerade  B^  die 
den  Schnitt  von  1  und  2  mit  dem  Schnitt  von  4 
(M.  407.)  und  5  verbindet,  und  ziehe  femer  eine  Gerade  C 

durch  den  Schnitt  von  3  und  4  und  den  von  A  und  B,  Der  Schnitt  von  C 
und  1  ist  der  gesuchte  Tangentialpunkt. 

20.  A.     Der  Satz   19  A    lehrt    die    Construction    eines  Kegelschnitts, 
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wenn  vier  Punkte    und   die   Tangente   in    einem    derselben   gegeben 
sind 

Sind  die  Punkte  12  3  4  und  die  Tangente  in  1  gegeben  (Fig.  406),  und  sucht 
man  den  Punkt  5  der  Curve,  der  auf  einer  durch  1  gezogenen  Geraden  liegt,  so  - 
bestimme  man  den  Schnitt  A  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  2  3 ;  den  Schnitt 
C  der  Geraden  4  3  und  der  Tangente  in  1,  und  den  Schnitt  B  der  Geraden  1  2 
und  der  Geraden  AC.  Zieht  man  nun  B  4,  so  durchschneidet  diese  Gerade  die 
durch  1  gezogene  in  dem  gesuchten  Curvenpunkte  5. 

B.  Der  Satz  19  B  lehrt  die  Construction  der  Tangenten  einer  Curve 
zweiten  Grades,  wenn  vier  Tangenten  und  der  Tangentialpunkt  auf 
einer  derselben  gegeben  sind. 

Smd  die  Tangenten  12  3  4,  sowie  der  Tangentialpunkt  F  auf  1  gegeben, 
(Fig.  407)  und  sucht  man  die  von  einem  Punkte  a  der  Geraden  1  ausgehende  Curven- 
tangente,  so  ziehe  man  die  Gerade  A^  welche  a  mit  dem  Schnitt  von  2  und  3 
verbindet;  femer  die  Gerade  C,  welche  den  Schnitt  von  3  und  4  mit  dem 
Tangentialpunkte  P  verbindet;  und  verbinde  dann  den  Schnitt  von  1  und  2  mit 
dem  Schnitt  von  A  und  C  durch  eine  Gerade  B.  Verbindet  man  den  Schnitt 
von  B  und  4  mit  a,  so  ist  diese  Gerade  die  gesuchte  Tangente  5. 

21.  A.  Wenn  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines  eingeschriebenen  Sechs- 
ecks verschwinden,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Schnitt  der  ersten  und 
dritten  Seite  und  der  Schnitt  der  zweiten  und  vierten  Seite  eines 
einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Vierecks  liegt  mit  den  Schnitten 
je  zweier  Tangenten  in  den  gegenüberliegenden  Ecken  auf  einer 
Geraden. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  auf  Grund  dieses  Satzes  die  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts construiren  kann,  von  dem  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien 
derselben  gegeben  sind. 

Sind  ACD  die  gegebenen  Punkte,  sowie  a  und 
ß  die  Tangenten  in  A  und  C,  und  sucht  man  den 
auf  7  liegenden  Curvenpunkt  B,  so  ziehe  man  7", 
durchschneide  T  mit  AD  und  lege  durch  diesen 
Schnittpunkt  und  durch  C  eine  Gerade;  diese 
trifil  7  in  dem  gesuchten  Punkte. 

B.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  umschriebenen 
Sechsseits  und  die  beiden  gegenüberliegenden 
zusammenfallen,  so  liefert  die  Anwendung  des 
Brianchon' sehen  Satzes :  DieDiagonaleneines 
einem  Kegelschnitt   umschriebenen  Vier-  ^-  ^^-^ 

seits  und  die  Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte  gegenüber- 
liegender Seiten  gehen  durch  einen  Punkt. 

Man  kann  in  leicht  ersichtlicher  Weise  auf  Grund  dieses  Satzes  die  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  construiren,  von  dem  drei  Tangenten  und  die  Berührungs- 
punkte auf  zweien  derselben  gegeben  sind. 

22.  Wenn  drei  abwechselnde  Seiten  eines  Sehnensechsecks  verschwinden,  so 
eibält  man:  Die  Seiten  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Dreiecks  werden  von  den  Tangenten  in  den  gegenüberliegenden 
Ecken  in  Punkten  geschnitten,  die  auf  einer  Geraden  liegen. 

Hiemach  erhält  man  die  Tangente  in  einem  Curvenpunkte,  wenn  zwei 
andere  Punkte  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  bekannt  sind;  ebenso  erhält 
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man  durch  diesen  Satz  den  Tangentialpunkt,  der  auf  einer  gegebenen  Tangente 
liegt,  wenn  ausserdem  zwei  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  bekannt  sind 
Die  entsprechende  Umgestaltung  eines  Tangentensechsseits  führt  auf  denselben 
Satz. 

§  12.   Homogene  Coordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden. 

1.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  neuen  Coordinatenbestimmung,  den  homo- 
genen Coordinaten.  Die  homogenen  Coordinaten  sind,  wie  wir  bald  sehen 
werden,  ebenso  anschaulich  wie  die  Parallelcoordinaten  und  haben  vor  diesen 
den  Vorzug  voraus,  dass  die  anal)^schen  Entwicklungen  und  Formeln  in  homo- 
genen Coordinaten,  insbesondere  bei  Problemen  allgemeinerer  Art,  einen  höheren 
Grad  von  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  besitzen,  und  dadurch  zur  Ab- 
leitung geometrischer  Sätze  besser  geeignet  sind,  als  bei  Anwendung  von 
Parallelcoordinaten. 

Wir  werden  drei  Bestimmungsstücke  —  Coordinaten  —  des  Punktes  und  der 
Geraden  benutzen.  Da  in  der  Ebene  die  Lage  eines  Punktes  und  einer  Geraden 
durch  zwei  Stücke  bestimmt  ist,  so  muss  sich  aus  zweien  der  drei  homogenen 
Coordinaten  die  dritte  berechnen  lassen;  zwischen  den  drei  homogenen 
Coordinaten  eines  Punktes  und  einer  Geraden  besteht  also  eine 
Gleichung,  durch  die  man  dann  wieder  eine  derselben,  wenn  erwünscht, 
eliminiren  kann. 

Wir  werden  die  Coordinaten  so  wählen,  dass  diese  Gleichung  eine  lineare  ist 

Es  zeigt  sich  leicht,  dass  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  jede  Gleichung  in 
homogenen  Coordinaten  in  eine  homogene  Gleichung  zu  transformiren,  d.  i. 
in  eine  Gleichung,  deren  Glieder  gleich  viele  veränderliche  Faktoren  enthalten; 
und  in  der  Möglichkeit  liegt  der  wesentliche  Vorzug  der  homogenen  Coordinaten. 

Ehe  wir  zur  Aufstellung  dieser  Coordinaten  vorschreiten,  schicken  wir  einige 
Bemerkungen  über  das  Vorzeichen  von  Dreiecksflächen  voraus,  die  sich  an 
§  5,  5  anschliessen. 

2.  Wen^j  zwei  Gerade  sich  in  einem  Punkte  O  schneiden  und  auf 
der  einen  Geraden  zwei  Punkte -4  und^,  auf  der  andern  zwei  Punkte 
C  und  D  liegen,  so  ist: 

OAC       OA     PC 

OBD  "  OB'  OD' 
Beweis.  Aus  den  Elementen  ist  bekannt,  dass 
dieser  Satz  richtig  ist,  wenn  man  die  beiden  Dreiecks- 
flächen sowie  die  vier  Strecken  alle  positiv  rechnet 
Wir  haben  also  noch  nachzuweisen,  dass  die  Gleichnug 
richtig  bleibt,  wenn  auf  die  Vorzeichen  Rücksicht 
genommen  wird. 

a)  Liegen  die  Punkte  A  und  B^  sowie  die  Punkte 
C  und  D  auf  derselben  Seite  von  (9,  so  haben  die 
Flächen  OAC  und  OBD  dasselbe  Zeichen,  es  ist 
daher  jeder  dei  drei  Quotienten  OAC  :  OBD^ 
OA  :  OB,  OC  :  OD  positiv,  und  somit  die  Gleichung 
l,  auch  hinsichtlich  des  Vorzeichens  richtig. 

b)  Liegen  die  Punkte  A  und  B,  sowie  die  Punkte 
C  und  D  auf  verschiedenen  Seiten  von  O,  so  sind 

(M.4ia)  di^  Dreiecke  OAC  und  OBD  gleichen  Sinnes,  der 


(M.  409.) 
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Quotient  OAC:  OBD  ist  also  positiv.  Die  Strecken  OA  und  OB^  sowie  OC 
und  OD  sind  aber  ungleichen  Sinnes,  und  daher  die  beiden  Quotienten  OA  :  OB 
und  0C\  OD  negativ,  ihr  Produkt  also  wieder  positiv;  die  Gleichung  1.  ist  daher 
auch  in  diesem  Falle  gültig. 

c)  Liegen  die  Punkte  eines  der  beiden  Paare  AB  und 
CD^  z.  B.  die  des  Paares  AB,  auf  derselben  Seite  von 
0^  die  des  andern  Paares  auf  verschiedenen  Seiten,  so 
ist  einer  der  Quotienten  OAiOB  und  OC\OD  positiv,  der 
andere  negativ.  Die  beiden  Dreiecke  OAC  und  OBD  sind 
in  diesem  Falle  ungleichen  Sinnes,  ihr  Quotient  also  negativ. 
Beide  Seiten  der  Gleichung  1.  haben  also  jetzt  das  negative 
Zeichen.  (M.  411.) 

Somit  stimmen  für  jede  Lage  der  Punkte  AB  CD  der 
Quotient  OAC\  OBD  und  das  Produkt  {OA  :  OB)  {pC\  OD)  auch  rücksichtlich 
der  Vorzeichen  überein. 

3.  Für  vier  Punkte  der  Ebene  gilt  die  Gleichung: 

ABC  —  BCD  H-  CDA  —  DAB  =  0. 
Beweis,  a)  Liegt  einer  der  Punkte  im  Dreieck  der  drei  anderen,  z.  B.  D 
im  Dreieck  ABC,  so  haben  die  Dreiecke  ABC  und  DBC  dasselbe  Zeichen,  und 
ebenso  die  Dreiecke  BCA  und  DCA,  sowie  CAB  und  DAB,  Da  nun 
ABC  =  BCA  =  CAB,  so  haben  die  vier  Dreiecke  ABC,  DBC,  DCA,  DAB 
dasselbe  Zeichen.     Da  nun  für  die  absoluten  Werthe  die  Gleichung  gilt 

1.  ABC  =  DAB  4-  DBC  -H  DCA, 

so  gilt  diese  Gleichung  auch  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Flächen. 

Bemerkt  man,  dass  DBC  =i  BCD,    DCA  =  —  CDA,  so  erhält  man  aus  L 

2.  ABC  —  BCD  -f-  CDA  —  DAB  =  0. 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  die  Gleichung  auch  fär  jede  andere  Reihen- 
folge der  Punkte  AB  CD  gilt. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Formeln  gelten: 

3.  BCD   —  CDA  -h  DAB  —  ABC   =  0, 

4.  CDA   —  DAB  -+-  ABC   —  BCD  =  0, 

5.  DAB  —  ABC  4-  BCD  —  CDA  ==  0. 
Wenn   also   die  Formel   2.   für  eine  Reihenfolge  der 

vier  Punkte  erwiesen  ist,  so  gilt  sie  auch  für  jede  cyklische 
Permutation  der  Reihe.    Kehrt  man  in  2.,  3.,  4.  die  Buch-  ^' 
stabenfolge  um,  macht  also  die  Anordnungen  (M.412) 

DCBA,    ADCB,    BADC,    CBAD, 
so  wechseln  sämmtliche  Flächen  den  Sinn,  also  bleibt  die  behauptete  Gleichung 
auch  für  diese  Permutationen  richtig. 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  sie  auch  für  die  Anordnungen  ABDC 
und  ACDB  gilt;  denn  aus  diesem  gehen  alle  übrigen  durch  cyklische  Ver- 
tauschung und  Umkehrung  hervor. 

Da  ABD  =  DAB,  BDC^^--  BCD,  DCA  =  --  CDA,  CAB  =  ABC, 
so  folgt  aus  2.  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  und  Wechsel  der  Vorzeichen 

6.  ABD  —  BDC  -+-  DCA  —  CAB  =  0. 
Die  Gleichung  gilt  also  auch  für  die  Reihenfolge  AB  CD, 
Bemerkt  man  weiter,  dass 

AGB  =  —  ABC,  CBD  =  —  BCD,  BDA  =  DAB,  DAC  =  CDA, 
80  folgt  aus  2. 
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7.  ACB  —  CBD  -h  BDA  —  DAC  =  0; 

somit  gilt  die  Gleichung  auch  fiir  die  Anordnung  ACBD, 

Wenn  also  einer  von  den  vier  Punkten  AB  CD  im  Dreieck  der  drei  anderen 
liegt,  so  gilt  die  Formel  ABC  --  BCD  -\-  CDA  —  DAB  =  Q,  gleichgültig, 
in  welcher  Reihenfolge  man  die  Punkte  mit  A,  By  C  und  D  bezeichnet  hat. 

b)  Liegt  nicht  einer  der  vier  Punkte  im  Dreiecke  der  drei  andern,  so  bilden 
sie  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  die  Ecken  eines  Vierecks  mit  lauter  concaven 
Winkeln.    Ist  AB  CD  eine  solche  Reihenfolge,  so  gilt  zunächst  für  die  absoluten 

^  Werthe  der  Dreiecke  die  Gleichung: 

8.  ABC  H-  ACD  =  ABD  -h  BCD, 

Da  B  und  D  auf  verschiedenen  Seiten  von  AC  liegen, 
so  sind  ABC  und  ADC  ungleichen  Sinnes,  mithin  ABC 
und  ACD  gleichen  Sinnes;  da  femer  B  und  C  auf  der- 
selbeii  Seite  von  AD  liegen,  so  sind  ACD  und  ABD 
gleichen  Sinnes;  und  da  endlich  A  und  D  auf  derselben 
(M.41S.)  Seite  von  BC  liegen,  so  sind  ABC  und  DBC,  also  auch 

ABC  und  BCDf  gleichen  Sinnes;  es  sind  also  alle  vier 
Dreiecke  ABC,  ACD,  ABD  und  BCD  gleichen  Sinnes,  und  die  Formel  8. 
gilt  daher  auch  in  Rücksicht  auf  die  Vorzeichen. 

Bemerkt  man  nun,  dass  ACD  =  CDA^    ABD  =  DABy  so  folgt  aus  8. 

9.  ABC  —  BCD  -h  CDA  —  DAB  =  0. 

Die  allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  fiir  jede  Permutation  der  Buchstaben 
AB  CD  wird  nun  anschliessend  an  9.  ebenso  bewiesen,  wie  in  a). 

Für  jede  Lage  von  vier  Punkten  AB  CD  einer  Ebene  und  fiir  jede  Reihen- 
folge der  Punkte  gilt  also  die  Gleichung  der  Flächen 

ABC  —  BCD  -h  CDA  —  DAB  =  0. 

Beachtet  man,  dass  BCD  =  DBC,  CDA  =  —  DCA,  so  kann  man 
hieraus  noch  die  bemerkens>yerthe  Formel  ziehen: 

10.  DAB  -f-  DBC  -h  DCA  =  ABC 

4.  Als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene  verwenden 
wir  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  A^A^A^. 
Das  Dreieck  heisst  das  Coordinatendreieck,  die  Geraden  A^A^y  A^A^y  A^A^ 
werden  als  die  Achsen  bezeichnet.  Die  Abstände  eines  Punktes  B  von  den  drei 
Achsen  A^A^y  A^A^y  -^1^2  werden  mit  x^y  x^y  x^  bezeichnet. 

Wir  rechnen  x^  positiv,  wenn  P  und 
A^  auf  derselben  Seite  von  A^A^  liegen, 
im  Gegenfalle  negativ,  und  ebenso  fiir 
die  andern  Coordinaten. 

Rechnen  wir  das  Dreieck  A^A^A^ 
positiv  und  die  Strecken  A^A^  =  g^y 
A^A^  -=^ g^y  A^A^  =  g^  ebenfalls  posi- 
tiv, so  ist,  wenn  ik  eines  der  Paare  I  2, 
2  3,  3  1  und  ik/  eine  Permutation  von 
12  3  bezeichnet,  das  Dreieck  PAiAk 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  Xi  po- 
sitiv oder  negativ  ist;  also  ist  auch  rück- 
(M.  414.)  sichtlich  des  Zeichens 
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i  A^  gilt  die  Gleichung  No.  3,  10: 

AjA^  -^  PA,A,   =  A^AJAy 

1.  ein  und  setzt  A^A^A^  ^  i,  so  erhält  man 

-  Si^i  ■+■  gi^i  =  2A. 

laten  der  Eckpunkte  A^A^A^   mit  A,,  h^,  h^, 

ch  2A,  und  bemerkt  dass  ^t :  2A  ^  1  :  hi,,  so 

A,  A, 

lg,  die  drei  Strecken  erfüllen  müssen,  wenn  sie 
:s  Punktes  sein  sollen. 

;  Gleichung  wten  Grades  zwischen  den  Coordi- 
it  die  Anzahl  der  veränderlichen  Faktoren  eines 
als  der  Grad  n,  so  muldpÜcire  man  dies  Glied 
.ktor 


;  eine  Folge  von  Gliedern  «ten  Grades  hervor. 
Gliedern  der  Gleichung,   die  nicht  «ten  Grades 
ung  aller  Klammem  lauter  Glieder  «ten  Grades, 
neGleichungdurch  einehomogene  ersetzt, 
n  Systeme  zu  einem  rechtwinkeligen  überzugehen 
Gleichungen  der  Achsen  des  homogenen  Systems 
in  Normalform  gegeben  an;  dieselben  seien 
ry,  ■*  +  «■«?,  ._,.  —  rf,   =  0, 
cpj  ■  j:  +  sin<^^-y  —  d^  =  0, 
!f3-x  +  ««93  ._y  —  rfj  =  0. 


•Sfj-x  —  sin  ip,  -y  +  ä^; 

leichungen  das  Vorzeichen  +  oder  —  zu  wählen, 

nogene  Coordinate  des  Nullpunkts  positiv  oder 

ionsformeln  für  Punktcoordinaten  zum  Ueber- 

;in  rechtwinkeliges  Coordinatensystem. 

»en  1.,  z,  B,  die  erste  und  zweite,  nach  x  undy 

onsformeln  zum  Ueb ergange  aus  einem  recht- 

tem;  dieselben  haben  die  Gestalt: 

«i*i   +  Mi  +  T. 

rd   eingeführt,   indem  man  entweder  die  linken 
macht  {No.  4),  oder  indem  man  die  Curven- 

>n  homogen  macht. 

bergänge    hat   man   also   die   Coordinaten   des 

neare  Functionen    der  Coordinaten    des  neuen 

erhält  man  Gleichungen  in  den  neuen  Coordi- 
;  sind,   wie  die  Gleichungen  im  ursprünglichen 

Durch  Transformation  aus  einem  recht- 
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winkeligen  in  ein  homogenes  System  und  umgekehrt,  —  und  ebenso 
durch  Transformation  aus  einem  rechtwinkeligen  in  ein  anderes 
rechtwinkeliges  oder  in  ein  schiefwinkeliges  und  umgekehrt  —  wird 
der  Grad  einer  Curvengleichung  nicht  geändert. 

6.  Als  homogene  Coordinaten  einer  Geraden  wollen  wir  die  Abstände 
der  Geraden  von  den  Ecken  des  Achsendreiecks,  jeden  dividirt  durch  den  Ab- 
stand der  Geraden  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte,  verstehen. 

Ist  C  der  feste  Punkt  und  r  der  Abstand  einer  Geraden  T  vom  Punkte  C, 
rp  sind  femer  r^,  r^,  r^  die  Abstände  der 

Geraden  T  von  den  Eckpunkten  A^,  A^, 
A^  des  Achsendreiecks,  so  sind 


«3  = 


(M.  415.) 


die  Coordinaten  von  T. 

Die  Coordinate  Uk  wird  positiv  oder 
negativ  gerechnet,  je  nachdem  Ak  und  C 
auf  derselben  Seite  von  T  liegen,  oder 
nicht. 

Liegt  C  im  Innern  des  Achsendrei- 
ecks,  so  sind  bei  den  Geraden,  die  das 
Coordinatendreieck  nicht  schneiden,  alle 
drei   Coordinaten   positiv;    die  Geraden, 
welche     das    Achsendreieck    schneiden, 
haben  eine  oder  zwei  Coordinaten  negativ. 
Sind  p^,  p2>  ps  die  Coordinaten  des 
Punktes  C  (d.  i.  die  Abstände  von  den  drei  Achsen 
A^A^j    A^Ai,   A^Aq)»  so  sind  die  Coordinaten  von 


-^a-^8 


A^A^ 


u.  = 


2 


u. 


Pi 
=  0, 


2  =  0, 

P2 


U 


«2    = 


A^A 


2 


u.   =0,      «j  =  0, 


«8    =   0, 
«8    =    0, 


«8    = 


Ps 


Sind  Q^j  Q^f  Q^  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
T  mit  den  Geraden  A^C,  A^C,  A^Cy  so  ist 


2  ' 


A^Q 


3 


CQ, 


=  — =^  =  », 


Hieraus  folgt  weiter 

CA^  _CQ^-A^Q^  ^  1  _^iQi 


3. 


CGi 


CA 


2 


\y  A*  \^  Ai 


4. 


CQ^  CQ, 

Femer  hat  man: 

\^  A  \Aa 

Nun  ist  CA^A^  =  \g%^zy  daher 
Ebenso  findet  man 


=    1    —   «2» 


=    1    —   « 


1  » 


CA. 

cq\ 


=  1  —  « 


3 


=  (i_«,)(i_«,). 


^jPs 


"i)  (1  —  «»)  ■ 
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d.     c;y,tf8  -  2  *(l-«i)a~«2)'      ^^3^^  ■"  2*  (l-«3)(l-«l)• 
Nun  ist  bekanntlich   CQ^Q^  -4-  ^02^8  "•"  ^ösöi  =  0. 
Setzt  man  hier  die  Werthe  4.  und  5.  ein,  so  erhält  man  nach  Muldplication 

mit2(l— «J(l-«8)(1-«,) 

oder  nach  Auflösung  der  Klammem: 

^iPi«i  H-  ^aP2»a  -^  ^8P8»8  =  ^i9i  -+-^«P2  ^-^8P8- 
Ersetzt  man  die  rechte  Seite  durch  2^,  dividirt  dann  rechts  und  links  durch 

2A  und  bemerkt,  dass  ^^ :  2A  =  1  i^jt,  so  entsteht  schliesslich 

^-  Jt^  ""^  ^  A,""^  -^  A^""^  ^  ^' 

Dieser  linearen  Gleichung  genügen  also  die  drei  Coordinaten  jeder  Geraden; 
mid  umgekehrt:  Wenn  drei  Zahlen  u^,  u^,  u^  dieser  Gleichung  genügen,  so  sind 
sie  die  Coordinaten  einer  Geraden. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  6.  kann  man  jede  nicht  homogene  Gleichung  der 
Liniencoordinaten  u^^  u^,  u^  homogen  machen.  Ist  n  der  Grad  der  Gleichung  und 
ist  die  Anzahl  der  veränderlichen  Faktoren  eines  Gliedes  um  6  Einheiten  kleiner 
als  if,  so  muldplicire  man  das  Glied  mit  dem  der  Einheit  gleichen  Faktor 

Hierdurch  gehen  aus  dem  Gliede  eine  Reihe  von  Gliedern  vom  Grade  n 
hervor.  Verfahrt  man  so  mit  allen  Gliedern  der  Gleichung,  die  den  Grad  n 
nicht  erreichen,  so  geht  aus  der  gegebenen  Gleichung  eine  neue  hervor,  deren 
Glieder  sämmtlich  den  Grad  n  haben,  also  ist  die  neue  Gleichung  homogen. 

7.  Sind  x^y^,  ^%y%y  *8>'3»  ^^  ^^^  Coordinaten  der  Punkte  A^A^A^C  in 
Bezog  auf  ein  rechtwinkeliges  System  und  uv  die  Coordinaten  einer  Geraden  T 
in  diesem  System,  so  sind  die  Abstände  der  Punkte  A^^A^A^C  von  T  bekanntlich 
^    ^x^u-^y^v—l         ^    ^  x^u-hy^v—1         ^    ^  Xj^u-hy^v—l 

lu-h-nv — 1 
f  = . 

Hieraus  ergeben  sich  die  homogenen  Coordinaten  von  T  zu : 

r,       x.u-hy*v — 1 

*  r  iu-^r^v —  1   ' 
r,        x^u  -i-y^v  —  1 

*  r  iu-hr^v  —  1  * 

^    ^  ^8  _^3«-^J^8^— 1 
'  r  iu-hr^v —  1   ' 

Eine  homogene  Gleichung  »ten  Grades  in  homogenen  Liniencoordinaten 
kann  mit  Hülfe  dieser  Transformationsformeln  in  eine  Gleichung  in  gewöhn- 
lichen Liniencoordinaten  transformirt  werden.  Jedes  Glied  der  transformirten 
Glcichimg  enthält  den  Divisor  (lu-hriv — 1)*.  Lässt  man  diesen  gemeiq|^en 
Divisor  aller  Glieder  weg,  so  bleibt  eine  (im  Allgemeinen  nicht  homogene) 
Gleichung  »ten  Grades  in  u  und  v. 

Um  aus  einem  gewöhnlichen  System  zu  einem  homogenen  überzugehen, 
lösen  wir  zwei  der  Gleichungen  2.,  z.  B.  die  erste  und  zweite,  nach  u  und  v  auf. 
Wir  erhalten  u^  {iu-^riv — 1)  =  Xy^u  -^ y^v  —  1, 

»2  (?«-+■  Tjz;  —  1)  =  x^u  -+-  y^v  —  1 , 
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V 


und  hieraus  {iu^  —  x^)  u  -h  (riu^  — y^)  v  =  u^  —  1 , 

($«3  —  jr^)«  4-  (t)«2  — >'2)^  =  «2  —  1  • 
Dieses  System  hat  die  Auflösungen  u  =  R^\  R^    v  ^^  R^\  R^  wenn  /?,  J^^»  -^9 
die  Determinanten  bedeuten: 


R  = 


%u^  —  X 


1  >     TQ«i  —-Vi 

2»       T^«2  — -V» 


-^.     = 


^2    = 


5^3   —  X^  p 


«l  —  1  , 
«2  —  1, 

»1  —  1 

«2  —  1 


^«1  —yi 

TQ«2  —-Ha 


—  s 


«1 

u, 


Die  erste  zerfallt  in 

5«i,         7)«i 
E«2»        TQ«2 

726  — T)^2» 

Die  zweite  und  dritte  geben 


yi 
y^ 


X, 


u 


2 


^1   i'l 

^2      ^'2 


». 


^1 


^'2 


«1,      Tf)«i 
7/3,     TJ«2 

s«l ,  «1 


—  H 


«1   J'l 

«2       ^2 
«1      1 

Wo      1 


1     «j 

1         «Q 


^1         «1 

X^     «2 


JC, 


2 


1 
1 


«1 


«. 


y\—-^f 

>'2  — ^' 

^2  — s,  »2 


+ 

1^1 
1>. 

1  *1 

1    Xj 

Rechnet  man  diese  Determinanten  aus,  so  erhält  man  schliesslich 

(^2  —  -^)  «1  —  (^1  —  T^i)  «2  -+-  (^'i  —  ^2) 


u   = 


3. 


{^y 


2  —  ^2^)  «1  —  (Sj'l  —  -^l^)  «2   —  (•^l.>'2  —  ^2J'l)  ' 
(^2  —  TQ)  «1  —  (-^1  —  Ö  «2  ^-  (-^1  —  ^2) 


(5^2  —  -^2^)  «1  —  (s^'i  —  ^itq)  «2  —  (•^i-V2  —  ^^yi) ' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  eine  Gleichung  n  ten  Grades  ein  und  multiplicirt 

die  Gleichung  alsdann  mit  [{iy2  — -^2^)^'!  —  (^-Vi  — •^i^)^2  —  (^iJ'a  — •^aJ'i)]*' 
so  erhält  man  eine  ganze  Function  «ten  Grades  von  u^  und  «3  ;  man  kann 
dieselbe  in  der  in  No.  6  angegebenen  Weise  homogen  machen  und  führt  dabei 
die  dritte  Coordinate  «g  ein. 

Bei    der  Transformation    einer  Gleichung    in  Liniencoordinaten    aus   einem 

rechtwinkeligen  System  in  ein  homogenes  und  umge- 
kehrt ändert  sich  also  der  Grad  der  Gleichung  nicht. 
8.  Wenn  eine  Gerade  T  auf  den  Achsen  ^^^z 
und  yl^A^   die  Spuren  S^  und  »Sg  hat,  so  ist 


1. 


3      2    •   ■"1*^0     ~^'    ^3    •   ^1     ~~"    «s    •   "^1  > 
^Z^\    •  -^2*^1     ^^    ''s    •  ^^2    =^    ^3   •  ^2  • 


2. 


3. 


Die   Coordinaten  von  5^  seien  x^x^^x^'^   so  ist 
^j'  =  0;  für  X2    und  JCg'  hat  man  die  Proportionen 

x^   :  ^2  ^^  -^a*^i  •  ^1^2  f 
Hieraus  folgt 
(A^S,  +  S,A,)  =  1  :  (1  -  ^)  =  «8  :  («8  -  «2) » 

(^2^1 +^1^3)=!  :(l  -^)  =  «2:(«2-«3)- 

Sind  ferner  x^'^x^'x^"  die  Coordinaten  von  S^,  so  ist  ^^2"  =  Ö»  ^^^  für  jt^ 

•^1     •  '^1  ^^  ^3^2  •  A^A^ 

•^3      •  ^8  ^^^^  '^l*~^2  •  A^A^  , 


(M.  417.) 


// 


X 


>73    =  ^2*^1 


und  jTg  hat  man 


woraus  folgt 


nünaten  des  Punktes  und  dei  Geraden. 
-5,^,)-l:(l-^j-«,:C»,-.,). 


5,  und  5, 

ergeben  sich  hiemach  zu: 

.  ',■ 

=  =7^-- 

,  V  =  o 

•     ■*»" 

u,  —  w. 

Seraden  3", 

und  theilt  er  die  Strecke  5,5,  im 

loordinaten 

von  J» 

X,x,-  +  X, 

,Xf" 

^*,'  +  Vi' 

X,  +  X, 

"^s   ~         i,  +  i, 

'*,'*,'  ,      Xj 

"Xj'x-j 

"  ein,  so  erhält  man 

ä— ,      also 

«1  X,  +  X,     »,  —  «s       *' 

für  Xj  :  (X,  -1-  Xj)  und  X, :  (X,  +  X,)  aus  5.  und 


redudit  auf  Null  und  ordnet, 


gefunden:  Wenn  ein  Punkt  P  und  eine 
i.  wenn  der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt),  so 
.  Punktes  und  der  Geraden  die  Gleichung 

^u,x,  +  j-u,x,  =  0. 

ISS  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt: 

eines   Punktes   und   einer   Geraden   der 

+  j-ujx^  +  ^"s*a  =^  °'  ^°  ''®8C  der 
en. 

T  gegebene  Werthe,  so  ist  die  Gleichung 
-u,x,+j-^u,x,=0 
ISS  der  Punkt  P  auf  T  liegt.    Die  Gleichung 

ten    des    Punktes    /*  gegeben,    so    enthält    die 
die  Coordinaten  der  Geraden  T,  welche  durch 
e  Gleichung  des  Punktes  P  ist  daher 
7-  •  Wj  +   V-  ■  «,  =  0. 


Anal^che  Geometrie, 
ieraus  weiter:    Jede  homogene 


einer  Geraden. 

dieser  Geraden  finden  sich  a 


A,   •  Äj   .  ^^  -  »,  .  »s  .  »,  ■ 
!u  noch  die  Gleichung  No.  6,  6 


>  Pifli  +  Pja, +  p,a,  » 
ch:  Jede  homogene  lineare  ' 
-  «j&j  +  aj»j  ^  0  ist  die  GleJ 
ten  dieses  Punktes  hat  man  die  I 

Ä7  =  Ä7  •  Ä7  =  ">•"»  =  *« 

.     .     *l  *s  *s 

I.  4,  4    T^  +  X^  +  T^  =  1 ,    wt 


■J  ■»!   +  «J   +  *J 

liss  der  Entfernungen  der  unendl 
icht  unendUch  fem  sind,  ist  der 
le  Gerade  hat  also  die  Coordin 

der  Gleichung  der  unendlich  fem 

9,  5: 

=«,  =  1,       -^^ 

Pjöj  Pi^i  +  Pj«,  4 


hungen  folgt  zunächst     a,Af  =  a, 
same  Werth  dieses  Produkts  mit  m 


eichung  der  unendlich  ferner 
x^        x^        *,  

Ä7  "^  Ä7  "^  Ä7  "  "■ 

,  dass  diese  Gleichung  mit  der  f 

+  -p  +  -p  =  1    nur   für   uneni 

bestehen  kann, 
ien  Formeln  No.  9,  6:    Die  Gle 

a,w,  +  o,Wj  +  o,w,  =  0 
iines  unendlich  fernen  Punkt 
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Unter  dieser  Bedingung  sind  also  alle  Geraden,  deren  Coordinaten  der 
Gleichung  a,»,  H-a^Wj  "+'°^8*^3  =  ^  genügen,  einer  festen  Richtung  parallel. 
Die  Richtung  ergiebt  sich  aus  dem  Verhältniss  der  Coordinaten  des  auf  ihr 
li^enden  unendlich  fernen  Punktes  x^  ix^  :  x^  =  a^^i  la^/i^  :  a^A^  . 

Zieht  man  durch  A^  eine  Parallele  G  zu  dieser  Richtung,  so  geht  sie  durch 
diesen  unendlich  fernen  Punkt;  da  nun  für  alle  Punkte  von  G  das  Verhältniss 
x^ :  Xf  constant  ist,  so  folgt  die  Gleichung  dieser  Parallelen  zu 

X-t    •  Xn    ^^^    ^11    •  ^2     9  • 

11.  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  zweier  Geraden 
r  s  flj'jTj  -H  a^*x^  -h  a^'x^  =  0    und     T"  =  «i"^i  -H  ö(2"*2  "^  ^s"**»  =  ^ 
smd  die  Lösungen  des  Systems 


1. 


^1  *i 


=  0, 
=  0, 


1 


1 

/»i       «2 

Die  Coordinaten  der  Geraden,   welche  durch  die  beiden  Punkte 


T-  *•  =  1 . 
^3     ' 


geht  i^  E 

sind  die  Losungen  des  Systems 


«i«i 


4-  aj  «2  "*- 


«3  «3 


=  0,     /"'^a/'«!  -l-a2"«a  -^- 


aj"«3  =  0 


«1  «1 

«1        «1 


Pt 


«1 


«2  «2 
«2"«2 
P2 


«3    «8    =   0, 


«3    «3 


=  0, 

=  1. 


Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  beiden  Punkte 
-P  und  i^'  geht,  deren  Coordinaten  x^'x^'x^\  Xi"x2"x^'*  sind,  ergiebt 
sich  wie  in  §  5  No.  3  in  Determinantenform  zu 


3. 


T^ 


3 


X, 


X, 


•*1  *2  "^S 


=   0. 


Die  Gleichung   des  Punktes,    durch   den   die  Geraden  7"  und  J"' 
gehen,  deren  Coordinaten  u^u^u^*  und  u^^'u^^u^'  sind,  ist 


4. 


u 


«1 


«."        »«"       «, " 


=  0. 


1  2  **3 

16.  Wenn  drei  Gerade.  7\  =0,   ^2  =  0,   Tg  ==  0  durch  einen  Punkt  gehen, 
so  giebt  es  (§  5  No.  11)  drei  Zahlen  /«j,  m^,  m,  welche  die  Identität  herstellen 

Ist  nun    T^  =  öjari   4-  a^x^  -h  öj^j,       ^2  ss  ^^^^ 

so  ist    «7' SH  (^Wj^i  4-^2^1)-^!  -H  (^10^2  ■+■  ^2^2) -^2 
Die  Coordinaten  von  7*  sind  daher: 


^2^2 


^3^3» 


«1  = 


ÄijÄj  -|-  m^^i 


'-A 


1 » 


2^. 


^1^2  "^  ^2^2 


2» 


«3    = 


(^1^3  -+-^2^3)^3- 


9  =  (wi^i  -h  Wj^i)  Pi    -h  (»ii«2  H-  ^2^2)  P2   +  (^1^3  H-  ^2^3)  P3- 
Die  Coordinaten  von  7\  und  von  T^  sind 


3 » 


«1    = 


u 


2     — 


»     113 


»•'      = 


_3 


r,  Ml  -,    n    _    M2  ^    n    __ 

1     -        »,     ,        »2       —       V~'        ^3       = 


^3^*3 


Ji 


Daher  hat  man       Ux  == 


__  m^a'ux  -\-m^fj^'u^^ 


(J     =  «ipi  +  Ä2P2  ■+-  «8P3; 

<j"    =   ^ipi    +-   ^2P2  -+-   ^3Ps- 

X  =  1,  2,  3. 


Irt^x.»     r 


^ 
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>-  ■ 


w""^ 


Sj.- 


'^•■y 


(W 

[t^ 


Nun  ist  (j=:  Wi<j'  H-  /«2^'''  ^^so  folgt  der  Satz:  Die  Coordinaten  jeder 
Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  T^  und  T^ 
geht,  ergeben  sich  aus  den  Coordinaten  dieser  Geraden  nach  den  Formeln 

""*  =       Xi  +X,       '       >^  =  1»  2,  3. 
Gehen  vier  Gerade  T^,   T^,   7',   und  7\   durch  einen  Punkt,  und  sind  die 
Coordinaten  von  T^  und  T^ 

«x8  -        1     ^x,       '       "^^  =       |Xi  H-H^3        '       X  -  1,  2,  d. 


so  überzeugt  man  sich  leicht  (vergl.  §  6,  No.  6),  dass  das  Doppelverhältniss 

Xo       |X2 


der  vier  Geraden  den  Werth  hat  (T^T^T^T^)  =  ^ 
Ist  insbesondere 


Wx«    = 


^1 


«X4    = 


Xi»x'  —  Xji^" 


Xi  —  X 


X  =  1,  2,  3, 


2 


so  sind  die  Geraden  2\,  T^j,  T^^  T^  harmonisch. 


12.  A.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Ordnung  in  homogenen 
Punktcoordinaten  ist  im  Allgemeinen 

Geht  die  Curve  durch  den  Eckpunkt  A^  des  Coordinatendreiecks,  so  wird 
die  Gleichung  von  den  Coordinaten  jc^  =  jcj  =  0,  0:3  =  h^  dieses  Punktes  erfüllt; 
es  ist  also  ^33=  0. 

Ein  Kegelschnitt,  der  dem  Achsendreieck  umschrieben  ist,  hat 
daher  die  Gleichung 

2.  öjj^jjCg  -+-  ct^^x^x^  -h  d^^x^x^  =  0. 

B.  Die  Gleichung  einer  Curve  zweiter  Klasse  in  Liniencoordinaten 
ist  im  Allgemeinen 

3.  «11«!*  -h  2ai2«i«j  -4-  2ai3»i»8  -^-  «22*^2'  "+-  ^ajg^jWj  -h  d^^u^  =  0. 
Wird  die  Curve  von  einer  Achse,    z.  B.  von  A^A^  berührt,  so  genügen  der 

Gleichung  die  Coordinaten  von  A^A^,  nämlich  «^  =  «^  =  0,      *^3  =  '^s  •  pjJ 
folglich  ist  agj  =  0. 

Ein  Kegelschnitt,  der  dem  Achsendreieck  eingeschrieben  ist,  hat 
daher  die  Gleichung 

13.  A.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  der  Kegelschnitt 

K^  a^^x^  -f-  ^a^^x^x^  -h  "ia^^x^x^  H-  a^^x^  -h  2fl,3:r2^3  -h  öfjj^Tj»  =  0 
die  Achse  A^A^  schneidet,  bestimmen  sich  aus  den  drei  Gleichungen 


X.  =  0, 


1. 


X, 


^=  0, 

^=  1 

^8 


«<*.- 


'*1  '^*2 

Setzt  man  aus  der  ersten  in  die  zweite  ein,  so  ergiebt  sich 

2.  ^11-^1^    "+-   ^(^\2^\X2    -h   a^^x^   =  0, 

und  aus  dieser  Gleichung  folgt  das  Verhältniss  der  Coordinaten  x^  :  x^  der  beiden 
Schnittpunkte. 

Wenn    der   Kegelschnitt   K  die   Achse   A^A^    berührt,    so    hat   die 
Gleichung  2.  zwei  gleiche  Wurzeln;  die  Bedingung  hierfür  ist 

3.  Äj*2  —  ^11^22  ^^^  ^' 

Soll   A^  der  Berührungspunkt  sein,  so  muss  die  Gleichung  2.  die  Wurzeln 


=  Oj,  =  0  sein.    Berührt  der  Kegelschnitt 
Af,  so  ist  i|s  =  iZgj  =  0.     Die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts,  der  die  Achsen /j,<4j  und  ^,yj,  in^j  und<4j  berührt,  ist  daher 
4.  "11*1'   +  2fl,sJc,j:j  =  0. 

In  jedem  Kegelschnitt  hat  also  das  Produkt  der  Abstände  jedes 
Punktes  von  zwei  Tangenten  des  Kegelschnitts  {A^A^  und  A^A^  zum 
Quadrat  des  Abstandes  von  der  Bertlhrungssehne  {A^A^)  ein  constantes 
Verhältniss  (—«,,:  2a,,}. 

B.  Die  Coordinaten  der  durch  A^  gehenden  Tangenten  eines  Kegelsschnitts 
Ä  ■.  a,B  *  +  2a,,«,«,  +  2ai,«,Wj  +  a,,«,»  +  2«,,«,«!  +  Oji«,*  =  0 
e^ben  sich  aus  den  Gleichungen: 

»j  =0,        .ft  =  0, 

Setzt  man  aus  der  ersten  in  die  zweite  ein,  so  ergiebt  zur  Bestimmung  des 
Veihiltnisses  der  Coordinaten  w,  :  »,  der  gesuchten  Tangenten  die  quadratische 
Gleichung 
6.  «n«]'  +  2a,,«,«,  +  a,,w,*  =  0. 

Geht£  durch  A^,  so  fallen  beide  Tangenten  in  eine  zusammen,  die  Gleichung 

6.  hat  daher  zwei  gleiche  Wurzeln.    Die  Bedingung  hierfUr  ist 

7.  a,|  —  ai,a„  =  0. 

Soll  A^A^  die  Tangente  in  A^  sein,  so  müssen  beide  Wurzeln  der  Gleichung 
6.  »,  =  0  sein,  es  ist  also  «,,  =  a,,  =  0. 

Geht  der  Kegelschnitt  auch  durch  ^,  und  berührt  W,^,,  so  ist  a,,  =  ag|  ^0. 

Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten,  der  die  Achsen 
A^Aj  und   A^A^    in  A^    und  A^  berührt,  ist   also:     a,,«,'  +  2a,,«,«,  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  r*,  so  ergiebt  sich 
ai,r,»  +  2a,,rar,  =  0. 

Für  jede  Tangente  eines  Kegelschnitts  hat  also  das  Produkt  der 
Abstände  von  zwei  Punkten  (^4,  und /f,}  zum  Quadrate  desAbstandes 
vom  Schnittpunkte  (..^j),  der  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden 
Tangenten  des  Kegelschnitts  ein  constantes  Verhältniss. 

§  13.  Tangente,  Tangentialptinkt,  Polare  und  Pol  an  Ciurven  zweiten  Grades, 

1.  Wir  verbinden  einen  beliebigen  Punkt  $  der  Ebene,  der  die  Coordinaten 
r„  r,.  F]  hat,  mit  einem  andern  Punkte  [1,  dessen  Coordinaten  \^,  £,,  E,  sind, 
durchschneiden  mit  der  Geraden  $11  die  Curve  zweiten  Grades 
1.  /»  <»ii*i*  -1-  2ai,jc,j,  -•-  2rti,jr,jc,  +  a^^x^  ■+■  2a,3ar,;r,  +  a,jjc,*  =  0, 
und  fragen  nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  die  Strecke  $11  von  den  beiden 
Schnit^unkten  getheilt  wird. 

Der  Punkt  P  der  Strecke  $11,  welcher  dieselbe  im  Verhältniss  )i,  ;  i,  theilt, 
hat  bekanntlich  die  Coordinaten 

_  X.T,  +  ^,Si  _  ^iir,  -*■  *,£,       ^    _  Kh  ■*-  X,e, 

>  ~      i,  -(-  X,     '     "^s  "      X,  +  X,     '     "*>  ~      i^i  +  *»     ■ 

Setzt  man  diese  Werthe  in   1.   ein,  so  erhält  man  nach  Multiplication  mit 

3.fl„(X,jj+X,£,)S+2a,,{X,j,+X,£,)(i,;,+^,5,)+2a,,(X.j,+X,E,)(X,j,+i,t,) 
+  2<',,{X,j,+^,E,)»+2fl„(X,^,  +  X,E,)(X,j,  +  i,£,)  +  a„(X,;r3  +  X,£,)»=0. 
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Löst  man« die  Klammem  auf  und  ordnet,  so  erhält  man: 

Ah' 


5. 
6. 

7. 
8. 
9. 


Ml' 
Hierbei  ist 

A  =  «1 1^1* 


2(/iy5i  -+-/2^  -H/syEs)^!^» 


0. 


3?^8  » 


«SS^J*» 


2«i85iEa  +  2äi8{i6j  -H  «aa^a^ 

/ay  ^  ^ia?^i   "+■  ^aa?^a  "+"  ^asJ"^»» 

/sy  =  ^13?^!  -»-  ^as^^a  -»"  ^3s?^8- 
Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  7.  8.  9.  der  Reihe  nach  mit  i^,  ^2»   ^S'  ^^^ 
addirt  dann  die  Glieder  colonnenweis,  so  erhält  man  den  Coefücienten  von  SX^X^ 
der  Gleichung  4.  in  anderer  Ordnung,  nämlich  geordnet  nach  den  Coordinaten 
des  Punktes  Sß;  man  erhält  die  Identität 

10. 
11. 
12. 
13. 


/lySi  ^-/ay^a  -+" /ay^a  =/u?i  -^  A^r'  -H/s^^s»    wobei 


^laE: 


i8«a 
'aa 


e«  -h  Ä 


13*3» 


8' 


18 


61 


«83? 

-H  <'a3?a  "*"  ^8363' 


2.  Liegt  der  Punkt  ^  auf  der  Curve,  so  befriedigen  die  Coordinaten  f»  die 
Gleichung  /  =  0,  in  der  Gleichung  4.  verschwindet  also  der  Coefl&cient  von  \^^ 
und  es  verbleibt  die  Gleichung 

L  2(/iy.5i  H-/ay?a  -H/8ye3)^i^a  H-^^a'  =  0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  Xg  =  0;  ein  Schnittpunkt  der  Geraden  $0 
mit  der  Curve  theilt  also  Iß  11  im  Verhältniss  Null;  dieser  Punkt  ist  ^.  Der 
zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  ^11  und  der  Curve  bestimmt  sich  aus  der 
Gleichung  1.,  nachdem  der  Faktor  Xj  unterdrückt  worden  ist 

3.  2(/,y«i   4-/3^^3  -hAvh)h   H-/a^a  =  0. 

Soll  auch  dieser  zweite  Schnittpunkt  mit  ^  zusammenfallen,  soll  also  die 
Gerade  $11  die  Curve  tangiren,  so  muss  sich  diese  Gleichung  auf  X^  =  0 
reduciren.     Dann  müssen  die  Coordinaten  von  11  der  Bedingung  genügen 

4.  /ly^i  -H/ay5a  -^/sy^a  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  linear  für  die  Coordinaten  von  11,  ist  also  die  Gleichung 

einer  Geraden.  Diese  Gerade  geht  durch  $,  denn  es  ist,  wie  man  sich  durch 
Ausrechnung  leicht  überzeugt, 

5.  /iy?^i  -+-/ay?a  "^  AyJ^a  = /y» 
also  gleich  Null,  da  $  auf/=  0  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  $  einer  Curve  zweiten  Grades  eine 

Tangente  der  Curve  geht,  und  dass 

6.  /ipTi  -h  /ay^a  -h  /ayATj  =  0 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  $  an  die  Curve /=0  ist 

3.  Die  Tangente  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  es  einen  Punkt  $  auf 

der  Curve  giebt,  für  welchen  zugleich 

1-  Ar  = /ay  = /sy  =  ö* 

Denn   dann   verschwindet   für  diesen  Punkt  der  Coefficient  von  X^   in  der 

Gleichung  No.  2,  3  unabhängig  von  Zi,  Z^»  ^s»  ^^^^  haben  dann  die  Verbindungs- 
geraden von  $  mit  allen  Punkten  11  der  Ebene,  d.  i.  alle  durch  $  gehenden 
Geraden,  mit  der  Curve  zwei  in  iß  zusammenfallende  Punkte  gemein. 

Ein  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  /jy  =  Ar  =  Ar  =  ^  ^^^S^  ^*^^  No.  2,  5 
auf  der  Curve  /  =  0.     Nun  ist 

Ar  ™  <3rnJfi  -+-  dfi2?Ca  -+-  ^i3?^8» 

Ar  ^  ^laJ^i  "^  ^aaJ^a  *+"  ^a3?^8» 

Ar  =  ^i8?^i  -+■  ^a8?^a  -^  ^zzh- 


ilare  und  Pol  an  Curven  iweiten  Gmdes. 


,  Jj ,   für   welches   diese  drei  homogenen 
[den,  so  verschvindet  die  Determinante  A 


^enschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  hindurch 

n  den  Punkt  zusammenfallenden  Punkten 

jrve. 

:rminante   i,    so   besitzt   die   Curve 

inkt. 

ctes   bestimmen  sich  aus  zw.eien  der  drei 

+  -^^-ii  - 

Ipunktes  werden  unbestimmt,  wenn 
=  /jx  ^  0  nicht  zwei  unabhängige  sind, 
ir>  /ir  einander  proportional  sind,  wenn  also 


'-  =  1, 


!jj  =  xoig  ^  »'«^iii     <*»»  =  ""^ij-     Setzt 

mction  /  ein,  so  erhalten  alle  Glieder  den 
^aktors  bleibt: 

Irat  einer  linearen  Function,  die  Gleichung 
ide  Gerade. 

nmtliche  Subdeterminanten  von  A.  Wenn 
Subdeterminanten  verschwinden,  so  ist  der 
Verbindet  man  ihn  mit  einem  andern  auf 
0,  so  ist  in  No.  1,  4  ausser/^  =  0  und 
och  der  CoefRcient  von  i.^,  nämlich  /£, 
dentisch,  und  wird  fUr  alle  Werthe  von  X, 
t  daher  mit  allen  ihren  Punkten  der  Curve 

und  nicht  mit  11$  zusammenfällt,  hat  mit 
lein,  der  nicht  auf  [1$  liegt.  Verbindet 
i  auch  $ni  (ebenso  wie  $[1)  einen  Theil 

I  oder  ^n,  gelegen  sind,  kann  die  Curve 
ikt  Q  der  Ebene  kann  man  immer  Gerade 
d  $[1j  schneiden.  Läge  nun  Q  auf  der 
drei  Funkte  mit  der  Curve  gemein  haben, 
rve  zweiter  Ordnung  von  einer  Geraden  in 

Ordnung  einen  Doppelpunkt,  so  zer- 
Geraden  können  in  eine  Gerade  T 
Funkt  von  F  als  Doppelpunkt  zu  be- 
trennt,  so   ist   ihr  Schnittpunkt   der 
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Analytische  Geometrie. 


4.    Es   erübrigt  nun  noch|    im  Falle  A  =7  0  die  beiden  linearen  Faktoren 
herzustellen,  in  welche  die  Function  /  zerfallt. 

,  Sind  dieselben  d^x^  -h  ^g^a  -^  ^s^s  ""^  ^i^i  "+"  ^a-^a  "^  ^s^3»  ^^  ^^^  ^^^ 
die  Identität   /  ^  (^i^i  -^  ^2^2  "*"  ^s-^s)  (^1^1  "^  ^2^2  "^  ^s^»J- 

Aus  derselben  folgen  die  Gleichungen 

^1^1    =   ^11»      ^2^2    =   ^22»      ^8^8    =    ^88» 

Aus  1.  zieht  man,  wenn  x,  \,  {x  noch  unbestimmte  Faktoren  bedeuten 

^1  =  «F^^ii»      ^2  =  ^V^'     ^8  =  P-y^88» 

1    / 1   y *    / 

^1  =7y«iw      ^2  ^X^''"'     ""»  ==-V^88- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  2.  ein,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


1. 

2. 


3. 


4. 
5. 
6. 


(x  -»-  -j  y^ii«22  =  2tfi„ 

(J-i-fJy«ii«8  8  =  2^13, 

(--^-fj  1/^77=  2^3,. 


Die  Gleichungen  4.  und  5.  genügen,  um  die  Verhältnisse  —  und  —  zu  be- 
stimmen*    Man  erhält 


22  y^ii^22 

*       V«ll«88  »^       y^ll'»38 

Setzt  man  dies  in  3.  ein,  so  erhält  man  die  Zerfällung  der  Function  /: 


9.  /«[l/^^i 


y^ii 


(«i2-»-l/«*2— «11^22)* 


1 


2 


V^^ii 


(/Jl3-h|/a?3-ÄiiÄj3>f,] 


(^12  — y^?2— «ll«2  2)'''^2-»--F=(^13— y^lS--^ll«3  3>sl- 


Hierbei  mögen  Ya^^  und  1/^1*3  —  ^n^ss  positiv  gerechnet  werden. 

Ueber  das  Vorzeichen  von  Y^ii  —  ^11^33  *^^  dann  so  zu  verfugen,  dass 
das  Produkt  der  beiden  linearen  Faktoren  mit  der  Function  /  übereinstimmt 
Führt  man  die  Multiplication  aus,  so  erhält  man  unabhängig  davon,  ob  man  für 

Ya}^  —  ^11^8  3    ^^   beiden  Faktoren    den    positiven   oder  den  negativen  Werth 

ansetzt,  folgende  Glieder    a^^x^^  -h  a^^x^  -h  a^^x^  -h  ^a^^x^x^  -+-  2a^^x^Xj^, 

übereinstimmend  mit  /;  es  handelt  sich  also  bloss  noch  darum,  den  Coefhcienten 

von  X2X^   im  Produkt  der  linearen  Faktoren  mit  2^33   zu  vergleichen.     Dieser 

Coefficient  ergiebt  sich  zu: 

1  l  

(^12  —  Y^i2  —  «1 1^22)  •  77=  (^18  -»-  V^h—^ii^ii) 


y^ii 

1 


-t- 


y^ii 


(^12-4-1/023— aiiflja)  . -^=(äj3  —  Y^h—^ii^s^d 

y^ii 


=    r—  (2«12«13  —  2  yC«i%  —^1 1^2 2)^3  -  ^11^38))  • 


11 


Der  Radicand  giebt  ausgerechnet 

10.  «lVl%  —  «lVll^22  —  «lVll«83  -^  <'*l^22<'88- 


nd  Pol  an  Curven 

0,  so  erhält  m 
—  «as«*?!!  +  2*1 
las  Produkt  von 

»18  —  «l»«»»)! 

bereinstimint,  ir 
uss  setzen 

muss  also  m 

Untersuchungen 

lurchschneiden 
ier  Curve  zweit 
T  — »ii-i  -i-*.»ij~i-j-r"'*ij-i-j-r  ^aa"!  +  2a(j« 
äe  dorch  den  Schnittpunkt  von  S  und  T  gehen. 

Die  Coordinaten  von  S  seien  u,,   U,,   U,;   die  von  T 
Coordinaten  von  T  ergeben  sich  dann  durch  die  Formeln 

Setzt  man  dies  in  f  ein   und  ordnet,   so  erhält  man 
Verhältnisses  X,  :  Xj  die  Gleichung 
!■  Tb*'?  +  ^(.fiui't  +TiuW»  +  fsu»»)*!^»  +  •¥> 

Hierbei  ist 
l      ^  ^  "ii"?  +  2b,,«,u,  +  2a,,u,u,  +  if^uj  +  2 


Haltiplicirt  man  4-,  5.,  6.  der  Reihe  nach  mit  w,,  v^,  t 
Dan  die  Identität 

6.  Berührt  die  Gerade  S  die  Curve  f,  so  ist  fn  ^  0; 
gdiE  daher  über  in 
1-  2(?,uWi  +  Tju^'s  +  Tsu^'j)  *■!*■»  +  ?r*-| 

Diese  Gleichung  hat  die  Lösung  Xj  ^  0;  die  dazu  ge 
>nit  Z  zusammen.  Die  zweite  Lösung  der  quadratischen 
sich  aus  der  linearen  Gleichung 

Soll  auch  diese  Lösung  mit  2  zusammenfallen,  so  t 
je^hlt  werden,  dass  der  Coefficient  von  X,  verschwindet, 

*■  Tin^i  +  9»u»s  +  Tsu^s  =  0. 

Sminnnir»,  H.~n.u-k  A^  M.t>.«~..1.     Bd.  IL 
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Dies  ist  die  Gleichung  eines  Punktes  P;  derselb 
fiu»!  +  7JUU3  +  TjuUg  =s  <pu,  und  dies  verschwinde 
berührt.  Mithin  ist  fm^i  +  ?}ii^i  +  f jn^s  =  ^  ^i' 
CuTventangente  u^,  Uj,  U|  gelegenen  Tangentii 

7.  Der  Punkt  fiaV^  +  ftvV%  -t-  Tjh^j  ^  0  'St 
bestimmt;  im  Allgemeinen  giebt  es  also  auf  jeder  Ci 
Funkt,  der  so  gelegen  ist,  dass  ausser  %  sich  ke 
ihn  legen  lässt.  Der  Tangentialpunkt  wird  nur  für  1 
stimmt,  lilr  deren  Coordinaten  die  Coeflicienten  ip^u 
des  Tangentialpunktes  verschwinden;  giebt  es  eine  G 
Yju  verschwinden,  so  ist  dieselbe  auch  Curvent 
fa  es  finU)  +  fjiiUi  +  ?guU|  verschwindet 

Soll  es  ein  Werüisystem  u,,  Uj,  Uj  geben,  fUr  wi 

9,„  —  a,,u, +  a,,iij  +oi,,U, 
so  muss  die  Determinante  D  dieser  Gleichungen  vers 


oder  ausgerechnet 

2.  D  ^  «ii«!s«is  —  «iVsj  —  «iVjs  — «J»*!! 
Eine  Gerade,  die  so  gelegen  ist,  dass  durch  jedei 
zusammenfallende  Tangenten  einer  Curve  <f  gehen,  he 
Curve.  Die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Curve 
Doppeltangente  hat,  ist  also  D  =  Q.  Die  Coi 
tangente  bestimmen  sich   aus   zweien  der  Gleichung 

und  .„s  £i!l  +  EÄ  ^.  Elü.  _  1 

Die  Coordinaten  der  Doppeltangente  wert 
sämmtUche  Subdeterminanten  von  £>  verschwinden,  d. 
1.  a,,  :  «,j  :  Hu  :=  a,,  :  ag,  :  R)}  ^=  a,3 

Wie  in  No.  3  wird  bewiesen,  dass  f  alsdann  d 
Function  ist.    Die  Curve  besteht  daher  aus  zwei  zusam 

Verschwindet  D,  ohne  dass  sämmtliche  Subdeterm 
so  ist  die  Doppeltangente  %  eindeutig  bestimmt.  Leg 
punkt  der  Doppeltangente  2  und  einer  andern  Curver 
mit  den  Coordinaten 

"'  -      X,  +  Xj     '      *  -  ^'  •^ 
so  ist  auch  T  eine  Tangente  der  Curve,  denn  in  der 

verschwinden  9u>  fe  >ind  der  CoefHcient  von  X,X),  we 
rühren  und  S  Doppeltangente  ist;  also  ist  die  Gleichi 
Der  Schnittpunkt  g!  von  %  und  T  bildet  daher 
Durch  irgend  einen  Punkt  der  Geraden  T  geht  au: 
tangente  T';  es  lässt  sich  nun  fUr  den  Schnittpunkt 
wie  filr  den  von  T  und  S  beweisen,  dass  jede  durcl 
Gleichung  f  =  0  genügt,  dass  er  also  ebenfalls  einen  Tl 


i  I 

111] 

{  1  1  ] 
i,  da  jede  Ji 
ie  Werthe  flir 
nanten.    Man 

1  "»»     +  '^j 

zwei  identis 
links  stehende 
erte  Determin, 
iveite,  dritte  i 

)--4/,' 
:,  dass  die  Gl 

Curve  zweiter 
It  man  dnrch 
;te  geht,  wem 
der   Curve    ; 

ingung  hieiflli 

ViY  =  0. 

rhält  man:  E 
ikte  der  Cu 
d  bezeichnet  < 


=  0. 

£  mit  einem  a 
chen  den  Co« 
eiter  Ordnunj 
ionisch  liegen 
,  deren  Coon 


lältntsse  X,  :  > 
\,  für  die  Sc 
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r^*'  • 


':;^r- 


^'•l 


iV\.  ■/■' 


\- 


"!?• 


1  1 


'♦1.  •. 


^. 


Geraden  ^  11  und  der  Curve  /  =  0  folgen  aus  der  Gleichung 

Soll  diese  Gleichung  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  haben,  so  muss  sie 
rein  quadratisch  sein,  es  muss  also  der  Coefficient  von  X^Xg  verschwinden. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Schnittpunkte  von  ^ü  und  der 
Curve  zweiter  Ordnung/ =  0  harmonisch  zu  ^  und  11  sind,  ist  daher 

1-  /sy^i  H-AySs  -f-ZsySs  ^/u^^i  -^  f%^U  -^  fn^  =  0. 

Zwei  so  gelegene  Punkte  heissen  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Curve  zweiter 

Ordnung. 

B.  Unter  conjugirten  Geraden  einer  Curve  zweiten  Grades  versteht  man 
zwei  Gerade,  die  zu  den  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  beiden  Tangenten 
harmonisch  sind. 

Sind  S  und  T  zwei  Gerade,  so  sind  die  Coordinaten  der  durch  ihren  Schnitt- 
punkt gehenden  Tangenten  einer  Curve  zweiter  Klasse 


Ux  = 


XjU, 


Xgüi 


X  =  1,  2,  3, 


1  "^  '^a 
wenn  sich  X^  und  X^  aus  der  Gleichung  bestimmen 

Sind  2  und  T  conjugirt,  so  liefern  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  2. 
harmonisch  zu  ^  und  T  conjugirte  Gerade,  sind  also  entgegengesetzt  gleich,  also 
ist  die  Gleichung  2.  rein  quadratisch;  mithin  verschwindet  der  Coefficient  von  XjX^. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz:  Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Gerade  S 
und  T'in  Bezug  auf  eine  Curve  zweiten  Grades  9  =  0  conjugirt  sind,  ist 

3.     <Piu  •  ^1   -H  Tau  •  ^2  -H  ?8w  •  ^8  ^  ?i»  *  "^  "^  9a»  *  "a  "^  ?s»  *  "s  "^  ^• 
12.    A.  Die  Punkten,  die  einem  gegebenen  Punkte  $  in  Bezug  auf 

eine  Curve  zweiten  Grades  conjugirt  sind,  genügen  der  Gleichung 

wobei  nun  /g^  /jy,  /jy  gegebene  Werthe  haben.  Diese  Gleichung  ist  linear,  also 
liegen  diese  Punkte  auf  einer  Geraden.  Diese  Gerade  heisst  die  Polare 
des  Punktes  ^  in  Bezug  auf  die  Curve/  =  0. 

Die  Polare  eines  Punktes  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  für  die  Coordi- 
naten dieses  Punktes  die  drei  Grössen /jy,  /2jr> /sjr  zugleich  verschwinden.  Wir 
sehen  daher:  Bei  jeder  eigentlichen  Curve  zweiten  Grades  (Ellipse,  Hy- 
perbel, Parabel)  ist  die  Polare  jedes  Punktes  eindeutig  bestimmt 

Besteht  eine  Curve  zweiter  Ordnung  aus  zwei  getrennten  Geraden,  so  ist  die 
Polare  des  Schnittpunkts  dieser  Geraden  unbestimmt;  besteht  die  Curve  aus  zwei 
zusammenfallenden  Geraden,  so  ist  die  Polare  jedes  Punktes  der  Geraden  unbe- 
stimmt.    In  diesen  beiden  Fällen  folgt  aus  der  Identität 

dass  der  Gleichung  der  Polaren  jedes  Punktes  Sß  durch  die  Coordinaten  des 
Doppelpunktes  genügt  wird,  da  fiir  diesen  Punkt  die  Functionen /j^,  /^g,  /^ 
verschwinden.  Wir  sehen  also:  Besteht  eine  Curve  zweiter  Ordnung  aus 
zwei  sich  schneidenden  Geraden,  so  geht  die  Polare  jedes  Punktes 
durch  den  Schnittpunkt  der  zwei  Geraden;  besteht  die  Curve  aus 
zwei  zusammenfallenden  Geraden,  so  fällt  die  Polare  jedes  nicht  auf 
der  Geraden  gelegenen  Punktes  mit  den  beiden  Geraden  zusammen. 
Femer  ist  aus  der  Gleichung  der  Polaren  sofort  ersichtlich:  Liegt  ein 
Punkt  auf  der  Curve  /  =  0,  so  ist  seine  Polare  die  durch  ihn  gehende 
Curventangente. 


,  Polare  und  Pol  an  Curven  zweiten  Gr 

gehenden  (realen  oder  conjugirt 
canntlich 

+  /«^i  +  /»r  *i)*  ==  0- 
Tangenten  die  Curve  berühren, 
lie  Coordinaten  dieser  Punkte  auc 
„■*,  +U-X,  =  0. 
re   eines  Punktes  $  in  Bezu| 
irch   die  Berührungspunkte  i 
igenten. 
owie  aus  der  Identität: 

lare  des  Punktes  $  durch  de 

durch  $. 

ler  gegebenen  Geraden  S  in 
ijugirt  sind,  genügen  der  Gleicl 
lu  •  »,  +  Tau  ■  «,  =  0, 
Dieser  Punkt  heisst  der  Pol  de 

indeutig  bestimmt,   ausser  wenn 
Doppelgeraden  ist  unbestimmt, 
:teht  die  Curve  nur  aus  einem  Pu 
Gerade  der  Pol  unbestimmt, 
auch  geschrieben  werden 

-  ■  Uj  +  Tj-  ■  u»  =  0. 

aus  zwei  getrennten  oder  vereinti 
durch  die  Coordinaten  einer  Do 
Pi»  =  Ts»  =  ?,.  =  0.  Wir  se 
asse  aus  zwei  getrennten  Pu 
ie  nicht  durch  einen  der  beid 
len  Punkte;  besteht  die  Curv< 
Lllt  der  Pol  jeder  Geraden, 
em  Punkte  /"zusammen. 

folgt:  Der  Pol  einer  Tange 
tngentialpunkt  Aus  der  Ident 
»j  —  fir  ■  u,  +  ipjB  ■  U,  +  Tj, 
in  S  auf  T,  so  liegt  auch  der 
egenden  Tangentialpunkte  ist 

-  9»u  •  w»  +  ?su  •  "s)'  =  0- 
diese  beiden  Punkte  gehen  und 
Gleichung 

u  ■  Kj  +  Tju  ■  «»  ~  0, 

iden.    Der  Pol  einer  Geraden  : 

r  der  Schnittpunkt  der  Gerade 

en  mit  %  berühren. 

it  dem  analogen  Satze  in  A.  zeig 

einen  Kegelschnitt  gehören  zusam 

ines  Punktes  B,  so  ist  auch  i 


die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  zu  construiren, 
desselben  gegeben  sind. 

Sind  ÄBCDE  die  gegebenen  fünf  Punkte, 
so  ziehe  man  ^A  und  ?^B  und  bestimme  nach 
dem  pASCAL'schen  Satze  die  Punkte  F  und  G,  __ 
in  welchen  diese  Gerade  den  Kegelschnitt  zum 
iweiten  Male  treffen.  Hierauf  bestimme  man 
den  Schnitt  H  der  Geraden  AB  und  FG,  sowie 
den  Schnitt  /  der  Geraden  AG  und  BF.  Zieht 
man  nun  HJ,  so  sind  nach  dem  Satze  über  das 
Tollständige  Viereck  die  Punkte  L  und  K  die 
tieften  hamionischen  Punkte  zu  A  F%^  und  %/ 
BG%  also  ist  LK  die  gesuchte  Polare. 

Construirt  man  nun  die  Punkte  M  und  N, 
welche  die  Polare  von  $  mit  dem  Kegelschnitte 
gemein  hat,   so   sind   Spj/  und   %N  die   durch   ^   geh' 
Kegelschnitts  und  M  und  N  sind  ihre  Tangen tialpunkte. 

B.  Den  Pol  einer  Geraden  %  und  die  auf  3  lie 
punkte  ein  es  Kegel  Schnitts  zu  construiren,  wennfUn 
ben  gegeben  sind.  C 

'So'A  ÄBCDE 
die  gegebenen  ftlnf 
Tangenten,  so  con- 
stniire  man  zunächst 
nach  dem  Brianchon- 
schen  Satze  die  Tan- 
genten F  und  G  des 
Kegelschnitts,  welche 
dmch  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden 
%  mit  sweien  der 
g^ebenen  Geraden, 
t  B.  mit  ^  und  B,  <«■  *»> 

gehen.  Zieht  man  nun  die  Gerade  H,  welche  den  Sehn 
dem  von  F  und  G  verbindet,  sowie  die  Gerade  J,  die  di 
AG  und  BF  geht,  so  sind  nach  dem  Satze  über  das  vi 
Geraden  K  und  L  harmonisch  zugeordnet  zu  denStral 
also  ist  ihi  Schnittpunkt  ^  der  gesuchte  Pol 

Construirt  man  die  durch  %  gehenden 
Tangenten  des  KegelschnitU  M  und  N,  so 
trefien  diese  S  in  den  auf  2  liegenden 
Punkten  des  Kegelschnitts. 

14.  A.  Einen  Kegelschnitt  zu  con- 
struiren, von  dem  drei  Punkte,  sowie 
ein  Paar  Pol  und  Polare  gegeben  sind. 

Sind  A,  B,  C  die  gegebenen  Punkte 
und  ist  T  die  Polare  von  F,  so  verbinde 
nun   P  mit   zweien    der    gegebenen   drei 


id  Pol  an  CurveD  zweiten  Grades, 
hat  die  Coordinaten 
«  =  1,  2,  3. 


:  F  ist  demnach 

»[)  *»  +  {^i/«  +  h/td  *i  =  ''• 

,*»+/«*». 

n  der  Polaren  der  Punkte  $  und  ü, 
e  Polare  des  Punktes  von  P.  Hieraus 
dass  die  Polare  von  F  durch  den 
id  dass  das  von  den  Polaren  F  ge- 
hinkte F  projectiv  ist.  Wir  haben 
:  eine  geradlinige  Punktreihe, 
>üschel,  das  mit  der  Punktreihe 
trahlbüschels    ist    der   Pol    der 

ien  3ß  n  ist  der  Ort  der  zu  F  conjugir- 
F  conjugiiten  Punkte  Q  der  Geraden 
zu  dem  Büschel  der  T  projectiv  ist, 
mkte  Q  projectiv.  Nun  ist  aber  der 
prok:  Ist  Q  conjugirt  zu  F,  so  ist 
6,  No.  21),  dass  die  auf  einander 
id  der  Q  involutorisch  liegen.  Wir 
ijugirter  Punkte,  die  auf  einer 
:ische  Involution.  Die  Doppel- 
chnittpunkte  der  Geraden  und 

mitt  zweier  Geraden  3  und  T  geht, 

(  =  1,  2,  3. 

aden  T  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 

wenn 

+  (fju  ■  «g     und 

Igen  der  Pole  der  Geraden  %  und  T 
Gerade  T  um  einen  Punkt,  so 
Polare  des  Punktes;  das  Strahl- 
inktreihe  der  Pole  F  projectiv. 


nd  du 
isehne 
radei 
entru 


ich  d 


:hung 


nten  d 

en  s, 
abel  < 
fß  kai 


d»,= 
in,  so 


i>  die 
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21.  Ist  Si  die  Polare  eines  Punktes  A^,  und 
gelegenen  Punktes  A^,  so  geht  2:,  durch  .^,;  die  P 
welchem  3|  und  Sj  sich  schneiden,  geht  durch  d 
erhalten  somit  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Pol) 
Ecken  sind.    Ein  solches  Dreieck  heisst  ein  Polare 

Eine  Ecke  eines  Polarendreiecks  (^,)  kann  g£ 
die  zweite  Ecke  (A^)  kann  auf  der  Polaren  von  A,   beliebig  gewählt  werden; 
die  dritte  ist  durch  die  beiden  andern  bestimmt 

Wählt  man  ein  Polarendreieck  zum  Achsendreieck,  so  gewinnt  die  Gleicbunf 
des  Kegelschnitts  eine  sehr  einfache  Gestalt  Die  drei  Functionen /,j-, /j,,/,j 
(No.  19  A)  reduciren  sich  jetzt  der  Reihe  nach  auf  a^^x^,  djj^j,  H]t^t>  ^  '^ 
also  d,,  =  a,,  =  0|,  =  0.  Die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  ic 
Punktcoordinaten  in  Bezug  auf  ein  Polarendreieck  ist  daher 

1.  /=■  «11*1* +  «isV +  ")»*/  =  0- 

Die  Gleichung  der  Polaren  eines  nicht  auf/  gelegenen  Punktes  $  un: 
die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  auf/  gelegenen  Punkte  $  ist 

2.  2:  aa  a,ij, .  a:,  +  a,,j,  •  x,  ■+-  a„|[,  •  *,  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Tangente  bestimmen  Mch  daher  ausser  FroportioE 


Hieraus  folgt  weiter 


"'  **'  *'^'  ~  «ii**!  "«11'*»  '«u'*!  ■ 
Da  $  auf  2  liegt,  so  besteht  die  Gleichung 

A,    ■*"     Ä,    ■*■    A,     ~  "■ 
Setzt   man  hier  die  Werthe  aus  der  Proportion  3.   ein,  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten,  indem  man  nun  die  Veränderlichen 
»i.  »11  »1  niit  ».,  «s,  ».  bezeichnet 


Schreibt  man  dafllr 

so  gelten  die  Beziehungen: 

1  1  1 

6.  Oii«ii  =  JJ  '      «g»«j»  =  -^  •      '»u«»»  =  J^  • 

Die  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten  5.  findet  man  auch  leicht 
ohne  Benutzui^  der  Gleichung  /  =^  0  aus  dem  Umstände,  dass  die  Ecken 
Ai,  Aj,  A^  die  Pole  der  gegenüberliegenden  Seiten  sind. 

Die  Gleichung  des  Poles  einer  die  Curve  f  nicht  tangirenden  Geraden  und 
die  Gleichung  des  Tangen ti alpunk ts  einer  Tangente  S.  ergiebt  steh  aus  5.  zu: 

7.  S  =  (i,,u,  ■  w,  +  a„u,  ■  a,  +  a„n,  ■  «,  =  0. 

22-  Die  Gleichung  des  Centrums  in  Bezug  auf  ein  Polarendreieck  folgt 
hieraus  für  u,  =-  u,  =  u,  =  1  zu 
1.  «,i«,  +  a,j«s  +«ji«i  =  0- 

Für  die  Coordinaten  des  Centrums  bat  man  daher 


S3.  Die  drei  Coefiicienten  °tiia,,a,,  köimen  nicht  dasselbe  Zeichen  haben, 
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ZU  überschreiten,  so  folgt,  dass  flir  alle  Punkt«  eines 
dasselbe  Zeichen  hat.  Man  kann  also  je  nach  dem  Vi 
jedes  Gebiet  als  ein  positives  oder  als  ein  negative; 
Punkten  in  Gebieten  gleichen  Vorzeichens  können  wir 
derselben  Seite  der  Curve  liegen. 

Zwei  Ecken  des  Polarendreiecks  A^A^  liegen  also 
Ecke  -4j  auf  der  andern  Seite  der  Curve.    Für  das  Cer 
1  ,..  1  ,,,  1  ,.,  _ 

folglich  liegt  das  Centrum  auf  derselben  Seite  mit  A^ 
Gebiet  der  Ebene,  durch  welches  unbegrenzte  Gerad 
werden  können,  die  die  Curve  nicht  schneiden. 

Hierdurch  ist  die  Curve  als  Hyperbel  charakterisirt  Wir  sehen  daher: 
Jedes  Polarendreieck  einer  Hyperbel  hat  zwei  Eckefi  auf  derselben 
Seite,  wie  das  Centrum,  die  dritte  auf  der  andern;  das  Centrum  liegt 
in  dem  durch  die  Seiten  des  Polarendreiecks  begrenzten  zweieckigen 
Felde,  welches  der  mit  dem  Centrum  nicht  auf  derselben  Seite 
liegenden  Ecke  gegenüberliegt. 

Rückt  das  Centrum  in  eine  der  Ecken  eines  Polarendreiecks,  in  die  es 
überhaupt  nur  gelangen  kann,  d.  i.  in  ^j  oder  A^,  z.  B,  in  A,,  so  wird  die 
Seite  A^A.f  unendlich  fem  und  für  das  endliche  Gebiet  wird  x^  zu  einer  unend- 
lich grossen  Constanten;  soll  die  Gleichung  der  Hyperbel  durch  endliche  Werthe 
der  Coordinaten  x^,  x^  erfüllbar  sein,  so  muss  a,  ebenfalls  unendlich  gross 
werden,  so  dass  (1 :  a,')  *,*  eine  endhche  Constante  7*  wird;  die  beiden  andern 
Seiten  des  Polarendreiecks  ./j,/^;  und  AjA^  sind  dann  conjugirte  Diameter.  Sind 
die  Höhen  Verhältnisse  A,  :  A, :  A,  =  ]  :  m :  «,  so  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel 
7»  +  -^  x^^ ^  x,^  —  0. 

Führt  man  statt  ar,  und  jc,  schiefwinkelige  Parallelcoordinaten  x  und  y  ein 
und  setzt  A^A^A^  ^=  to,  so  ist  x^  ^  xsinut,  x^  =^ysmut,  also  wird  die 
Gleichung  der  Hyperbel,  nach  Division  durch  7*  und  passende  Umstellung: 


in  Uebereinstimmung  mit  §  9,  No.   13. 

b)   Sind  zwei  Coefficienten  negativ,  der  dritte  positiv,  so  kann  die  Curven- 
gleichung  in  Liniencoordinaten  geschrieben  werden 

^  ^  ^^^u,^  _  a,^ui  -  a,%,«  =  0; 
woraus  die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  folgt: 

/  ^  äJk?  ■*'  äJÄ7  *'         a.'A,*  ^^    ~  ^' 

Die  Coordinaten  des  Centmms  ergeben  sich  jetzt  zu: 

fi   =  ='i='Ap       Ti  =  -  «s^V       U=-  «j^-ia- 
Die  Function  /  erhält  für  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks,  flir  das  Cen- 
trum und  fiir  irgend  einen  Punkt  von  A^A^  die  Werthe: 

— j ,     also  positiv; 

1 
^,        „    negativ; 

1 
—j,       „    negativ; 


Für  den  Punkt  A^: 

/ 

„      .,        „      A,: 

/ 

,.      ,.        ,.      A,: 

/ 

ad  Pol  an  Curven  »weiten  Gl 

-  <ij»  —  a,»  =  +  t ,    a. 

derselben  Seite  der  Cu 

lie  Ecke  -4,   und  das  Ce 

rch  das  Centrum  nach  e 

Centrum  gehende  Gera< 

I  und  der  Geraden  A^A 

Strecke  fmdet  ein  Vorzeichen  Wechsel  der  Function  /  statt. 

Hierdurch  wird  die  Curve  als  Ellipse  charakterisirt. 

In  jedem  Polarendreieck  einer  Ellipse  liegen  eine  Ec 

Centrum  der  Curve  auf  der  Seite  derselben  Curve,   nämli< 

ringsum   begrenzten,    endlichen  Gebiete;   die   andern  bei 

und  die  sie  verbindende  Gerade  liegen  auf  dem  andern, 

grossen  Gebiete;   da   zwei  Coordinaten  des  Centrums  ne 

so  liegt  das  Centrum  im  Scheitelwinkel  desjenigen  Dreiei 

dessen  Scheitel  mit  dem  Centrum  auf  derselben  Seite  der( 

RUckt    das   Centrum   in   den  Punkt  A^ ,    so    wird   A^Aj    um 

wenn  der  Gleichung  durch  endliche  Werthe  von  x^  und  x^  genügt 

M  muss  (1  :  a^)x^  eine  endliche  Constante  i^  werden,  und  die  Vei 

Höben   A,  :A,  ;A,    müssen   endliche  Werthe   i  :n:m  annehmen; 

A,A^  imd  AjAj    werden  conjugirte  Durchmesser.     Führt    man    die 

dinaten  ein,  wie  unter  a),  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Ellipse 

_^i«i^  ^J  +      ^^'"'       „3    _    1    =   0 

Durch  die  Schlussbetrachtungen  von  a)  und  b)  ist  angedeutet, 
iweiachsiges  Coordinatensystem  (wobei  es  unwesentlich  ist,  ob  die 
parallel  oder  normal  zu  den  Achsen  gemessen  werden)  als  eine  Au 
dreiachsigen  Systems  betrachten  kann,  nämlich  als  ein  dreiachsiges 
vekhem  eine  Achse  die  unendlich  ferne  Gerade  ist. 

24.  A.  Wenn  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Pola 
A,AfAf  und  ein  Punkt  jB  gegeben  sind,  so  sind  noch  w 
Punkte  der  Curve  bekannt;  dieselben  liegen  auf  den  Geraden, 
Aj,  Aj  und  Ag  verbinden  und  sind  die  vierten  harmonischen  ?u 
beiden  Schnitten  einer  solchen  Geraden  und  des  Perimeter  des  Po 
und  zu  B;  sie  bilden  mit  £  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks 
■4,  A^  Aj  die  Uiagonalp unkte  sind,  und  können  durch  Ziehen  ein 
in  bekannter  Weise  leicht  gefunden  werden. 

Durch  ein  Polarendreieck  und  durch  zwei  Punkte,  die  aber  ni 
Efke  des  Polarendreiecks  auf  einer  Geraden  liegen  dürfen,  ist  d 
stimmt;  denn  es  sind  dann  im  ganzen  acht  Punkte  der  Curve  bekan 
als  nöüiig  zur  Construction  mit  Hülfe  des  PASCAL'schen  Satzes. 

B.  Wenn  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Pola 
AiAjAf  und  eine  Tangente  £  gegeben  ist,  so  kennt  man  ni 
drei  Tangenten;  diese  sind  die  vierten  harmonischen  Strahlen 
Seile  des  Achsendreiecks,  dem  Strahl,  welcher  die  Spur  von  £  au 
mit  dem  Pole  dieser  Seite  verbindet,  und  von  £,  und  können  daht 
suuirt  werden.  Sie  bilden  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseics, 
gonalen  die  Seiten  des  Achsendreiecks  sind. 

ScauHULoi,  tbniltiiKb  der  Hilhimuik.    Bd.  U.  I 
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Kennt  man  von  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Polarendreieck  und  zwei 
Tangenten,  deren  Schnittpunkt  aber  nicht  auf  einer  Seite  des  Achsendreiecks 
liegen  darf,  so  ist  die  Curve  bestimmt;  denn  man  kennt  dann  im  Ganzen  acht 
Tangenten  und  kann  die  Curve  daher  nach  dem  BRiANCHON*schen  Satze  con- 
struiren. 

25.  Wir  untersuchen  nun,  ob  zwei  Kegelschnitte  ein  gemeinsames 
Paar  Pol  und  Polare  haben. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  seien  in  Punktcoordinaten: 


2«13^1^S  -HÖ82^/ 


in  Liniencoordinaten: 


2<7 


2  8*^2 -^8 


ZZ^i^Z 


?' 


11«! 


2a 


12»!  »» 


-h  2a^^UiU^  -h  ^zz^i  "^  2« 


?    ^  Pii«i*  -+-  2pi2«i«8  H-  2ßi3»i«3  +  ßa3«,2 


28»2«8 
2p28»2»S 


«81^8*  =  ö; 

ß8S«8^    =  0. 


^      — yiJr     •72-»^     •/3-»^   • 


Für  die  Coordinaten  der  Polaren  eines  Punktes  x^,  x^y  x^  in  Bezug  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  gilt  die  Proportion 

'^r  ^2  '  ^z  ""^^  ^^'       '" 
und  für  die  Coordinaten  der  Polaren  desselben  Punktes  in  Bezug  ai\xf/" 

X  2       '*3 

Sollen  beide  Polaren  zusammenfallen,  so  muss  die  Proportion  erfüllt  werden: 

Jix  'Jz^  *Jz^    — Jix    »Jz*    ^Jzx  f 
also  giebt  es  dann  eine  Zahl  X,  für  welche 

f\x    =  f^fix  f     fzx    ^=  ^/z-*  *     fz^    ^^^  '^fzx  • 
Reducirt  man  diese  drei  Gleichungen  auf  Null,  so  erhält  man 

1.    '  (<*ll-->^^ll)^l    ■+•   («12  —  ^^12)^2    -»-    («18  —  ^^18)^8    =   ^> 

2.  («12  —  ^^12)^1  -^  («22  —  ^^22)^2  -♦-  («28—^^23)^8  =  ö» 

3-  («13-^^3)^1  H-  («23  —  ^^23)^2  +  («88  —  ^^83)^8  =  0. 

Der   Verein   dieser   drei   Gleichungen   wird   durch   das   Verschwinden  der 

Determinante  bedingt 


4. 


«11  —  ^^11* 

«12  —^^12' 

«ij 

-x^, 

«12  —  ^^12» 

«22  —  ^*22> 

«JS 

—  X*j, 

«18  —  ^^18» 

«23  —  ^*2S» 

«JS 

-^*.» 

=  0. 


Dies  ist  eine  cubische  Gleichung  für  X. 

Ist  Xq  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung  Z  =  0,  so  setze  man  dieselbe  in  zwei 
der  drei  Gleichungen  1.,  2.,  3.,  z.  B.  in  die  ersten  beiden  ein;  aus 

(öii  — Xo^n)^i  -»-  («12  —  ^0^2)^2  +  («18—^0^3)^3  =  0, 

und       («12  —  ^0^21)^1  -+-  («22  —  ^0^22)^2  -*-  («23—^0^23)^8  =  0, 
erhält  man  dann  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  des  zu  Xq  gehörigen  Punktes, 

dessen  Polaren  für  beide  Kegelschnitte  zusammenfallen. 

Man  kann  bei  dieser  Untersuchung  auch  von  den  Gleichungen  in  Linien- 
coordinaten ausgehen.  Ist  T  eine  Gerade,  deren  Pole  für  beide  Kegelschnitte 
zusammenfallen,  und  sind  u^u^u^  die  Coordinaten  von  T,  so  gilt  die  Proportion 

^.^      .^       —    ?1«    .<P2«    -Ts«   =   ?1«     •?2«     •?8«» 

also  giebt  es  eine  Zahl  pi,  für  welche  die  Gleichungen  bestehen 

<Pi«'  —  M\u*  =  0,    <p2«'—  H'?2«"  =  0,    <P8«'  —  jx<p3«"  =  0,    oder 

Ö.  («11— f*ßll)«l-*-(ai2  — K'Pl2)«2^-(ai3— l*Pl3)«8    =   0, 

6.  («12— »*Pl2)«l  +  («22  — P'ß22)«2-»-(a28  — f*ß23)^8    =0, 

7.  («18— H'ßl3)«l  -»-(«2  3- »*ß2  8)«2-»-(a3  3— H'ß8  8)«^8    =   0« 


1;^ 
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1   wird  durch  das  Verschwinden  der  Deter- 

»Ji  — l*P»».        «ij  — M-ß»j      =  0- 
»SS— [^Ps3>        «ij  — [^Pai   I 
ischen  Gleichung  fiir  p.  entspringt  ein  reales 
gemdnsaines  Paar  Pol  und  Polare  der  beiden  Kegelschnitte.    Die  Verhältnisse 
der  Coordinaten  der  Polaren  bestimmen  sich,  wenn  jt^   eine  reale  Wurzel  von 
Jf  =  0  ist,  aus  zweien  der  Gleichungen  5.  6.  7.  z.  B.  aus 

'^  («11  — l*Opls)«l  +  («»»— I*oPss)«I+(<»fI— M3j)«3    =   0- 

Die  Gleichungen  Z  =  0  und  M=  0  haben  also  immer  die  gleiche 
Anzahl  realer  Wurzeln. 

Haben  die  Gleichungen  Z  =  0  und  M  ^=  Q  drei  reale  Wurzeln,  so  giebt 
ts  drei  Punkte  /'iPji'j,  die  für  beide  Kegelschnitte  dieselben  Polaren  T,TiT, 
kben.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  Ecken  des  Dreiecks  T^T^T^  die 
Seiten  des  Dreiecks  P^P^f^  fUr  beide  Kegelschnitte  zu  Polaren  haben.  Da 
ibet  nicht  mehr  als  die  drei  Punkte  P^P^P^  existiren,  deren  Polaren  für  beide 
Kegelschnitte  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  die  Dreiecke  P^P^P,  und  7',7'j7'j 
rasammenfaUen.  Haben  also  die  Gleichungen  Z^O  und  M^=ü  drei  reale 
Wurzeln,  so  besitzen  die  beiden  Kegelschnitte  ein  reales  gemeinsames 
Folarendreieck. 

Durch  Transformation  zu  diesem  gemeinsamen  Polarendreieck 
ils  Achsendreieck  wird  jede  der  quadratischen  Formen/*,  /",  f'  und 
f"  in  eine  Summe  von  drei  Quadraten  transformirt 

Haben  die  Gleichungen  Z  =  0  und  M  :=  Q  zwei  conjugirt  complexe 
Wurzeln,  so  kann  man  immer  noch  von  einem  gemeinsamen  Polarendreiecke 
der  beiden  Kegelschnitte  sprechen;  nur  sind  jetzt  zwei  Ecken  und  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Seiten  imaginär,  während  die  dritte  Ecke  und  Seite  real  sind. 


26.  A.    Sind  P^,  P^,  . .  P^  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  :r,i,  x^^i  ^ji  die 
Coordinaten  von  P^  so  verschwindet  die  Determinante  (§  11,  No.  2) 


=  0. 


Hieraus  folgt,  dass  es  sechs  Zahlen  )Lj  .  .  .  |ig   giebt,  die  nicht  sämmtlich 
verschwinden,  und  für  welche 

*?i  f-i  +       *?t  V-i  • 

*11  1*1   +        *?s  V-3  - 
Es  seien  »,,  Uj,  «,  die  Coordinaten  einer  willkürlichen  Geraden.    Multiplicirt 
man  2.  der  Reihe  nach  mit 

AJ'    >4,/i,'     A.A, '    AI'    AjA,'     Ä| 
lutd  addirt,  so  erhält  man  die  Identität 
3.  f.,Pf    +  f,,Pi   +  y.^PI    +   yi^Pi   +   iL^Pg   +  V-tJ^l   -  0, 


.  .  + 

'l 

V-t 

= 

0 

.    .    +    X 

s^sBl^e 

= 

0 

.  .   4-  « 

.*. 

«V-ii 

= 

Ü 

.    .   + 

'i 

t*R 

= 

0 

.    .    +   X 

<l^> 

ßfi« 

s= 

0 

.   .    + 

'i 

V-t 

= 

0 

:-7. 
5^ 


;■  V  . . 
■  •        ^ 

'i>'r  ' 

>'^  ■ 
i'  ■ 

■♦r;... 


.n^ .' 


f." 

»-  j  - 


14S 


Analyäsche  Geometrie. 


1^ 


2 

A. 


•wobei  /*,  s  T-*ix«i  +  j-Jfjx»j  +  T-*jx«s  =  0 

die  Gleichung  des  Punktes  -P»  ist.  Wenn  also  sechs  Punkte  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  so  erfüllen  sie  die  Identität  2.,  wobei  die  Ver- 
hältnisse der  Zahlen  }Xx  eindeutig  bestimmt  sind. 

B.*)   Wenn  sechs  Gerade  7\  .  .  .  Tg  einen  Kegelschnitt  berühren, 
so  erfüllen  ihre  Gleichungen  eine  Identität  von  der  Form 


4. 


IL,T}  -f-  IL,TI  -h 


V-.TI  =  0, 


wobei  die  Verhältnisse  der  fx«  eindeutig  bestimmt  sind. 

27.  A.    Sind  T^,  T,,  .  .  .  T^  willkürliche  Gerade,  so  ist 

1.  ^aikTiTk  =  0, 

wobei  für  ik  jede  Variation  zweiter  KJasse  der  Zahlen  1  .  .  .  «  und  atk  =  0*/ 
vorausgesetzt  werde,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts.  Die  Bedingungsgleichung 
dafür,  dass  die  Punkte  F  und  11  in  Bezug  auf  1.  conjugirt  sind,  ergiebt  sich  aus 
No.  11,  lA  ohne  Schwierigkeit  zu 

2.  ^{a^T^^  -f-  a^iT^^  -h  a^iT^^  -h  .  .  -i-  a^iTnx)  T;-^  =  0,  1  =  1  .  .  .  «. 
B.    Sind  /\,  P^t  .  .  .  Fn  willkürliche  Punkte,  so  ist 

3.  ^OikFiFk  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  in  Liniencoordinaten.  Die  Bedingung  dafür, 
dass  T  und  %  in  Bezug  auf  denselben  conjugirt  sind,  ist  (No.  11,  1  B) 

4.  2(tfi,/\«  -h  a^iF^u  4-  .  .  -t-  aniFnu)Fiyx  ==  0,  /  =  1  .  .  «. 

28.  A.    Für  den  Kegelschnitt 


1.  -AT  «  öl  1 T^ 

wird  die  Gleichung  No.  27,  2 


a 


22 


Ti 


a 


S3 


Tl  =  0 


2. 


1  ^i^^ie  "^ 


22 -*  2 


1  AT  1  9C     ~t~ 


»e 


^33  ^8*^3£   —   ^• 


Dem  Punkte  T^^  =  T^x  =  0  ist  daher  jeder  Punkt  von  T^^  =  0  con- 
jugirt u.  s.  w.;  folglich  ist  T^7\T^  ein  Polarendreieck  von  AT. 

Für  den  Kegelschnitt 
3.  K^  a^^Tl  .+-  a^^Ti  4-  a^^T^  4-  a^^Tf  =  0 

geht  No.  27,  2  über  in 

4.  ^ll^l^^ie    4-    ^22^2^^»$    -^    ^33^3^^8e    "*"    ^44^4-«-^4e    ~    ^• 

Ist  /,  kf  /,  m  eine  Permutation  von  1  2  3  4,  so  lehrt  diese  Gleichung,  dass 
dem  Punkte  T',^  =  7i.t  =  0  der  Punkt  7/^  =  T.^^  =  0  conjugirt  ist;  das  Vier- 
seit  T^T^T^T^  ist  daher  dem  Kegelschnitte  K  conjugirt,  d.  h.  je  zwei 
Gegenecken  sind  conjugirt. 

Umgekehrt:  Wenn  für  einen  Kegelschnitt  A' zwei  Paare  Gegenecken 
eines  vollständigen  Vierseits  conjugirt  sind,  so  ist  es  auch  das  dritte 
Paar.  Denn  sind  A^  B  und  C,  D  Punktpaare  zweier  Diagonalen  des  Vierseits, 
die  den  Gegenecken,  die  mit  ihnen  auf  derselben  Diagonale  liegen,  harmonisch 
zugeordnet  sind,  und  beschränkt  man  die  Coefücienten  an  in  AT  =  0  so,  dass  der 
Gleichung  durch  A  und  C  genügt  wird,  so  sind  nach  dem  soeben  bewiesenen 
Satze  auch  B  und  D  auf  K  enthalten.  Man  kann  nun  die  Verhältnisse 
^11  *  ^22  •  ^33  *  ^44  ^nimer  so  wählen,  dass  K  noch  einen  beliebigen  fünften 
Punkt  enthält,  es  lässt  sich  also  die  Gleichung  jedes  durch  A,  B^  C  und  D 
gehenden  Kegelschnitts  in  der  Form  4.  darstellen,  w.  z.  b.  w. 

B.  Der  Kegelschnitt  A'si  SoxxÄ*  =  0  hat,  wennx  =  3,  das  Polaren- 
dreieck F^F^F^]  ist  x  =  4,  so  ist  er  dem  Vierecke /\/2^3^4  conjugirt, 


*)  Die  Beweise  der  unter  B  mitgetheUten  Sätze  sind  denen  unter  A  leicht  nachzubUden. 
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d  h.  jedes  Paar  Gegenseiten  dieses  Vierecks  ist  conjugirt.    Umgekehrt; 
Wenn  zwei  Paare  Gegenseiten   eines  vollständigen  Vierecks  einem 
Kegelschnitte  conjugirt  sind,  so  ist  es  auch  das  dritte  Paar. 
29.   Die  Identität  No.  26,  3  kann  geschrieben  werden 

Alle  Geraden,  für  welche  ji^/?  -^  ji.,/'|  -h  jij-PI  =  0,  berühren  einen 
K^elschnitt,  für  welchen  P^P^F^  ein  Polarendreieck  ist;  nach  1.  ist  für  diesen 
Kegelschnitt  auch  ji^  P^  -f-  ji.5  -P^  -f-  ji«  P^  =  0,  es  ist  also  auch  P^  P^  P^  ein 
Polarendreieck  desselben.  Wir  erkennen  daher:  Wenn  zwei  Dreiecke  einem 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sind,  so  giebt  es  einen  bestimmten 
Kegelschnitt,  für  den  sie  Polarendreiecke  sind. 

Umgekehrt:  Zwei  Polarendreiecke  desselben  Kegelschnitts  sind 
einem  andern  Kegelschnitte  eingeschrieben.  Denn  sind  P^P^P^  und 
^i^'^-^t  Polarendreiecke  eines  Kegelschnitts,  so  kann  die  Gleichung  desselben 
in  den  beiden  Formen  geschrieben  werden 

tfi/?  -h  a^Pi  +  a^Pi  =  0,     a^Pl  H-  a^Pl  -*-  a^P^  =  0. 

Daher  giebt  es  eine  Zahl  «,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 
a^P^  H-  a^PI  -f-  a^PI  -  na^P^  -  ««.,/>?  -  na^P^  =  0, 
folglich  liegen  die  Punkte  P^  .  ,  .  P^  auf  einem  Kegelschnitte. 

B.  Wenn  zwei  Dreiecke  demselben  Kegelschnitte  umschrieben 
sind,  so  sind  sie  Polarendreiecke  für  einen  bestimmten  anderen 
Kegelschnitt;  und  umgekehrt:  Zwei  Polarendreiecke  desselben  Kegel- 
schnitts sind  einem  andern  Kegelschnitte  umschrieben. 

§  14.    Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar. 

1.  A.  Die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen 
in  Punktcoordinaten  aus  den  Gleichungen  zweier  gegebener  Kegel- 
schnitte /'  =  0  und  /"  =  0  in  der  Weise  abgeleitet  werden 

heisst  ein  Kegel schnittbtischel.    Man  erhält  alle  Kegelschnitte  des  Büschels, 
indem  man  dem  Verhältnisse  Xj  :  Xj  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  giebt. 

Die  Kegelschnitte  /'  ==  0  und  /"  =  0  gehören  zum  Büschel;  sie  gehen 
aus  /  hervor,  wenn  man  Xj  =1,  Xj  =  0,  bez.  X^  =  0,  X^  =  1  setzt. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  des  Büschels. 
Sind  nämlich  /^  und  //'  die  Werthe,  welche  die  Functionen  /'  und  /"  für  einen 
g^ebenen  Punkt  ^  der  Ebene  erhalten,  so  nehme  man  X^  =/y",  Xj  = — fx, 
bÜde  also  den  Kegelschnitt/  « //' .  f  ^  f^  .  f^  =  0. 

Setzt  man  in  /'  und  /"  statt  der  laufenden  Coordinaten  die  Coordinaten 
<les  Punktes  $,  so  verschwindet/  identisch,  also  liegt  ^  auf/  =  0. 

Hiervon  machen  nur  solche  Punkte  eine  Ausnahme,  für  welche  zugleich 
H  =  0  und  /y"  =  0,  die  also  den  Kegelschnitten  /'  und  /"  gemein  sind.  Für 
dieselben  verschwindet  auch  die  Function/^  \^f  -f-  Xj/",  sie  gehören  also 
ällenKegelschnitten  des  Büschels  an;  sie  heissen  die  Träger  des  Büschels. 

B.  Die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  deren  Gleichung  in 
Liniencoordinaten  aus  den  Gleichungen  zweier  gegebenen  Kegel- 
schnitte 9'  =  0  und  9"  =s  0  in  der  Weise  abgeleitet  werden 

9  B  Xi9'  H-  Xj9"  =-  0, 
heisst  eine  Kegelschnittschaar.     Man  erhält  alle  Kegelschnitte  der  Schaar, 
weim  man  dem  Verhältnisse  X^  :  X,  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegt. 
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Die  gegebenen  Kegelschnitte  gehören  zur  Schaar,  denn  ihre  Gleichungen 
gehen  aus  9  hervor,  wenn  man  X^  =  1,     X^  =  0,  bez.  Xj  =  0,     X,  =  1  setzt 

Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  einem  Kegelschnitte  der  Schaar 
berührt.  Denn  sind  ^u'  und  ^u"  die  Werthe,  welche  die  Functionen  9'  und  9" 
für  die  Coordinaten  einer  gegebenen  Geraden  S;  annehmen,  so  wähle  man 

^1   =  Tu   >       ^2  ^^  —  ?» » 
bilde  also  den  Kegelschnitt  der  Schaar 

f  ^  ^u    •  ^  —  9u  •  9     =0. 

Ersetzt  man  die  laufenden  Coordinaten  u^  in  9'  und  9"  durch  die  Coordi- 
naten Ux  der  gegebenen  Geraden  3,  so  verschwindet  ^  identisch,  also  berührt  2 
den  Kegelschnittt  ^  =  0. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  gegebene  Gerade  die  beiden 
gegebenen  Kegelschnitte  berührt;  denn  dann  ist  ^ri'  =  9u"  =  0.  Für  die  Coor- 
dinaten jeder  solchen  Geraden  verschwindet  auch  die  Function  ^  ^  X^^'  H-  Xj^^'i 
also  wird  diese  Gerade  von  allen  Kegelschnitten  der  Schaar  berührt 
Eine  solche  Gerade  heisst  Träger  der  Schaar. 

2.  A.  Ist  ein  Punkt  zwei  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein,  so 
ist  er  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemein. 

Beweis.  Sind  /'"  ^  X^^f  4-  X^j/"  =  0  und  /""  =  \^f  -h  Xj^/"  =  0 
zwei  verschiedene  Kegelschnitte,  so  sind  die  Verhältnisse  X^j  :  X^s  und  X|^  :  X^^ 
ungleich,  folglich  ist  die  Differenz  X,3X24  — ^23^14  ^^^  ^v\\  verschieden.     Aus 

folgt  /'==n[ — ^  X  X  a»4/"'-^»/""). 

r  ==  5[    \     ITT     i     (     ^14/    "^^is/    )• 

A13A24  ^33^14 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  den  Gleichungen 
/'"  =  0,  /""  =  0  genügt,  auch  auf  /'  =  0  und  /"  =  0  liegt;  sowie,  dass 
man  die  Functionen  /'  und  /"  und  damit  auch  alle  linear  aus  /'  und  /" 
zusammengesetzten  quadratischen  Functionen  /,  die  gleich  Null  gesetzt  die 
Gleichungen  der  Büschelkegelschnitte  ergeben,  linear  durch  /'"  und  /'"',  d.  i. 
durch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  irgend  zwei  Büschelkegelschnitten 
ausdrücken  kann. 

B.  Ebenso  ergiebt  sich:  Ist  eine  Tangente  zwei  Kegelschnitten  einer 
Schaar  gemein,  so  ist  sie  allen  Kegelschnitten  der  Schaar  gemein. 

3.  A.  Die  linearen  Functionen  /jy,  /gy,  /jy  (§  13,  No.  1)  für  die  qua- 
dratische Form  /  SS  Xj/'  -+-  Xg/"  sind 

/i?  =  \f\r  -^  ^a/ijc»     f^i  =  ^1/2??'  "*-  ^2/2/'»     f%T  =  ^i/sjf'  "*"  ^2/3/- 
Die  Gleichung   der  Polaren    eines  Punktes  $   in  Bezug   auf  den  Büschel- 
kegelschnitt /  =  0  ist  also 

S  =  (^l/iy'-H^2/l?")^l   +(^1/2/-^  ^2/2r'>2    +    ai/3/-HX2/3y'V3   =0. 

Setzt  man 

3^'   ^fu^\   +/2)c'*^2   -+-/3J:''^8»         3:"   ^/iy"^i   -+-/2y"^2  -^/ii'^Z» 

SO  sind  J'  =  0  und  2"  =  0  die  Gleichungen  der  Polaren  des  Punktes  $  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  /'  und/"  und  man  hat  2:  ^  X^  J'  -h  XjS". 

Hieraus  folgt,  dass  die  Polare  des  Punktes  Sß  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  / 
durch  den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  fß  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte/' 
und  /"  geht;  dies  ergiebt  den  Satz:  Die  Polaren  eines  Punktes  A  in 
Bezug    auf   die    Kegelschnitte    eines    Büschels    gehen    durch    einen 
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I  sind  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
hen  daher  auch  die  Polaren  des  Punktes 
initte  des  BUschels  durch  A. 
lezug  auf/'  und  /"  in  eine  Gerade  2:  zusammen, 
lg  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  /  des  Büschels 
also  mit  %  zusammen.  Es  giebt  daher  ein 
egelschnitten  eines  Büschels  gemeinsam 
;dei  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende  Seite 
real. 

ung  der  Polaren  des  Punktes  $  in  Bezug  auf 
Strahlenbüschel  S^,  St,  Sc,  .  .  ■  welche 
ie  A,  -B,  C  .  .  .  der  Ebene  in  Bezug  auf 
:hels  gebildet  werden,  sind  projectiv;  es 
en   der   Punkte  A,  B,   C  .  .   in  Bezug   auf 

in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Büschels 
I  von  A  und  B,  also  der  Schnitt  zweier  ent- 
eren Folarenbüschel  Sa  und  5j.  Hieraus  folgt 
eraden  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
lem  Kegelschnitte.  Dieser  Kegelschnitt  geht 
:hel  Sa  und  St,  d.  i.  durch  die  Punkte  a  und  b, 
in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
litt,  welcher  die  Pole  einer  Geraden  T 
tte  eines  Büschels  enthält,  ist  also  auch 

Punkten  der  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
conjugirt  sind. 

len  T  mit  einer  Seite  a  des  Polaiendreiecks  ist 
igenüberliegende  Ecke  A  conjugirt,  also  folgt 
:  die  Pole  einer  Geraden  in  Bezug  auf 
:hels,  sowie  die  Conjugirten  der  Punkte 
as  Büschel  enthält,  ist  dem  gemeinsamen 
Is  umschrieben. 

den  AB  eine  Ecke  des  Polarendreiecks  des 
1  des  PolarenbUschels  von  Ä  in  eine  Gerade 
unkte  A  gegenüberliegende  Seite  a  des  Polaren- 
'ole  jeder  durch  einen  Eckpunkt  A  des 
eraden  fallen  in  die  A  gegenüberliegende 
Jm  zu  erfahren,  wo  die  Funkte  liegen,  die  den 
lg  auf  alle  Kegelschnitte  des  BUschels  conjugirt 
ren  der  Punktreihe  AB  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
te Strahlbüschel  bilden,  deren  Träger  auf  der 
1  Seite  a  des  Polarendreiecks  liegen.    Da  nun  a 

und  /"  ist,  so  fallen  in  a  zwei  entsprechende 
chel  zusammen;  die  beiden  Büschel  sind  daher 
prechender  Strahlen,  d.  i.  die  den  Punkten  von 
id  daher  in  Bezug  auf  ^le  Kegelschnitte  des 
1  folglich  auf  einer  Geraden  T.  Dem  auf  a  ge- 
ist  A  conjugirt,  folglich  geht  T  durch  A,  Wir 
unkten   einer  Geraden,   die   durch  eine 
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emeinsamen  Polarendreiecks  geht,  sind  in  Bezug  auf  alle 
tte  des  Büschels  die  Punkte  einer  andern  durch  dieselbe 
'olarendreiecks  gehenden  Geraden  conjugirL 
;elschnitt,  auf  dem  im  Allgemeinen  die  Conjugirten  der  Punkte  einer 
en,  zerfällt  in  diesem  Falle  in  die  Geraden  T  und  a;  die  Conjugirten 
kte  von  AB  liegen  auf  T,  ausi^enommen  für  den  Punkt  A,  denn 
alle  Punkte  der  Geraden  «  conjugirt. 

linearen    Functionen   «pm,    9^0»    ?ju    "ir   die   quadratische    Form 

Xj<p"  sind 

'  +  ^»Ti'i".      ?j«  =  ^i?3u'  +  ^sTs"".      Tj«  =  ^iTiu  +  >-a9i»"- 

ichung  des  Poles  einer  Geraden  S  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 

ah  er 

'  -t-  ^sTi'u")  «,  +  C^i^su  +  XjYju")  «,  +  ^,Tsn'  +  ^fju")  «,  =  0. 

n«,  -(-7ii/«»  +7s"'«!'       %"  ^  fiu"«!  +¥1«"«»  -t-Tsu"«»' 
=  0  und  ■p"  =  0  die  Gleichungen  der  Pole  der  Geraden  2  in  Bezug 
Eischnitte  ^'  =:  0  und  f"  =:  0  und  man  hat 

gt  der  Pol  von  $  auf  der  Geraden  5l!'$".  Wir  schHessen  daher: 
iner  Geraden  A  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schaar 
einerGeraden  a;  die  Geraden  A  und  a  sind  daher  in  Bezug 

egelschnitte    der  Schaar    conjugirt;    es  liegen   daher  auch 

die  Pole  der  Geraden  «  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
r  auf  der  Geraden  A. 

usnahme  hiervon  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  Pole  für  die  Kegel- 
.ind  <f"  zusammenfallen;  dann  fallen  die  Pole  von  A  in  Bezug  auf 
:hnitte  der  Schaar  zusammen.  Hieraus  ergiebt  sich:  Die  Kegel- 
iner  Schaar  haben  ein  gemeinsames  Polarendreieck;  von 
I  ist  entweder  eine  Seite  und  die  gegenüberliegende  Ecke 
das  ganze  Dreieck  ist  real, 
r  Gleichung  des  Poles  einer  Geraden  3   fUr  einen  Kegelschnitt  der 

0  ersieht  sich  ferner:  Die  Pole  der  Geraden  A,  B,  T,  A  .  .  .  . 
egelschnitte   einer  Schaar   bilden   projective   Punktreihen 

2(,  .  .  .  .    und    zwar    entsprechen    sich    die  Pole  derselben 
n  Bezug  auf  die  einzelnen  Kegelschnitte  der  Schaar. 
laren  des  Sdinittpunktes  zweier  Geraden  AB  in  Bezug  auf  die  Kegel- 

Schaar  sind  die  Geraden,  welche  die  Pole  der  Geraden  A  und  B 
sind    also    die  Verbindungsgeraden    entsprechender  Punkte   der  den 

und  B  zugehörenden  projectiven  Polreihen  2»  und  2^;  dies  ergiebt: 
en  eines  Punktes  /»  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer 
nhüllen  einen  Kegelschnitt.  Derselbe  wird  auch  von  den 
lerührt,  die  den  durch  P  gehenden  Geraden  in  Bezug  auf 
schnitte  der  Schaar  conjugirt  sind. 

usnahme  von  diesen  beiden  Sätzen  tritt  nur  ein,  wenn  der  Punkt  auf 
i  des  gemeinsamen  Polarendreiecks  der  Schaar  liegt.  Denn  die  zu  A 
Ireihe  schrumpft  in  einen  Punkt  zusammen,  nämlich  in  den  A  gegen- 
;n  Eckpunkt  fl  des  Polarendreiecks.  Hierausfolgt:  Die  Polareneines 
ler  auf  einer  Seite  A  des  Polarendreiecks  der  Schaar  liegt, 
den  A  gegenüberliegenden  Eckpunkt«  des  Polarendreiecks. 
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e  a  des  der  Schaar  gemeinsamen  Polaren- 
ch  a  gehenden  Geraden,  die  gegenüber- 

der  Schaar  conjugjrt 

Polaren  eines  Punktes,  sowie  die 
'unkt  gehenden  Strahlen,  in  Bezug 
lar  umhüllen,  ist  dem  gemeinsamen 
schrieben. 

fiir  Kegel  sehn  ittbü  sehe!  ei^ebt  sich  femei: 
essen  Träger  auf  einer  Seite  A  des 
iegt,  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
n  eines  andern  Büschels  conjug_irt, 
leite  des  Polarendreiecks  Hegt.  Der 
;  ConjugirCen  der  Strahlen  eines  Büschels 
n  zwei  Strahlbüachel  (zwei  Punkte);  den 
der  Geraden  A  zusammenfallen,  sind  die 
;  dem  Strahl  A  ist  das  ganze  Strahlbüschel 
:rliegende  Eckpunkt  des  Polarendreiecks  ist. 
litte  eines  Büschels  oder  einer  Schaar  sind 
.  Daher  folgt  (No.  3):  Die  Mittelpunkte 
:1s  liegen  auf  einem  Kegelschnitte, 
ichels  umgeschrieben  ist.  Die  Mittel- 
Ichaar  liegen  auf  einer  Geraden. 
T  Kegelschnitte  eines  Büschels,  die 
conjugirt  sind,  gehen  durch  einen 
slschnilte  einer  Schaar,  die  einer 
■t  sind,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 
1  Doppelpunkten  der  Kegelschnitte 

Kegelschnitten  eines  Büschels,  die 

■H  ).,/"  =  0  einen  Doppelpunkt,  und  ist 

13,  No.  3) 

(  +  ^■i^iii       ^i<^is  +  '■s*ij  I 

n   des  Doppelpunkts   bestimmen   sich  aus 

■t-(X,a,  „+X/,  O^s+C-i-^i  a+^a^i  s)*s  =  0. 

—  Xj  :  X,  durch  X,  so  werden  die  Deter- 
.,  4.  mit  der  Determinante  L  und  den 
15  identisch.  Wir  haben  daher  den  Satz: 
ischel  drei  (reale  oder  imaginäre)  Kegel- 
zerfallen; die  Doppelpunkte  dieser 
s  gemeinsamen  Polarendreiecks. 
)ben  werden,  dass  aus  der  Realität  eines 
in  kann,  dass  auch  das  zugehörige  Geraden- 


,'0. 


■"••     1 


*:^^ 


Jsi.^'- 


^/^ 


^^: 


r^'' 
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paar  real  ist  Wählt  man  einen  realen  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Polaren- 
dreiecks  zur  Ecke  A^^  und  die  gegenüberliegende  Seite  zur  Seite  A^A^  des 
Coordinatendreiecks,  so  wird  (§  13,  No.  20) 

Die  Gleichung  1.  wird  jetzt 


oder 


0 
0 


^S^ll» 


0 

^1^22 
^1^28 


^2 *2  2» 
^2^2  3» 


(^«11   -^^2^l) 


0 
^1028 


X,^,3 
^2^8  8 


=   0, 


^2^2  8 
^2^88 


=   0. 


5. 


^1^22  "^  ^1  ^22» 

^1^2  8   "*"  ^2^28»  ^1^88  .     -- 

Eine  Wurzel    dieser  Gleichung,    die  dem  Doppelpunkte  A^   entspricht,  ist 

'^ä=^ii'  — ^111  ^^  zugehörige  Geradenpaar  hat  die  Gleichung: 

/=  ^n/'  —  ö^ii/"  ^  (^1^22  —  ^11^22)^2*  -+-  2(^11^23  —«11^,3)^8^:, 

+  (^ll«3  8  —«11^88)^8*  =  0. 
Ist  das  ganze  Polarendreieck  real,  so  wird  in  Bezug  auf  dasselbe 


22*2 


/"  =   ^11 -^1*    -+-    ^22*^2^ 


a 


88*8  » 
'8  8^8 


Die  Determinante  1.  r^ducirt  sich  jetzt  auf  das  Produkt  der  Diagonalglieder 

6.  (X^Äii  +  Xj^i,)  (Xi^,,  4-  Xa/^aa)  (Xiä,3  4-  X,^33)  =  0 

und   liefert   jftir   das  Verhältniss   Xj  :  X,    die  drei  realen  Wurzeln  b^^  :  (— <»n)i 
^22  •( — ^22)»     ^3  8  •( — ^3  8)J  diesen  entsprechen  die  drei  Geradenpaare 

7.  (^22^11 —«11^28)^2^  —  («11^88—^33^1)^8*  =  0» 

8.  —(«22^11—^11^22)^1*  -^  («83^22— «22^33)^8*  =  Ö, 

^-  («11^88— «88^l)^l*    —   («88^22— «22^88)'^8*    =   ^' 

Sind  die  Grössen  (^22^11—^11^22)»  («11^33 —«38^11)»  («88^22 —«22^3) 
alle  drei  positiv,  oder  alle  drei  negativ,  so  sind  die  drei  Geradenpaare  7.,  8.,  9. 
real;  sind  zwei  der  Grössen  positiv  (z.  B.  die  erste  und  zweite)  imd  die  dritte 
negativ,  oder  sind  zwei  negativ  (die  erste  und  die  zweite)  und  die  dritte  positiv, 
so  ist  ein  Geradenpaar  real  (in  beiden  Fällen  das  Geradenpaar  7.),  die  andern 
beiden  sind  conjugirt  complex.  Wenn  ein  Kegelschnittbündel  ein  reales 
Polarendreieck  hat,  so  ist  entweder  ein,  oder  es  sinä  drei  reale 
Geradenpaare  im  Büschel  enthalten. 

B.  Der  Kegelschnitt  9  ei  Xj^'  -f-  Xj<p"  =  0  hat  eine  Doppeltangente,  zer- 
fallt also  in  zwei  Punkte,  wenn  die  Determinante  verschwindet 


10. 


^i«ii 
Xjajj 

Xiaj3  -H 


Xjßjj, 

^2ßlli 
X2pi3» 


^1«22 

X^a 


-hXjp 


12' 
^2P22» 


23 


Xop 


2P28» 


^1^18  -^- 


'^1^28 
^1«8  8 


XjPj2 

X2P23 

^2^8  8 


=  0. 


Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  der  Doppeltangente  bestimmen  sich  aus 
zweien  der  drei  Gleichungen: 

11.  (Xi«,!  +Xjßii)«i  H-  (Xiaji  -hXißij)«j,  -4-  (X,ai3  -+-X8ßi,)»3  =  0, 

12.  (XiÄij-l-Xjpij)!^!   -h  (Xia,2  4-Xap,,)«2  4-  (Xia2  3 -f- X2ß2  8)  «8  =  0, 

13.        (Xiaij^-Xjpi,)«!    -+-    (Xia28-f-X2P88)«2    "^    (^ia3  8  •^- ^2ß8  8)«8    =   0. 

Ersetzt  man  X2  :  Xj  durch  —  ji,  so  werden  die  Determinante  10.  und  die 
Gleichungen  11.,  12.,  13.  mit  der  Determinante  Af  und  mit  den  Gleichungen  5., 
6.,  7.  in  §  13,  No.  25  identisch.  Hieraus  folgt:  Unter  den  Kegelschnitten 
einer  Schaar  giebt  es  drei  Punktpaare;  die  Doppeltangenten  der- 
selben sind  die  Seiten  des  den  Kegelschnitten  der  Schaar  gemein- 
samen Polarendreiecks. 
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:    Ist  das  ganze  Polareadreieck  real,  so 
tpaare  real,  oder  es  ist  eines  real  und 
die  andern  beiden  sind  conjugirt  complex. 

6.  A.  Mögen  nun  die  drei  Geradenpaare,  welche  einem  Kegelschnittbilschel 
ingebären,  aus  realen  Geraden  bestehen,  oder  mögen  imaginäre  unter  ihnen 
iein,  in  jedem  Falle  schneiden  sich  zwei  dieser  drei  Paare  in  vier  realen  oder 
imaginären  Punkten;  folglich  gehen  die  Geraden  des  andern  Paares  und  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  durch  dieselben  vier  Punkte.  Heben  wir  insbesondere 
irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  hervor,  so  haben  wir  den  Satz:  Zwei 
Kegelschnitte  haben  vier  reale  oder  complexe  Schnittpunkte. 

Sind  vier  reale  Schnittpunkte  vorhanden,  so  hat  das  zu  diesen  beiden  Kegel- 
Kbnitten  gehörige  Büschel  drei  reale  Geradenpaare,  nämlich  die  drei  Paare 
Gegenseiten  des  durch  die  vier  Schnittpunkte  bestimmten  vollständigen  Vierecks, 
—  und  ein  reales  Folarendreieck,  dessen  Ecken  die  Diagonalpunkte  dieses  Vier- 
ecks sind. 

Um  über  die  Realität  der  zum  Büschel  der  beiden  Kegelschnitte  gehörenden 
Geiadeupaare  und  über  die  complexen  Schnittpunkte  weiter  zu  entscheiden, 
vollen  wir  uns  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  /'  und  /"  auf  ein  recht- 
winkeliges System  bezogen  denken.     Die  Gleichung  von  /'  sei 

/'  s  ax*  ■+■  itxy  +  try^  +  iäx  -i-  2ej>  +  i  =  0. 

Wird  dieser  Gleichung  durch   den  imaginären  Punkt  genügt,  der  die  Coor- 
dinaten  hat  x  ^  k-i-  if,    _)-  =  »)  +  it},  so  ist 
zi  =  S»  -H  2(£j,      xy  =  5ti  —  j;^  +  i{)t^  +  U),    ^>  =  ii"  —  p*  -+-  Sit)?. 

Setzt  man  diese  Werthe  in/'  =  0  ein,  so  erhält  man: 

+  2/{<iE?  +  6rit  +  Hi)  ■+■  fii9  +  dr  +  eig)  =  0. 

Also  sind  die  beiden  Gleichungen  einzeln  erfüllt 
1.      a(V—r*)  =  2*(5i]  — r?)  +  ir(i)»  — 9»)  +  2./E  +  2<;i)  +  A  =  0, 
1  air  ■+-  i{Tii:  +  it))  -+■  cij^  ■+  äj  +  ei)  =  0. 

Ersetzt  man  hierin  j  und  9  durch  — j:  und  — 9,  so  bleibt  die  Gleichung  1. 
iiDgeändert,  und  in  2.  wechseln  alle  Glieder  die  Vorzeichen.  Wir  schtiessen  daher: 
Wenn  ein  complexer  Punkt  auf  einem  Kegelschnitte  liegt,  so  liegt 
luch  der  conjugirt  complexe  auf  dem  Kegelschnitte.  Hieraus  folgt 
wiier:  Die  complexen  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  sind  paar- 
weise conjugirt. 

Da  nun  zwei  conjugirt  complexe  Punkte  immer  auf  einer  realen  Geraden 
fBÜialten  sind,  so  folgt:  Sind  die  vier  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
ichnitte  complex,  so  zerfallen  sie  in  zwei  Paar  conjugirte  und  das 
Büschel  der  beiden  Kegelschnitte  enthält  ein  reales  Geradenpaar. 

Bestehen  die  vier  Schnittpunkte  aus  den  beiden  Paaren  conjugirt  complexer 
Punkte  fjPi'  und  -P^-Pi',  welche  die  Coordinaten  haben  Zi  +  tTi,  i)i4-<9ii 
Ej  — Ti,  ^1 — i^i',  Is  +  i'):»,  li  +  '^jl  Ej  — 173,  T)j — »9j,  so  sind  die  Geraden 
J'jJ'i'  und  P^I','  real;  die  Gleichungen  der  Geraden  i',/'j  und  /'/i'a'  sind: 

I       ■^.         ■^'  M  I        *'  >'  1 1 

Ui  +  ^'r,.     »Ii-t-'?i,     1=0,         £,  —  (j:,,    ii]--(>,,     1=0. 

U,  +  ("rs,    T],-4-(>,,     li  \U—'h-    li  — '9*'     ll 

Diese  Geraden  sind,  we  man  sieht,  conjugirt  complex,  haben  also  einen 
tealcn  Schnittpunkt.  Ebenso  sind  die  Geraden  J'iJ^f'  und  P^J^i'  conjugirt 
wtnplei,  denn  sie  haben  die  Gleichungen 


Af- 


fe./ 


j. 


i>«i^   ^ 


rt   - 
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=  0, 


=  0. 


Wir  schliessen  hieraus:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  keinen  realen 
Schnittpunkt  haben,  so  sind  alle  drei  Ecken  des  gemeinsamen 
Polarendreiecks  real.  Hieraus  und  aus  §  13,  24  A  folgt  weiter:  Haben 
zwei  Kegelschnitte  ein  reales  Polarendreieck,  so  haben  sie  entweder 
vier  reale  Schnittpunkte  oder  zwei  P.?are  conjugirt  complexe. 

Ist  nur  eine  Ecke  des  Polarendreiecks  real  und  haben  die  Kegelschnitte 
einen  realen  Schnittpunkt,  so  haben  sie  (§13,  No.  14  A)  noch  einen  realen 
Schnittpunkt;  beide  Schnittpunkte  liegen  auf  einer  durch  die  reale  Ecke  des 
Polarendreiecks  gehenden  Geraden,  und  diese  Gerade  ist  ein  Theil  eines  in  zwei 
Gerade  zerfallenden  Kegelschnitts.  Ein  dritter  realer  Schnittpunkt  kann  nicht 
existiren,  da  sonst  noch  ein  zu  diesen  gehöriger  vierter,  also  ein  reales  Polaren- 
dreieck vorhanden  wäre,  im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung. 

Da  die  Gleichung  des  Geradenpaares,  das  zu  dem  Büschel  der  beiden 
Kegelschnitte  gehört,  und  den  realen  Eckpunkt  des  Polarendreiecks  zum  Doppel- 
punkte hat,  reale  Coefhcienten  hat  und  im  Falle  zweier  realen  Schnittpunkte 
eine  Gerade  des  Paares  real  ist,  so  folgt,  dass  auch  die  andere  Gerade  real  ist 
Die  andern  beiden  Geradenpaare  können  reale  Gerade  nicht  enthalten,  da  die- 
selben weitere  reale  Schnittpunkte  mit  dem  realen  Geradenpaare  erzeugen  würden. 

Wenn  also  nur  eine  Ecke  des  zwei  Kegelschnitten  gemeinsamen 
Polarendreiecks  real  ist,  so  haben  die  beiden  Kegelschnitte  zwei 
reale  Schnittpunkte.  In  jedem  Falle  ist  in  einem  Kegelschnittbtischel 
wenigstens  ein  reales  Geradenpaar  enthalten. 

B.  Ebenso  ergeben  sich  die  dual  entsprechenden  Sätze:  Zwei  Kegel- 
schnitte haben  vier  reale  oder  paarweis  conjugirt  complexe  gemein- 
same Tangenten.  —  Wenn  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  real  sind, 
so  enthält  die  zu  den  beiden  Kegelschnitten  gehörige  Schaar  drei 
Paare  realer  Punkte,  die  Gegenecken  des  von  den  vier  Geraden  ge- 
bildeten vollständigen  Vierseits,  und  ein  reales  Polarendreieck, 
dessen  Seiten  die  Diagonalen  dieses  Vierseits  sind.  —  Haben  die 
beiden  Kegelschnitte  ein  reales  Polarendreieck,  so  haben  sie  ent- 
weder vier  reale  gemeinsame  Tangenten,  oder  keine  reale  gemein- 
same Tangente.  Ist  nur  eine  Seite  des  Polarendreieck's  real,  so  haben 
die  Kegelschnitte  zwei  reale  gemeinsame  Tangenten,  die  sich  auf  der 
realen  Seite  des  Polarendreiecks  schneiden.  In  jedem  Falle  gehörtzu 
der  von  zwei  Kegelschnitten  bestimmten  Schaar  ein  reales  Punktpaar. 

7.  A.  Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  schneiden  jede  Gerade 
in  Punktpaaren  einer  quadratischen  Involution. 

Beweis.  Nimmt  man  die  Gerade  zur  Seite  A^A^  eines  Coordinatendreiecks, 
so  bestimmen  sich  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts 
/^  Xi/'  -+■  Xg/"  =  0  und  der  Achse  A^A^  aus  den  Gleichungen 


^1=0,    /  =  0, 

also  aus  den  beiden  Gleichungen 
1. 

2.  ^-h 


X, 


X 

1 


=  1, 


2 


Xi(Ä23^a*  -i-  2Ä33:«rj^3  -+-  a^^x^)  4-  ^%{b^^x^  -h  2b 


2  8'*a'*^8 


^8  8^8^)   =  Ö. 


=    1. 


8 
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so  geben  die  trinomischen  Faktoren  von  X^  und  Xg  quadratische  Functionen  von 
jfj  allein;  bezeichnet  man  den  Abstand  eines  Punktes  P  der  Geraden  A^A^ 
von  A^  mit  z,  und  den  Winkel  A^Aj^A^  mit  a,  so  kann  man  durch  die  Sub- 
stitudon  x^  =  zsina,  die  Faktoren  von  X^  und  Xg  in  quadratische  Functionen 
?on  z  überfuhren.  Ersetzt  man  nun  in  §  7,  No.  1  und  2  die  Grössen  X,  r^y  r^ 
durch  Zt  \t  Xj,  so  folgt  die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes. 

B.  Die  Tangentenpaare,  die  von  einem  Punkte  aus  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  gelegt  werden,  bilden  eine  quadratische  Invo- 
lution. 

Wählt  man  den  Punkt  als  die  Ecke  A^  eines  Coordinatendreiecks,  so  erhält 
man  die  Coordinaten  der  von  A^  an  den  Kegelschnitt  <p  ^  Xj^p'  -h  Xj^"  =  0 
gelegten  Tangenten  aus  den  Gleichungen 


3.   (X^aja  -h  Xgßgj)«! 


4. 


2(Xiaj8 


-h 


^ap28)»8«3 
P8«8 


■^    (^1^8  8   ^-   ^2ß8  8)^3^    =    0, 


'8 


Ersetzt  man  in  3.  i^«  und  Um  durch  r 


% 


=  1. 

:  r  und  rj  :  r  (§  12,  No.  10,  1),  so 


eihalt  man  die  Gleichung 
5.    ^(«„r/ 


2a88^a''8 


-f-  a 


i9^!) 


x^Cß 


2j^a 


2ßas^8^8 


?8  8^l)   =    0. 


Bezeichnet    man   die  Strecken  A^A2   und  A^A^   mit  g^  und  ^2*    ^^^   ^'^ 

Winkel  ^,7*  und  ^^^2  ^^  ^  ^'^^  ^f  ^^  ^^^  ^^^ 

6.       Tj  =  ^j  j/Vf<p,     rj  =  g^  sin(^  —  a)  =  ^2  ^^^^  '  ^^^^  — ^2  ^^^^  '  cos^. 
Durch  diese  Substitution  geht  eine  homogene  quadratische  Function  von  r^ 

und  Tj  in   eine   homogene    quadratische   Function    von   sin^   und    cos^    über. 

Dindirt  man  die  durch  die  Formeln  6.  transformirte  Gleichung  5.  durch  cos^^, 

so  Verden  die  mit   Xj   und  Xj   multiplicirten  Trinome   quadratische  Functionen 

von  tangff.    Aus  §  7,  No.  2  ergiebt  sich  nun  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes. 
8.  A.   Von  zwei  Kegelschnitten/'  und/"  sind  zwei  Schnittpunkte 

und  ausserdem  noch  von  jedem  drei  Punkte  gegeben;  man  soll  die 

andern  beiden  Schnittpunkte  construiren. 

Sind  A,  B  die  beiden  gegebenen  Schnittpunkte  und  C,  D^  E  die  drei  andern 
gegebenen  Punkte  von/',  (7j,  Z>i,  E^  die  des  andern  Kegelschnitts /",  so  ziehe 
man  die  Gerade  CC^   und  bestimme  (nach  Pascal)  die  beiden  andern  Schnitt- 
punkte C  und  Cj'  dieser  Geraden  und  der  Kegelschnitte /'  und/".    Durch  die 
beiden  Paare  CC  und  C^C^  ist  nun  die  quadratische  Involution  /  bestimmt, 
welche  die  Schnittpunkte  der  Geraden  CC^  und  des  Curvenbüschels  /'/"  bilden. 
Zu  diesem  Curvenbtischel  gehört  auch  das  Geradenpaar,  welches  aus  der  Geraden 
AB  und  der  Verbindungslinie  T  der  unbekannten  beiden  andern  Schnittpunkte 
besteht;  dieses  Geradenpaar  schneidet  die  Transversale  CC-^  in  einem  Punktpaare 
der  Involution  /;  da  nun  von  diesem  Punktpaare  ein  Punkt  —  der  Schnittpunkt 
von  CC^  und  AB  —  bekannt  ist,   so  kann  man  nach  §  7,  No.  5  den  andern 
^*TOkt  dieses  Paares,    d.  i.  den  Schnitt  von  CC^    und   T^  construiren.     Nach- 
dem man  so  einen  Punkt  von  T  gefunden  hat,    zieht  man  eine  andere  Trans- 
versale, z.  B.  DD^t  und  bestimmt  in  gleicher  Weise  ihren  Schnittpunkt  mit  T, 
Nun  hat  man  T^  und  es  erübrigt  nur  noch,  nach  §  11,  No.  13  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  T'mit/'  oder/"  zu  coi^struiren;  diese  sind  die  gesuchten  Punkte. 
Die  Auflösung  bleibt  dieselbe,  wenn  A  und  B  nicht  real,  sondern  conjugirt 


'^'•^>^^> 
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complex  (etwa  die  complexen  Doppelpunkte  einer  auf  einer  gegebenen  Geraden 
liegenden  quadratischen  Involution)  sind. 

B.  Die  Auflösung  der  dual  entsprechenden  Aufgabe:  Von  zwei  Kegel- 
schnitten sind  zwei  gemeinsame  Tangenten  und  ausserdem  von  jedem 
drei  Tangenten  gegeben,  man  soll  die  beiden  andern  gemeinsamen 
Tangenten  construiren,  ist  an  der  Hand  der  soeben  mitgetheilten  Con- 
struction  leicht  aufzufinden. 

9.  A.  Den  Kegelschnitt  eines  Büschels  zu  construiren,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  geht. 

a)  Hat  das  Büschel  vier  reale  Träger  j4,  B,  C,  £>,  so  sind  von  dem  gesuchten 
Kegelschnitte  fünf  reale  Punkte  bekannt,  also  kann  derselbe  (nach  Pascal)  con- 
struirt  werden. 

ß)  Hat  das  Büschel  nur  zwei  reale  Träger  A,  B,  so  bestimme  man  zu- 
nächst nach  No.  8  A  die  Gerade  T,  auf  welcher  die  beiden  conjugirt  complexen 
Träger  liegen.  Projicirt  man  drei  weitere  Punkte  C,  Z>,  £  eines  Büschel- 
kegelschnitts /'  von  A  und  von  B  aus  auf  T,  so  sind  die  beiden  imaginären 
Träger  die  Doppelpunkte  der  durch  die  Projectionen  C'Z>'£'  und  C"D"£" 
bestimmten  projectiven  Reihen.  Der  gesuchte  Kegelschnitt  kann  nun  aus  den 
drei  realen  Punkten  J]  A,  B  und  den  beiden  conjugirt  complexen  nach  §11,  No.  14 
construirt  werden, 

7)  Ist  keiner  der  Träger  gegeben,  so  verbinde  man  den  gegebenen  Punkt 
P  mit  einem  gegebenen  Punkte  A  des  einen  Büschelkegelschnitts  /'  und  bestimme 
den  zweiten  Schnittpunkt  A^  der  Geraden  PA  und  der  Curve  /',  sowie  die 
beiden  Schnittpunkte  B  und  B^  von  PA  und  einer  zweiten  Büschelcurve  /". 
Hierauf  construirt  man  den  Punkt  Q  so,  dass  das  Paar  PQ  zu  der  durch 
die  Paare  AA^  und  BB^  bestimmten  Involution  gehört  Alsdann  ist  Q  ein 
Punkt  des  gesuchten  Kegelschnitts.  Wenn  man  nun  P  mit  drei  weiteren  Punkten 
C,  Df  £  von  /'  verbindet,  und  dieselbe  Construction  wiederholt  ausführt,  so 
bekommt  man  weitere  drei  Punkte  Ä,  S,  T  des  gesuchten  Kegelschnitts  und  kann 
denselben  nun  aus  den  fünf  realen  Punkten  P^  Q,  P,  S,  T  construiren. 

Wenn  eine  der  Geraden,  z.  B.  PA  den  Kegelschnitt/"  nicht  in  realen 
Punkten  schneidet,  sondern  die  Schnittpunkte  als  die  conjugirt  complexen 
Doppelpunkte  zweier  auf  einander  liegenden  projectiven  Punktreihen  auftreten, 
so  hat  man  von  der  Involution,  in  welcher  PA  das  Kegelschnittbüschel 
schneidet,  ein  reales  Punktpaar  AA<^  und  ein  conjugirt  complexes,  und  es 
kommt  nun  zur  Ergänzung  dieser  Involution  darauf  an,  durch  dieses  complexe 
Punktpaar  und  einen  ausserhalb  PA  liegenden  beliebig  angenommenen  realen 
Punkt  F  einen  Kreis  zu  legen. 

Sind  GHJy^G^ir  f  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  projectiven  Punkt- 
reihen, durch  deren  Doppelpunkte  der  gesuchte  Kreis  gehen  soll,  so  verbinde 
man  F  mit  G,  H  und  J\  construire  den  Kreis,  in  welchem  der  auf  der  Sehne 
G^ IT  stehende  Peripheriewinkel  dem  Winkel  GFH  gleich  ist,  sowie  den  Kreis, 
der  HJ  zur  Sehne  und  auf  derselben  einen  Peripheriewinkel  gleich  HFJ  hat 
Diese  beiden  Kreise  haben  ausser  /T'  noch  einen  realen  Punkt  K  gemein.  Da 
nun  in  den  beiden  Büscheln  F  imd  K  die  entsprechenden  Winkel  gleich  sind, 
so  liegen  die  Punkte  F  und  K  und  die  Schnittpunkte  der  drei  Paar  entsprechenden 
Strahlen  auf  einem  Kreise,  und  die  Strahlen,  welche  von  F  und  von  K  aus  die 
Punkte  dieses  Kreises  projiciren,  treffen  die  Gerade  6^G^'  in  entsprechenden 
Punkten  der  beiden  projectiven  Punktreihen.    Also  ist  dieser  Kreis  der  gesuchte. 
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B.  Die  Construction  des  Kegelschnitts  einer  Schaar,  der  eine 
gegebene  Gerade  berührt,  lässt  sich  der  soeben  mitgetheilten  leicht  nachbilden. 

10.  A.  Wenn  eine  Gerade  T  ein  Büschelkegelschnitt  /  berührt,  so  fallen 
in  den  Berührungspunkt  die  beiden  Schnittpunkte  von  /  und  T,  also  zwei 
Punkte  eines  Paares  der  Involution  zusammen,  welche  aul  T  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  ausgeschnitten  wird,  folglich  ist  der  Berührungspunkt  ein 
Doppelpunkt  dieser  Involution.  Umgekehrt:  Bestimmt  man  auf  einer  Ge- 
raden T  die  Involution,  in  welcher  sie  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  durch- 
setzt, und  legt  einen  Kegelschnitt  /  des  Büschels  durch  einen  Doppelpunkt  A 
dieser  Involution,  so  fallt  auch  der  andere  Schnittpunkt  von  /  und  T  in  den 
Punkt  A,  der  Kegelschnitt  /  berührt  also  die  Gerade  T. 

Hieraus  sieht  man,  dass  es  zwei  Kegelschnitte  (die  beide  real  oder 
beide  imaginär  sind)  eines  Büschels  giebt,  die  eine  gegebene  Gerade 
berühren;  und  zugleich,  wie  man  diese  Kegelschnitte  construirt. 

B.  Construirt  man  in  der  Strahleninvolution  der  Tangentenpaare,  welche  von 
einem  Punkte  jP  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  gelegt  werden,  die  Doppel- 
stiahlen,  und  construirt  den  Kegelschnitt  ^  der  Schaar,  welcher  einen  dieser 
Doppelstrahlen  A  berührt,  so  kann  durch  P  ausser  A  keine  weitere  Tangente 
an  ^  gezogen  werden,  also  ist  P  der  Berührungspunkt,  also  geht  <p  durch  P, 
Hieraus  folgt:  Es  giebt  zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen,  sie  berühren  die  Doppelstrahlen  der 
Strahleninvolution,  welche  die  von  dem  Punkte  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  gelegten  Tangentenpaare  bilden. 

11.  Wenn  ein  Kegelschnittbüschel  die  Ecken  J?,  P,  JS,  G  eines  Vierecks  zu 
Trägem  hat,  so  sind  die  drei  Paare  Gegenseiten  DE  und  PG,  DP  und  PG,  DG 
und  ^Z*  besondere  Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt:  Die  drei  Paare 
Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  werden  von  jeder  Geraden 
in  drei  Punktpaaren  einer  Involution  geschnitten. 

Dies  ergiebt  eine  Methode,  eine  quadratische  Involution  linear  zu 
ergänzen:  Sind  A  und  A\ 
B  ttnd  B*  zwei  Paare  und  soll 
man  den  zu  C  gehörigen  Punkt 
constniiren,  so  verbinde  man 
4  ff  und  C  mit  einem  Punkte 
D  ausserhalb  AB*,  projicire 
einen  Punkt  £  der  Geraden 
CD  von  Ä  und  B  aus  SMfDB' 
nnd  DA,  und  durchschneide  AB* 
nüt  der  Geraden  PG;  dann  ist 
CC  ein  Paar  der  Involution. 

12-  Wir  knüpfen  hieran  die  Frage  nach  den  Parabeln,  die  in  einem  Kegel- 
schnittbüschel enthalten  sind  und  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dass  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  vier  reale  Schnittpunkte  B^  B^  B^  B^  haben.  (Vergl.  §  11,  No.  6). 

Wählt  man  das  gemeinsame  Polarendreieck  zum  Achsendreieck,  so  enthält 
jeder  Regelschnitt  K  ^  a^x^  -f-  ^J^^^  -+-  a^x^  =  0 ,  der  durch  einen  der  vier 
Punkte  B  geht,  auch  die  drei  andern;  werden  die  Coordinaten  von  Bi  mit 
^liXp'X^i  bezeichnet,  so  folgt  daher  für  diese  Coordinaten  die  Proportion: 


(M.424.) 
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Bezeichnet  man  die  positiven  Wurzeln  aus  x^^,  x^^,  x^^  der  Reihe  nach 
mit  by^f  ^j,  ^3,  so   haben   daher  die  Coordinaten   der   Punkte   Bi  die  Werthe 

1.  ATj    =  Ö^t  X^   ==  Ö^f  X^   =  O^f 


+ 

-^1 

— 

->3    ' 
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^2 

3 


-*» 

^ 
A. 

^1         ^2         ^3  ^1         ^2         ^8  ^1         ^2        ^i 

Die  erste  Coordinatengruppe  enthält  lauter  positive  Werthe;  von  jedem 
Viereck  liegt  also  ein  Eckpunkt  im  Innern  des  Dreiecks  der  Diagonal- 
punkte.    Dieser  Punkt  werde  mit  B^  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  der  drei  Paare  Gegenseiten  des  Vierecks  B^  B^  B^  B^  sind 

b^x^  —  b^x^  =  0,       b^x^  -^  b^x^  =  0, 

bi^x^  —  b^x^  =  0,       b^x^   4-  ^1^2  =  0. 
Als  Gebilde    zweiter  Ordnung   haben   das    erste   und   das  zweite  Paar  die 

Gleichungen:     {b^x^  —  ^a-^8)(^8^2  ~^  ^2^%)  ^  ^i^i  — ^i^i  =  0, 

(^1^3  —  ^3^1)  (^1^3  -H  ^8^1)  ^  b^x^  -T  blxl  =  0. 
Die  Gleichung  jedes  durch  die  Punkte  B  gehenden  Kegelschnitts  wird  daher 
in  der  Form  erhalten:  {b^x^  —  ^i^i)  -^"  ^{^i^S  —  ^8^1^)  =  Ö,  oder  geordnet 

—  \blxl  +  ^32^«  -+-  {U^  —  bi)xl  =  0. 

Ist  diese  Curve  eine  Parabel,  so  ist  (§  13,  No.  18  und  23): 

_       1  1  1 

\bih?^  b^h^^  {\b\-bl)hl  -  ^' 
Hieraus  ergiebt  sich  für  A  die  quadratische  Gleichung 

bf      2       (bl       bl         bA 

^-  hl   ^  "^  U/  "^  ^1  "  W^,'^  ^1 

Je   nachdem   diese  Gleichung   zwei  reale,    eine  reale,    oder  zwei   conjugirt 

complexe  Wurzeln  für  X  liefert,    hat  das  Büschel  zwei  Parabeln,   eine  Parabel 

oder  keine  Parabel.     ' 

Die  Gleichung  hat  complexe  Wurzeln,  wenn 


*Uo. 


A?  ^  hl       A») 


<  0. 


Diese  Differenz  ist  bekanntlich  das  Produkt  aus  vier  linearen  Faktoren;  man 
erhält  somit  als  Bedingung  für  complexe  Wurzeln: 

^-  W'^A,-^Aj\A,-^h,       Aj\A,       A,^A,}\      A.^A.^aJ^"] 
Der    erste  Faktor   ist  der  positiven   Einheit  gleich.     Von  den  andern  drei 

Faktoren  haben  je  zwei  eine  positive  Summe,   es  können  also  nicht  zwei  von 

ihnen  negativ  sein;  die  Bedingung  2.  erfordert  daher,  dass  jedes  der  Trinome 

_^X  ^  ^  __  ^.  =  1  _  ?A3 
^t         ^2         ^h  ^8 

^   _    ^    _|_    ^8.   ^    1    ..      ^ 

Ay         h^         h^  h^ 


//,         ^2         ^%  ^\ 

positiv  ist,  dass  mithin  b^^  b^,  b^  kleiner  sind,  als  ^h^,  ^h^,  ^^3 
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it,  dass  in  diesem  Falle  die  drei  andern  Punkte 
Seiten  des  Achsendreiecks  anliegenden  zweieckigen 
lass  By  im  Innern  des  Dreiecks  S^  B^  B^  liegt. 
wenn  ein  Eckpunkt  5,    eines  Vierecks  im  Innern 

liegt,  dieser  Punkt  positive  Coordinaten  in  Bezug 
ilpunkte  hat,  und  daher  die  Gleichung  2.  erflillt 
Durch   vier  im  Endlichen   liegende  Punkte 

Parabeln  legen,  wenn  keiner  sich  im  Drei- 
ndet 
vier  Punkte  nur  eine  Parabel  möglich  ist,  tritt  e 


also 


chungen  gilt: 
i.     *,  =  Ps.     ^  =  i^s- 
dann  einer  der  Punkte  B^  B^  B^  unendlich  fem. 
hen  und  einen  (in  bestimmter  Richtung)  unend- 
:  ist  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt. 
,    =  0,     Ä",  =  7,  Ä*!  +  va  Ä"j  =  0  die  Gleichungen 
dirier  Kegelschnitte  eines  Büschels  oder  einer  Schaar,  so  kann  man  bei  geeigneter 
Wahl   des   Verhältnisses   r,  :  r^    die  Gleichung  jedes    vierten  Kegelschnitts   des 
Büschels  oder  der  Schaar  in  der  Form  schreiben  K  ^  r^TjA',  +  r^-^^K^  r=  o. 
Der  Quotient    r^  ;r^    heisst    das    Doppelverhältniss    der    vier    Kegel- 
schnitte K^KiK^K^  und  wird  durch  (,K^K^KiK)  bezeichnet. 

Auf  Grund  dieser  Definition  können  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnitt- 
schaaren  in  den  Kreis  projectiver  Gebilde  gezogen  werden:  SindÄ,  ^jÄj  und 
Ä/Äj'Ä,'  die  Gleichungen  für  je  drei  Punkte  einer  Geraden,  oder 
Strahlen  eines  Büschels,  oder  Punktepaare  einer  Punktinvolution, 
oder  Strahlenpaaie  einer  Strahleninvolution,  oder  Kegelschnitte 
eines  Büschels  oder  einer  Schaar,  und  werden  je  zwei  Elemente 
(Punkte,  Strahlen,  Punktpaare,  Strahlenpaare,  Kegelschnitte)  der  beiden  Ge- 
bilde auf  einander  bezogen,  für  welche  (R^S^R^R)  =  {R^' JR^' ß^' R'), 
so  heissen  die  beiden  Gebilde  projectiv. 

Beachtet    man  die  Gleichungen  der  Polaren  eines  Punktes  fiir  die  Kegel- 
schritte  eines  Büschels   Ä",   =0,    K^  =  0,     Xj  =  0,     K  =  0,    so  findet 
man  sofort:     Das  Polarenbüschel,   welches  die  Polaren  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  bilden,   ist  mit  dem 
KegelschnittbUschel    projectiv.     Insbesondere:    Das    Büschel    der  Tan- 
welche   die  Kegelschnitte   eines  Büschels  in   einem  Träger 
chels   berühren,    ist   mit  dem  Kegelschnittbüschel  projectiv. 
Igt  aus  No.  7:      Ein  Kegelschnittbüschel  und  alle  die  Punkt- 
Dnen,    in   denen   das  Büschel  von  den  Geraden  einer  Ebene 
:ten  wird,   sind  projectiv,   und  zwar  entspricht  einem  Kegei- 
des Büschels  das  Punktepaar  jeder  Involution,  das  auf  dem 
hnitte  liegt. 

Punktreihe,    in   welcher   eine   durch  einen   Träger   gehende 
die   Kegelschnitte    eines   Büschels    schneidet,    ist   mit   dem 
projectiv. 
ISO  findet   man:     Die  geradlinige  Punktreihe,    welche  die  Pole 
eraden  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  bilden, 
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^(^[      '        ist   mit   der  Schaar   projectiv.  —  Die   Reihe  der  Punkte,    in  welchen 
fc|.  die  Kegelschnitte    einer  Schaar  einen  Träger  der  Schaar  berühren, 

&  , ;.  ist  mit  der  Schaar  projectiv.  —  Die  Strahleninvolutionen,  welche  von 

!R^. '.  -  den  Tangentenpaaren    gebildet   werden,    die    man  von  den  Punkten 

^f^  '  der   Ebene    an    die   Kegelschnitte    einer   Schaar   legt,    sind    mit  der 

^y/  \         Schaar    projectiv.    —    Das    Tangentenbüschel,    welches    von    einem 
^ij   ;  Punkte    eines    Trägers    an   die    Kegelschnitte    einer    Schaar    gelegt 

werden  kann,  ist  mit  der  Schaar  projectiv. 
V  14.  Die  Aufgabe:    Drei  Paare  entsprechende  Elemente  einer  Punkt- 

reihe und  eines  projectiven  Kegelschnittbüschels  sind  gegeben;  man 
^cj;^  soll   zu    einem  Punkte  der  Reihe    den  entsprechenden  Kegelschnitt 

des  Büschels  construiren  —  wird  auf  folgendem  Wege  gelöst 

Es  seien  P^  F^  P^  die  gegebenen  Punkte,  und  K^  K^  K^  die  gegebenen  ent- 
sprechenden Kegelschnitte. 

a)   Ist   ein  realer  Träger  des  Büschels  bekannt,   so  ziehe  man  durch  den- 
\^-^y-'  selben    eine   Gerade    und   bestimme    die   Punkte    öiösös»    ^^   welchen    diese 

k.,/  Gerade    die   Kegelschnitte   K^K^K^    schneidet.      Hierauf  construire    man   den 

:.'  Punkt  Q  der  Punktreihe  ÖiösÖs  so,  dass  (Öiöaösö)  =  (AA^3-0-    ^^^ 

'k^-  ^  ist  Q   ein  Punkt  des   gesuchten  Kegelschnitts.     Führt   man   diese  Construction 

[«•. ;t  an    vier    durch   den   Träger   gezogenen    Geraden   aus,    so    hat   man    mit   dem 

f ;  ■  Träger  fünf  reale  Punkte  und  kann  dann  nach  Pascal  weiter  construiren. 

P)  Ist  kein  realer  Träger  bekannt,  so  construire  man  die  Polaren  T^T^T^ 
eines  beliebigen  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^  K^  K^  und  con- 
struire den  Strahl  T  so,  dass  (T^T^l .^T)  =  {P^P^P^F),    Femer  construire  man 
k;'  die  Schnittpunktpaare  B^C^  und  B^C,^  einer  durch  A  gehenden  Geraden  a  und 

^  der  Kegelschnitte  ATj   und  K^.     Man  hat  nun  das  Punktepaar  XY  der  durch 

k\\.  B^C^  und  B^C^  bestimmten  Involution  aufzusuchen,  das  zu  dem  Punkte  A  und 

Vi '  zu  dem  Schnittpunkte  Ä  der  Geraden  a  und  T  harmonisch  liegt;  dieses  Paar 

v/  ist  der  Durchschnitt  der  Geraden  a  und  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Y^ .  Alle  Paare,  welche  zu  AÄ  harmonisch  sind,  bilden  eine  Involution,  welche 

v;  V  A  und  A^  zu  Asymptotenpunkten  hat    Construirt  man  zwei  in  realen  Punkten  D 

i^;,-  und  E  sich  schneidende  Kreise,  welche  a  m  A  und  A^  berühren,  so  bestimmen 

%.  dieselben  das  Kreisbüschel,  welches  die  Gerade  a  in  den  Punktepaaren  der  zu 

A  und  Ä  gehörenden  Involution  schneidet     Construirt  man  femer  zwei  Kreise, 
von   denen   einer  durch  B^C^,    der  andere  durch  B^C2  geht,   und  die  beide 
■fv'<,  den  Punkt  D  enthalten,   so  haben  diese  Kreise  noch  einen  realen  Punkt  F  ge- 

mein.     Der  durch  die  drei  Punkte  D,  £,  F  bestimmte  Kreis  trifft  alsdann  a  in 
dem  gesuchten  Punktepaare  XY.     Wiederholt  man  diese  Construction  an  noch 
zwei  durch  A  gehenden  Geraden,  so  hat  man  daim  sechs  reale  Punkte  des  ge- 
fS  .  suchten  Kegelschnitts. 

•k-  Die  Auflösung  der  dual  entsprechenden  Aufgabe:    Von  einem  Strahlen- 

cX  büschel  und  einer  projectiven  Kegelschnittschaar  sind  drei  Strahlen 

•'  und  die  entsprechenden  Kegelschnitte  gegeben;  man  soll  den  Kegel- 

v^;'  schnitt   construiren,    der   einem  Strahle   des  Büschels   entspricht  — 

<^.:  lässt  sich  der  soeben  mitgetheilten  Construction  leicht  nachbilden. 

^-- .  15.    Wir  schliessen  noch  einige  Betrachtungen  über  das  System  von  Kegel- 

schnitten einer  Ebene  an,  die  zwei  Punkte  gemein  haben,  sowie  über  das  dual 
entsprechende  System  von  Kegelschnitten,  die  zwei  Tangenten  gemein  haben. 
Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  einer  Ebene,  die  zwei  Punkte  gemein  haben, 


§  14-     KegelschnittbUschel  uod  Kegelschnittschaar. 

wollen  wir  als  ein  System  mit  zwei  Trägern,  oder  kürzer  als 
punlctifes  System  (von  Kegelschnitten)  bezeichnen. 

Die  Kreise  einer  Ebene  haben  die  beiden  imaginären  Kreispunl 
bilden  also  einen  besonderen  Fall  eines  zweipunktigen  Systems. 

Die  Gerade,  welche  die  realen  oder  conjugirt  complexen  Grund] 
hält,  beisse  die  Achse  des  Systems.  Je  zwei  Kegelschnitte  des  SysI 
ausser  der  Achse  noch  eine  gemeinsame  Secante;  sie  mag  die  zweit 
der  beiden  Kegelschnitte  heissen. 

Wählt  man  die  Träger  zu  Ecken  A^  und  v4j  des  Coordinatenc 
genügen  die  Coordinaten  x,  =  x^  =  0,  und  x,  =^  x^  =^  Q  der 
jedes  Systemkegelschnitts;  also  ist  die  allgemeine  Form  der  Gleichun 

Soll  der  Kegelschnitt  nicht  in  die  Achse  und  eine  weitere  Gerade  ( 
so  muss    Hjj     von  Null    verschieden    sein,    und    man    kann   der  Gl« 
Fomi  geben 
ä.  X  s^  a,a:i»  +  a^x^x^  +  a^XiXg  ■+■  x^x,,  =  0. 

Ein  zweiter  Kegelschnitt  des  Systems  habe  die  Gleichung 

3.  JC  =  (*,^,äi  _,.  i^x^x^  +  i^XiXj  +  x^x^  =  0. 
Hieraus  folgt 

4.  K-X,  ^x,[ia^-ö^)x^  +(a^-i,)x,+{a^-i^)x^]  -- 
Hieraus  schliessen  wir,  dass 

5.  Z^{a,-^,)x,+ia,~i,)x,-i-ia,-i,)x,  =0 
die  Gleichung  der  zweiten  Secante  von  K  und  X,  ist. 

Die  zweiten  gemeinsamen  Secanten  der  drei  Paare  Kegelschnitte  < 
fC.Kj,  KjKf,  XjX,  seien  «„  8,,  8,;  dann  ist 

*t?,   =  .ÄTj  —  Kj,       x^ij  ■"  ^,  —  ^1,       :»i8,  =s  .ff,  — 
Hieraus  folgt  die  Identität  ?,  +  8,  -(-  8,  =  0.    Dies  ergiebt  der 
dl«    zweiten     Secanten     dreier    Kegelschnitte    eines    zwei 
Systems  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

16.  Ein  Kegelschnitt  JC  des  durch  zwei  Kegelschnitte  ^,  £j  i 
bestimmten  Büschels  hat  die  Gleichung  Ä"  ^  X,X,  +  XjÄ",  =  0, 
ohne  Beschränkung  X,  4-  ij  ^   1  voraussetzen  können. 

Die  Gleichung  irgend  eines  andern  Systemkegelschnitts  sei  £'  = 
Gleichung  der  zweiten  Secante  L'  von  Ä"  und  X'  ist  alsdann 
XiL'  ^  K—  £•  =  0. 
Nun  ist   A"  ^  ^1^1  +  ^j^ji   <^   X,  -t-  X,  =  1,   so   kann   n 
tdireiben  {X,  -(-  Xj)A'';  hierdurch  erhält  man 

x,L'  =  X,  (Ä",  —  JiC-)  +  Xj  (ÄTj  —  Ä"'). 
Sind  Z,   =  0  und  Zj  ^  0  die   zweiten   Secanten   von  JC^K' 
so  ist  daher 

Z'  =  X,  Z,  4-  X,Z,. 
Hieraus  folgt,  dass  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Z,  und  L^  a 
liegt.  Da  nun  der  Schnittpunkt  von  Z,  und  Zj  nach  No.  14  auf 
Secante  des  durch  die  Kegelschnitte  Ä",  und  K^  bestimmten  BUsche 
der  zweiten  Secante  von  A",  und.  Aj)  liegt,  so  haben  wir  den 
Büschel  in  einem  zweipunktigen  Kegelschnittsysteme  wird 
andern  Systemkegelschnitte  K'  so  geschnitten,  dass  di 
Secmien  von  K'  und  den  Kegelschnitten  des  Büschels  sicV 
Punkte  der  zweiten  Secante  des  Büschels  treffen. 
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17.  Der  soeben   entwickelte   Satz   lehrt   die   Construction   der   Kegel- 
schnitte  eines   Büschels,    die   einen  Kegelschnitt  AT'   berühren,   der 

C^"  ^  durch  zwei  Träger  des  Büschels  geht.     Es  seien  ABCD  die  Träger  des 

^^>'  Büschels,  und  K^  gehe  durch  A  und  B,    Man  construire  die  zweite  Secante  L 

^«r  eines  Büschelkegelschnitts  und  des  Kegelschnitts  K^\  vom  Schnittpunkte  der  Ge- 

raden L  und  CD  aus  lege  man  Tangenten  an  IC\  und  construire  die  Büschel- 
kegelschnitte, welche  durch  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  gehen. 

18.  Die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  einer  Ebene,  die  zwei  gemeinsame 


^^.  Tangenten  haben,  heisse  ein  System  mit  zwei  Grundlinien,  oder  kürzer  ein 

\^,\  zweiliniges  System.     In   ähnlicher  Weise,    wie   die   analogen  Sätze    für  das 

'p:l  zweipunkdge  System,  findet  man  für  das  zweilinige  System: 

!^/:  Legt  man  ein  Coordinatendreieck  zu  Grunde,  in  welchem  die  gemeinsamen 

Tangenten   die   durch   A^   gehenden  Seiten   sind,    so   ist   die  Gleichung   eines 
Systemkegelschnitts   &  as  ti^u^  -h  ^^u^u^  +  ^<^u^u^  -h  ^a^s  =^  ^- 

Die  Gleichung  des  Schnittpunktes  des  zweiten  gemeinsamen  Tangentenpaares 

j^,  M  der  Systemcurven  Äj  imd  &^  ist 

In  einem  ^weilinigen  System  liegen  die  drei  Schnittpunkte  der 
drei  zweiten  gemeinsamen  Tangentenpaare  dreier  Kegelschnitte  auf 
einer  Geraden;  die  Schnittpunkte  der  zweiten  gemeinsamen  Tangen- 
tenpaare eines  Kegelschnitts  mit  den  Kegelschnitten  einer  Schaar 
liegen  auf  einer  Geraden,  die  durch  den  Schnittpunkt  des  zweiten 
gemeinsamen  Tangentenpaares  der  Schaar  geht. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  kann  man  die  beiden  Kegelschnitte  einer  Schaar 
finden,  die  einen  Kegelschnitt  tangiren,  der  von  zwei  Grundlinien  der  Schaar 
berührt  wird. 

§  15.    Curven  dritter  Ordnung.    Construction  derselben  aus  neun 

gegebenen  Punkten. 

1.  Wir  geben  in  den  folgenden  Abschnitten  eine  Reihe  von  Entwicklungen 
aus  der  Geometrie  der  Curven  dritter  Ordnung,  die  sich  an  das  bisher  Mit- 
getheilte  zunächst  anschliessen. 

Unter  einer  Curve  «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Curve,  deren  Gleichung 
in  Punktcoordinaten  vom  Grade  n  ist. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  in  Bezug 
auf  ein  homogenes  Coordinatensystem  ist 

BUdet  man  die  Summe  läaikiXiXkXi^  indem  man  für  jeden  der  Indices  h  k^l 
der  Reihe  nach  die  Nummern  1,  2,  3  nimmt,  und  setzt  dann  die  Coefficienten  Oiki 
einander  gleich,  die  sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Indices  unterscheiden, 
so  erhält  man  die  Function  /;  es  mag  daher  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Function  /  durch  die  Summe  l^OikiXiXkXi  bezeichnet  werden. 

Soll  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  so 
sind  die  Coefficienten  aiki  so  zu  wählen,  dass  der  Gleichung  l^antiXiXkxi  =  0 
genügt  wird;  dies  ist  eine  homogene  lineare  Gleichung  für  die  zehn  Grössen  aikh 
Durch  neun  solcher  Gleichungen  sind  die  Verhältnisse 
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"111  ■  ■*!  ti  •  "iij  '  "ist  '■  "liz  '•  1!»  -  "'s II  •  ^»ss  •  *isi  •  "au 
bestimmt     Hieraus  folgt:    Eine   Curve   dritter  Ordnung   ist   durch  neun 
Punkte  bestimmL 

Die  Gleichung  einer  durch  neun  Punkte  ^j,  P^,  P^  .  .  .  P^  gehenden  Curve 
dritter  Ordnung  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  veränderliche  Punkt  derselben 
cubischen  Gleichung  genügt,  wie  die  gegebenen,  dass  also  die  zehn  Gleichungen 
vereint  sind 

"ioniXiXiiXi         SS.  0, 

^OiiiXi^Xi^Xi^  =  0, 

^OikixuXi^xi^  =  0, 


2  a,*/*/,«*,*/,  =  0. 
Di«  Bedingung  für  den  Verdn  dieser  zehn  Gleichungen  ist 
,    x^  Xj,     x^x^i  *i*j*,  XiXjX^,  x^x^,  x^,  x^x^,  Xfi 


=  0, 


..  ■*?9*.9- «^ 

also  ist  y  c=  0  die  gesuchte  Curvengleichung. 

3.  Die  Coordinaten  der  Punkte,  in  denen  sich  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  schneiden,  werden  auf  folgendem  Wege  ermittelt: 

Die  Gleichungen  der  beiden  Curven  seien 

1.  /'   mm  lOinXiXkXi  =   0,  2.     /'  ■>  limXiXtXt  =   0. 

Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  von/'  und/"  sind  die  Werthe  von  x^, 
'%•  Xf,  die  den  Gleichungen  1.  und  2.  und  der  Gleichung 

j  :^  ^  ^  ^  fi  ==,  1 

Ai        'S.        Ä» 
gnOgen.    Aus  3.  zieht  man 

and  setzt  dies  in  1.  und  2.  ein;  dann  erhält  man  zwei  nicht  homogene  cubische 

Gleichungen  zwischen  Xi  und  x^,  die  nach  Potenzen  von  x^  geordnet  in  der 

Fonn  erscheinen 

3  ß"  ^  A^xf  +  AfX^  ■+■  A3X3  +  A,  =  0, 

6-  F"  =  Sa^^  +  B^x^  +  B^xt  +  ^,  =  0. 

Hierin  sind  A^,  B^,  Aj,  5„  A^,  B^  Ausdrucke  von  demselben  Grade  in  je,, 

den  der  Index  angiebt;  Ag  und  Bq  sind  von  den  Coordinaten  unabhängige  Zählen. 

Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  x^  zu  eliminiren,  multipliciren  wir  die 

Gleichungen  5.  und  6.  der  Reihe  nach  mit  «,  und  x^  und  erhalten  so  im  Ganzen 

die  sechs  Gleichungen: 

B*  m,  A,  -h  A^x,  +  A^x^  +  A^x^  =  0, 

»,  i^  es  y4jj;,   +  A^x^  +  AiX^  +  A^x^  =  0, 

x^P  ^  A^x^  -)-  A^x}  H-  AiX^  +  A^xf  =  0, 

F"  =«  ^,  +  B^x^  +  Byx^  -f-  B^x^  —  0, 

*,  B"  =  B^Xy  +  B^x^  -t-  B^x^  +  S^xf  =  0, 

x^B"  «  B^x^   +  B^x^  +  Byx^  +  ^0*,'  =  0. 

Bedachtet  man  diese  sechs  Gleichungen  als  homogene  lineare  Gleichungen 
der  sechs  Grössen  xf,  xj,  xf,  .  .  .  x/,  so  folgt 
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8. 


R  = 


0 
0 

0 
0 


3 


0 
B 
B 
0 


2 

'8 


^1 
^2 

^2 


^0 
^2 

^2 


0 
0 


0 
0 

^( 

0 
0 

Ä 


=  0. 


Denkt  man  sich  statt  R  zunächst  eine  andere  Determinante  R\  welche  aus 
R  hervorgeht,  indem  man  die  Nullen  jeder  Zeile  durch  Symbole  A  und  B  ersetzt, 
die  man  derart  mit  Indices  versieht,  dass  die  absteigende  Folge  der  Indices  in 
jeder  Zeile  nicht  gestört  wird  (so  dass  man  also  die  Nullen  der  ersten  Zeile  der 
Reihe  nach  durch  A—^  und  A-^^  die  der  letzten  durch  B-^  und  B^  ersetzt),  und 
bezeichnet  dann  das  Element,  welches  der  /ten  Zeile  und  der  ^ten  Colonne 
angehört,  mit  ^,*,  so  tiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  in  den  Elementenpaaren 
CikCrs  und  CisCrkt  Wenn  man  die  c  wieder  durch  die  Elemente  von  R  ersetzt, 
die  Summe  der  unteren  Indices  dieselbe  ist;  z.  B.  ist  ^2  3^4  6  "^  A^B—^,  und 
^2  6^4  8  =  -^-i-^i»  di^  Summe  der  Indices  also  in  beiden  Paaren  gleich  Null. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  der  Determinante  R^  die  Summe  der  Indices 
aller  Glieder  gleich  der  Indexsumme  des  Diagonalgliedes,  also  =  9  ist.  Diese 
Thatsache  wird  nicht  geändert,  wenn  man  A^'=^  A^=  A^^  =  A—^  =  B-^  =  B^ 
=  B—^  =  B—2  =  0  setzt,  und  dadurch  zur  Determinante  R  zurückkehrt.  Da 
nun  der  Index  an  A  oder  B  den  Grad  dieser  Funtion  in  Bezug  auf  die  Coor- 
dinate  x^  angiebt,  so  folgt:  Die  Determinante  R  ist  vom  neunten  Grade 
bezüglich  der  Unbekannten  x^. 

Wählt  man  nun  Rir  x^  eine  der  neun  Wurzeln  der  Gleichung  i?  =  0,  und 
setzt  diese  in  die  beiden  Gleichungen  F*  =  0  und  i^"  =  0  ein,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass  diese  beiden  Gleichungen  wenigstens  eine  gemeinsame  Wurzel  jtj 
haben.  Denn  multiplicirt  man  die  Colonnen  in  R  der  Reihe  nach  mit  x^,  ä|, 
a:|,  jc|,  x^,  x^  und  addirt  die  zweite  etc.  zur  ersten  Colonne,  so  erhält  man 


R  = 


^',     A, 


2 


2 


x^^F, 

0 

F", 

B 

«»  F", 

B 

x^F', 

0 

2 


Bx 


'j 


B. 


A 

0 

0 

A 

^0 

0 

^2 

A 

Ä 

B, 

0 

0 

B, 

Bo 

0 

B, 

B, 

B 

=  PF  -h  QF'\ 


Hierin  sind  P  und  Q  quadratische  Functionen  von  jc^.  Nimmt  man  nun 
für  x^  eine  der  neun  Wurzeln  von  ^  =  0,  sowie  für  jc^  der  Reihe  nach  die 
zugehörigen  Wurzeln  von  F'  =  0,  so  wird  R  =  PF'  -^  QF'  =  0,  und  /"'  =0, 
also  auch  PF'  =  Ü.  Da  nun  P  vom  zweiten  Grade  ist,  so  muss  für  wenigstens 
eine  der  drei  Wurzeln  x^  die  Function  F'  verschwinden. 

Um  diese  Wurzel  zu  bestimmen  geht  man  auf  die  Gleichungen  zurück 


F  =  A^ 
x^F  ^ 

Man  schliesst  aus  ihnen  das  Verschwinden  der  Determinante 


A^x^  -h  A^x^  4-  AqX^  =  0, 

B^xi  +  Bf,xi  =  0, 


B^x^  -h  B^x^  -h  B^x^^  -h  Bq  =  0. 


9. 


S  ^ 


A^  -h  ^^2^2'      -^1       -^Q 

A^x^t     A^     A^     -riQ 

-^3  ~*~  -^8^2»      -^1      -^2 

B^X^y  B^         By^         ^Q 

und  erhält  die  gesuchte  Wurzel  X2  =  —  5q  :  5^. 


0 
A^ 
0 
B. 


^   »^0  ~^  •^i'^2  —   ^» 


r 


'  / 
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Haben   die  Gleichungen  F*  und  7^"  zu   der  Wurzel  *i   zwei  gemeinsame 
Wurzeln  für  Xj,  so  verschwindet  S  identisch,  und  zur  Berechnung  der  beiden 


Wurzeln  genügen  die  beiden  Gleichungen 

F*  BS  ^5  +  A^x^  ~^  A^x^  -h  AqX^  =  0, 
F"  =  ^3  -H  B^x^  -f-  B^xi  -4-  B^xi  =  0, 
aus  denen  man  durch  Elimination  von  x}  die  quadratische  Gleichung  erhält 

A^(,B^  -H  B^x^  H-  B^xi)  -  ^0(^8  +  ^2*2*)  =  0, 
welche  die  beiden  gemeinsamen  Wurzeln  x^  ergiebt. 

Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  Wurzel  x^  der  Gleichung  ^  =  0  eine  ge- 
meinsame Wurzel  JPj  =  —  Sq'.  S^  der  Gleichungen  F  =  0  und  F''  =0.  Wir 
schliessen  hieraus:  Zwei  Curven  dritter  Ordnung  haben  neun  Schnitt- 
punkte; davon  ist  wenigstens  einer  real. 

3.  Soll  eine  Curve  ÜI.  O.  durch  acht  Punkte  /\,  /j  •  • 
so  stelle  man  die  neun  Gleichungen  auf 


-^8  gelegt  werden, 


2 


X, 


3.  ''lii'^iS    H"    30111^12^^2  2    -h    3<Xi )  3.^12^32   "*" 


■+-  <»888^l  =  0» 
+  «3  8  8^8^  -=  0, 
^8  8  8*^3  2    ^^   ^» 


9-  «111-^1%    -•-    3aii2JfiV28    -+■    3^1 13^1^3  8    -H    .    .    .        -f-    «3  83^18    =   ^' 

Man  schliesst  hieraus  das  Verschwinden  der  Determinante 

^1 11*^1  ~H3öii2^i  x^t    ^i  ^8>  ^1^2»  ^i^i^zf  ^i^i>  ^i>  ^i^v  ^^^if  ^i 


10- 


^lll^ll~*~3tfil2-*li 


^Ajpi 


21»  '*11     81' 


^8^ 


*111'^12~^"3^112'*12'^2  2»  *12'^8  2» ^S. 


2 


o: 


2 


'11  1'*^18~'~3^112'*18**2  8»  '*18'*38» 

Diese  Determinante  zerfallt  in  die  Summe  zweier  Determinanten 


82 


'8  8 


11.  /^a,,,f  ^  31I112/", 

wobei  /*  und  /"  die  Functionen  dritten  Grades  sind 


12.    /  — 


1  » 

11» 


X^^X 


8» 


X*  X 


2» 


*1'*2^8 » 


17«  JT 


1**8   » 


X 


i> 


X^  X^f 


XaX 


2'*8  » 


11*81» 


*81 


•^12»     *12'^8  2» ^Z 


2 


13.    /" 


Die  Gesammtheit  der  durch  die  gegebenen  acht  Punkte  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung  ergiebt  sich,  wenn  man  in  11.  dem  Verhältniss  der  beiden  unbe- 
stimmt gebliebenen  Coefficienten  öm  :  3^112  alle  möglichen  Werthe  giebt. 

Aus  11.  folgt,  dass  alle  Punkte,  flir  welche  /'  =  0  und  /"  =  0  ist,  auch 
aaf  der  Curve  /=  0  liegen.  Nun  sind  /'  =  0  und  /"  =:  0  zwei  völlig  bestimmte 
Curven  dritter  Ordnung,  haben  also  neun  bestimmte  Schnittpunkte.  Unter  diesen 
sind  die  acht  gegebenen  Punkte,  da  für  jeden  derselben  die  erste  Zeile  in/ 
und/"  mit  einer  der  übrigen  identisch  wird,  und  daher  /'  und  /"  verschwinden. 
Wir  schliessen  daher:  Alle  Curven  dritter  Ordnung,  die  durch  acht 
gegebene  Punkte  gehen,  haben  noch  einen  durch  die  gegebenen 
Punkte  bestimmten  neunten  realen  Punkt  gemein. 
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Oder:  Wenn  zwei  Curven  III.  O.  A  und  B  durch  acht  Punkte  einer 
Curve  ni.  O.  C  gehen,  so  liegt  auch  ihr  neunter  Schnittpunkt  aufC. 

4.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  der  Curve  laikiXiXkXi  =  0  und  der 
Geraden  a^x^  H-  a^x^  -I-  (^^x^  =  0  sind  die  Lösungen  des  Systems 


1.    2  aikiXiXkXi  =  0,       2. 


«1^1 


3     2  "•         3     S  — ^  vi,  ö» 


JC 


Ä, 


3 


^=1. 


Aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  kann  man  x^  und  jCj. linear  durch  x^  aus- 
drücken. Setzt  man  diese  Werthe  in  1.,  so  erhält  man  eine  cubische  Gleichung 
für  x^ ;  zu  jeder  der  drei  Wurzeln  folgen  dann  aus  2.  und  3.  die  zugehörigen 
Werthe  von  Xi^  und  x^.  Wir  sehen  daher:  Eine  Curve  dritter  Ordnung 
hat  mit  einer  Geraden  drei  Schnittpunkte,  von  denen  wenigstens 
einer  real  ist. 

Legt  man  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  PP^  einer  Curve  Hl.  O.  C"', 
so  hat  dieselbe  mit  C"  noch  einen  Punkt  Q  gemein.  Rückt  man  P-^  an  Py 
bis  der  Abstand  PP^^  verschwindet,  so  bleibt  Q  im  Allgemeinen  in  endlicher 
Entfernung  von  P^  und  die  Gerade  PP^  wird  zur  Tangente  der  Curve.  Wir 
finden  daher:  Eine  Gerade,  die  eine  Curve  dritter  Ordnung  in  einem 
Punkte  P  berührt,  schneidet  die  Curve  noch  in  einem  realen  Punkte  ö- 

Dieser  Punkt  Q  wird  der  Begleiter  des  Punktes  /'genannt. 

Um  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung und  eines  Kegelschnittes  zu  finden,  setze  man 


4. 


-.-*.('-'^-£) 


in  die  Gleichung  der  C"  und  des  Kegelschnitts  ein  und  ordne  die  nun  ent- 
stehenden Gleichungen  nach  Potenzen  von  x^ .  Man  erhält  aus  den  Gleichungen 
der  C"  und  des  Kegelschnitts 


5. 
6. 


G  ^ 


9^9 

B^x^ 


-h  A^x^  -h  A 
=  0, 


8**2 


0^2 


=  0, 


2    — 


wobei  fiir  die  A  und  B  dasselbe  gilt  wie  in  No.  2. 
Aus  dem  Verein  der  Gleichungen 


F^  A.-^ 


x^F  = 


A^x^ 
A^x^ 


A^x^ 
-h  A^x^  + 


AqxI 
A^x^ 


0*2 


G  ^  B^  + 


xlG^ 


B^x^  -f-  B^xl 

B^x^  -h  Byxl  -h  B^xl 


=  0, 
=  0, 
=  0, 
=  0, 


B^xl 
folgt  das  Verschwinden  der  Determinante 


B^xi-^-B^xi  =  0, 


7. 


P  ^ 


A..     A 


0 
B 
0 
0 


2 


2 

0 


^1 
A 


i 


Bo     0 
B^     B^ 


0 
A 
0 
0 
B 


s 


=  0. 


Man  sieht  leicht,  dass  P  sechsten  Grades  für  x^  ist. 

Multiplicirt  man  die  Colonnen  in  P  von  der  zweiten  an  der  Reihe  nach  mit 
x^}  x^,  x^f  xj  und  addirt  sie  dann  zur  ersten,  so  entsteht 


8. 


P  = 


F     A^     A^     A^ 


x^F 


A 


G     B^     B, 


2 


x^G 


2 


x^G     0 


0 

B. 


0 


0 

0 
0 
B. 


PF+QG, 
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jCj  ist.  Setzt  man  nun  in  PF -¥  QG  ^j  x^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  7.  und  alsdann  für  :rj  der  Reihe  nach  die  beiden 
wgehörigen  Wurzeln  der  Gleichung  (?  =  0  ein,  so  folgt,  dass  auch  PF  =  0 
ist;  da  nun  P  linear  in  x^  ist,  so  muss  wenigstens  flir  einen  der  beiden  Werthe 
Ton  JTj  die  Function  /"verschwinden.  Diese  gemeinsame  Wurzel  der  Gleichungen 
F  =  a  und  G  =  Q  findet  man  durch  Zusammenstellung  der  drei  Gleichungen 

(F  ^  A^-\-  AjXj  +  A^xi  +  A^xj  =  0, 
G  ^  Bj  +  B^x^  +  B^xl  =  0, 

x^G  B«  B^x,  ■+-  B,x]  +  Bf,xj  =  0, 

11U  deren  Verein  sich  ergiebt 

I  \A,+A,x,.       A,    A,  I 

I  5  B=     .5,  +  BiX^  ,       Ba    0     \^  S^-h  5,a:j  =  0 . 

I  .ffjjc, ,       ^1    .^0  I 

I  Hieraus  folgt  die  gesuchte  Wurzel  jc,  =  —  5,,  :  5j .  Verschwinden  S^  und 
S,  identisch,  so  haben  F  und  G  tu  der  ausgewählten  Wurzel  «,  der  Gleichung 
JE  =  0  zwei  zugehörige  gemeinsame  Wurzeln  x^ ,  nämlich  die  Wurzeln  der 
Gleichung  G  ^  0.    Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  der  sechs  Wurzeln  j:,  (der 

I  Gleichung  7)  eine  gemeinsame  Wurzel  jcj  ==  —  5^  :  5,  der  Gleichungen  F  =  0 
Dwi  (?  =  0;  berechnet  raan  zu  jedem  dieser  Werthe  von  x,  und  äj  noch  die 
Coordbate  x^  nach  der  Gleichung  4.,  so  hat  man  die  Coordinaten  eines  Schnitt- 
punktes.   Wir  haben  also  gefunden:     Eine  Curve  dritter  Ordnung  und  ein 

I      Kegelschnitt  haben  sechs  Schnittpunkte. 

■        5.   Schneidet  man  eine  C"  durch  eine  Gerade  T^   in  den  Punkten  1,  2,  3 

F  und  durch  eine  aivdere  Gerade  7",  in  4,  5,  6,  verbindet  diese  Punkte  paarweis 
durch  die  drei  Geraden  SiS^S^,  und  verbindet  die  dritten  Schnittpunkte  7  und  8 

I      der  Geraden   Sj   und  5,   mit  C"    durch   eine  Gerade  T*,,    so   hat   man   zwei 

»Cmven  III.  O.,  nämlich  die  Geradentripel  TjTjT,  und  5, 5,5,,  die  acht 
Sduüttpunkte,  nämlich  die  Punkte  1  ...  8,  auf  C"  haben;  also  liegt  auch  ihr 
Beunter  Schnittpunkt  auf  C",  d.  i.  T^  geht  durch  den  Punkt  9,  in  welchem  C" 
von  5,  geschnitten  wird.  Werden  also  die  Schnittpunkte  einer  Curve 
dritter  Ordnung  und  zweier  Geraden  paarweis  durch  dreiGerade  ver- 
banden, so  schneiden  diese  die  Curve  in  drei  Punkten  einer  Geraden. 

Rückt  T^  unendlich  nahe  an  7",,  so  werden  5,5^5,  zu  Tangenten  der 
Curve,  und  7,  8,  9  werden  die  Begleiter  von  1,  2,  3.  Liegen  drei  Punkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  auf  einer  Geraden,  so  liegen  auch  ihre 
Begleiter  auf  einer  Geraden. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  eine  Gerade  mit  einer  Curve  dritter 
Ordnung  drei  zusammenfallende  Punkte  gemein  hat.  Eine  solche  Gerade 
heisst  Wendetangente  der  Curve,  der  Punkt  heisst  Wendepunkt  Denkt  man 
sich  jeden  von  zwei  Wendepunkten  in  drei  unendlich  nahe  Punkte  aufgelöst, 
M  schneiden  die  drei  Geraden,  welche  diese  Punkte  paarweis  verbinden,  die 
Curve  wieder  in  drei  unendlich  nahen  Punkten;  da  nun  diese  auf  einer  Geraden 
l«gen,  so  folgt:  Eine  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  verbindet,  trifft  die  Curve  noch  in  einem  dritten  Wendepunkte. 

fi.  Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  einer  Curve  dritter 

OrdnuQgC"  und  eines  Kegelschnitts  K  paarweis  durch  drei  Gerade  T^T^T^, 

dnichschneidet   mit   diesen  C"   in  den  Punkten  7  8  9   und  verbindet  7  und  8 

durch  eine  Gerade  S,  so  hat  man  zwei  Curven  dritter  Ordnung,  nämlich  das 

""     Geradentripel  r,  T,  T^  und  den  Verein  des  Kegelschnitts  AT  und  der  Geraden  S, 


fr- 


Ü> 
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welche  acht  Schnittpunkte  1  ...  8  auf  C"  haben;  also  liegt  auch  der  neunte 

|tV  Schnittpunkt  auf  C" ,  d.  i.  5  geht  durch  9.     Wir  schliessen  daher:     Die  drei 
'äM-              '    ^®'^d^^»    welche   die    sechs  Schnittpunkte    eines   Kegelschnitts  und 

ar;  einer  Curve  III.  O.  paarweis  verbinden,    schneiden  die  Curve  in  drei 

i^  Punkten  einer  Geraden.    Wenn  ein  Kegelschnitt  eine  Curve  ni.  0.  in 

J*V  ^'^^  Punkten  berührt,  so  liegen  die  Begleiter  der  Berührungspunkte 

fy-  in  einer  Geraden. 

'3*v  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  1,  2,  3  einer  Curve  III.  O.  und  einer  Ge- 

jV   ;  raden  S  drei  Gerade  T^T^T^,  welche  die  C"  in  den. sechs  weiteren  Punkten 

|;-  4,  5,  6,  7,  8,  9  treffen,  und  legt  durch  die  fünf  Punkte  4,  5,  6,  7,  8  einen  Kegelschnitt 

^;.'.  A^,   so  haben  das  Geradentripel   T^  T^  T^  und  der  Verein  von  5  und  K  acht 

K  Schnittpunkte  1  ...  8  auf  C";  also  liegt  auch  der  neunte  auf  C",  d.  i.  Ä' geht 

*?r  ',  durch  9.     Hieraus  folgen  die   Sätze:     Liegen   von    den    neun   Punkten,  in 

^''  welchen  eine  Curve  III.  O.  von  drei  Geraden  geschnitten  wird,  drei 

v\  auf  einer  Geraden,  -so    liegen   die   andern    sechs    auf  einem   Kegel- 

v j '  schnitte.  —  Zieht  man  durch  jeden  dreier  auf  einer  Geraden  liegenden 

Th^i  Punkte  einer  C"   eine  Tangente  an  dieselbe,    so  wird  sie  in  diesen 

^i ^  drei  Punkten  von  einem  Kej^elschnitte   berührt.  —  Zwei  durch  einen 

5y  Punkt    einer    C"    gezogene    Gerade    und    eine    durch    den    Begleiter 

'*;n  gehende    treffen    die    C"    in   sechs   Punkten    eines   Kegelschnitts.  — 

j.'v  Drei  durch  einen  Wendepunkt  einer  C"  gehende  Gerade  treffen  die 

C"  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts. 

7.    Legt  man  durch  vier  Punkte  ABCD  einer  C"  einen  Kegelschnitt  K^, 

und  verbindet  die  beiden  fernen  Schnittpunkte  5,  6  von  K^  und  C"  durch  eine 

>k- ■■  Gerade  T^\  legt  man  femer  durch  ABCD  einen  andern  Kegelschnitt  K^,  und 

J,Y  2*c^t  die  Gerade  T^  durch  die  ferneren  beiden  Schnittpunkte  7,  8  der  Curven 

i^-  \  ^"'  und  K^\  so  hat  man  zwei  Curven  III.  O.   nämlich  den  Verein  von  J^Tj  und 

^' ,  T^  und  den  von  K^  und  7\ ,  welche  die  acht  Schnittpunkte  ABCD  5  6  7  8  auf 

^-':^-  der  Curve  C"  haben;  mithin  liegt  auch  ihr  neunter  Schnittpunkt  auf  C"',  also 

'^P  schneiden  sich  T^  und  T^  in  einem  Punkte  E  der  Curve  C". 
\y  Dieser  Punkt  E  ist  nur  von  K^  abhängig;  denn  durch  Ä\  sind  die  Punkte 

^J  ^  5  und  6,  also  die  Gerade  7\ ,  also  ihr  weiterer  Schnittpunkt  E  mit  C"  bestimmt 

^>;  Setzt  man  nun  für  K^  nach  einander  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  mit  den 

3^^  Trägem  ABCD,  so  ändert  T^  seine  Lage,  geht  aber  immer  durch  E,  beschreibt 

^  also   ein   Strahlbüschel,    dessen   Träger   E   auf  C"    liegt.      Wir   haben   daher: 

''TV  Liegen  die  Träger  eines  Kegelschnittbüschels  auf  einer  Curve  HI.  0. 

^s^-  SO    bilden    die    Geraden,    welche    die   weiteren   zwei    Schnittpunkte 

^>  jedes   Büschelkegelschnitts    und    der   Curve    verbinden,    ein   Strahl- 

^^  büschel,  dessen  Träger  auf  der  Curve  liegt. 

I ;  8.    Die   Gleichung  jeder   Curve   III.   O.  C",    die   durch   die   neun  Punkte 

^  <  ABCD 5e7  SE  geht,  ist  unter  der  Form  enthalten 

^y ;  L  / «  a.K^T^  -h  a^K^T,  =  0; 

»^  denn  man  kann  das  Verhältniss  a^  :  a^  immer  so  bestimmen,  dass  der  Gleichung 

^'^  /  =  0    durch  einen  beliebigen  Punkt  Bq  der  Curve  C"'  genügt  wird,  der  mit 

&' '  keinem   der   Punkte   A  .  .  .  E   zusammenfällt.      Bezeichnet    man   nämlich  die 

fe*  Werthe,  welche  die  Functionen  K^K^T^T^  für  die  Coordinaten  von  P^  annehmen, 

^i'  roit  J^^qK^qT^qT^q,  so  nehme  man   a^  \  a^  ^=  K^qT^q  :  — K^^T^^,  also 

r;  diese  wird  diurch  die  Coordinaten  von  Bq  identisch,    Da  nun  die  Curve /mit 


nictiOD  derselben  aus  neun  gegebenen  Punkteii.        lyi 

lieh  ASCD5G7SEPo'    so    ist/  mit  C" 

chels  ABCD  hat  die  Gleichung 

r,  +  Xj^s  =  0. 

egelschnitts  mit  /  zu  erhalten,  ersetzen  wir 

ichung  1.  die  Grösse  K^  durch  —  ^\^\  •  *» 

X,a,7',)A',   =  0. 
*■  befriedigen  also  theils  AT,  =  0,  theils  die 

r,  —  i,ajr,  =  0; 

KegelschnittbUschels;  die  letztere  Gleichung, 
littpunkten  der  Curven  K  und  /  erfüllt  wird, 
.  Strahlbüschels  T^T^,  dessen  Träger  E  ist. 
iebt  sich  sofort; 

lessen  Träger  auf  einer  Curve  III.  O. 
Strahlen,   welche   die   beiden   übrigen 

gelschnitts  und  der  Curve  III.  O.  ent- 

io  auf  unendlich  vielfache  Weise  als 
egelschnittbüschels  und  eines  projec- 
i  werden.  Man  kann  dabei  die  Träger 
D  beliebig  auf  der  Curve  auswählen 
s  ist  durch  ABCD  eindeutig  bestimmt 
'unkten  ^.ffC-D  gegenüberliegende  Punkt. 
gezeigt  worden,  wie  man  bei  einem  Strahl- 
ächnittbüschel  zu  jedem  Strahle  T  den  zuge 
id  früher  wurde  gezeigt,  wie  man  die  Schnitt- 
gel  schnitte  findet. 

ritter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
her  gelöst,   sobald  man  im  Stande  ist,  aus 

Curve  dritter  Ordnung  zu  vieren  der- 
1  Punkt  zu  construiren. 
lenen  Punkte,  und  nimmt  man  wieder  ABCD 

so  kommt  es  darauf  an,  zu  den  fünf  Kegel- 
Is,  die  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  5,  6, 
nstruiren,  so  dass  die  Strahlen  T^Tfjr-,T^T^, 
rch  5,  6,  7,  8,  9  gehen,  mit  den  Kegelschnitten 
it  erreicht,  wenn  die  beiden  Doppelverhältniss- 

=  {Kf^K^K^K^     und 

Kegelschnitten  eines  Büschels  ist  dem  Doppel- 
weiche  die  Kegelschnitte  in  einem  Träger 
uns  daher  durch  die  Forderungen  1.  und  2. 
Den  Ort  der  Punkte  zu  construiren, 
Punkte  «,  ß,  7,  8  durch  Strahlen  pro- 
erhältniss  von  vier  gegebenen  Strahlen 
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Diese  Aufgabe  haben  wir  bereits  gelöst;  wir  haben  in  §  11,  No.  15  A  ge- 
funden, dass  dieser  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  der  durch  die  vier  Punkte  a,  ß,  7,  fi 
geht.  Construirt  man  nun  die  Tangenten  S^S^S^S^S^,  welche  die  Kegelschnitte 
K^K^K^K^K^  z.  B.  in  A  berühren,  und  hierauf  den  Kegelschnitt  H^ ,  auf  dem 
die  Punkte  liegen,  von  denen  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  8  unter  dem  Doppel- 
verhältniss  {S^^S^S^S^)  projicirt  werden;  sowie  den  Kegelschnitt  ZTj,  auf  dem  die 
Punkte  liegen,  von  denen  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  9  unter  dem  Doppelverhaltniss 
{Sf^S^S^S^)  projicirt  werden,  so  geht  H^  durch  5,  6,  7,  8  und  H^  durch  5,  6,  7,  9; 
Jf^  und  H^  haben  die  drei  gegebenen  Punkte  5,  6,  7  gemein,  und  schneiden  sich 
daher  in  einem  vierten  realen  Punkte;  die  Strahlen,  welche  denselben  mit 
5,  6,  7,  8,  9  verbinden,  gentigen  den  beiden  Gleichungen 

(T,T,T,T,)=^{S,S,S,S,),      {T,T,T,T,)  =  iS,S,SjS,), 
also  auch  den  Gleichungen   1.  und  2.     Der  vierte  Schnittpunkt,  den  die 
Kegelschnitte  H^   und  JI2  ausser  den  Punkten  5,  6,  7  gemein  haben, 
ist  daher  der  gesuchte  Punkt  £,  der  den  Punkten  A,  B,  C,  D  gegen- 
überliegt. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  eine  Curve  dritter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  zu  construiren,  erledigt 

10.  Diese  Entwicklungen  lassen  noch  einige  brauchbare  Folgerungen  zu: 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  vier  Punkten  ABCD  von  acht  gege- 
benen Punkten  ABCD  5  6  7  8  in  allen  durch  diese  acht  Punkte  gehenden 
Curven  dritter  Ordnung  gegenüberliegen,  ist  der  Kegelschnitt  H^^ 
von  dem  aus  die  Punkte  5,  6,  7,  8  durch  Strahlen  projicirt  werden, 
die  dasselbe  Doppelverhaltniss  haben,  wie  die  durch  diese  Punkte 
gehenden  Kegelschnitte  des  Büschels  ABCD. 

Ist  9  der  neunte  Schnittpunkt  aller  durch  ABCD  5  6  7  8  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung,  sind  E  und  E^  Punkte  des  Kegelschnitts  ZT^,  und  bezeichnet 
man  die  von  E  aus  durch  5,  6  .  .  .  gehenden  Strahlen  durch  -£  (5,  6  .  .  .),  sowie 
die  durch  ABCD  nach  5,  6  .  .  .  gehenden  Kegelschnitte  durch  ABCD  (5,  6  . . .), 
so  ist  ABCD{b,  6, 7,  8,  9)  7^  E(b,  6,  7,  8,  9),  ABCDip,  6,  7,  8, 9)  y^  E\b,  6,  7,  8, 9), 
mithin  hat  man  die  projective  Beziehung  E{b,  6,  7,  8,  9)7^Ä'(5,  6,  7,  8,  9),  also 
liegen  die  Punkte  567  8^-5'  und  9  auf  demselben  Kegelschnitte.  Der  neunte 
Schnittpunkt  aller  durch  acht  gegebene  Punkte  gehenden  Curven 
dritter  Ordnung  liegt  also  auf  dem  Kegelschnitte  der  Punkte,  die 
vieren  von  den  acht  Punkten  in  allen  diesen  Curven  gegenüberliegen. 

Construirt  man  den  Kegelschnitt  J  der  Punkte,  die  den  Punkten  A^  B,  C,  5 
in  den  durch  A,  B,  C,  D,  5,  6,  7,  8  gehenden  Curven  III.  O.  gegenüberliegen,  so 
liegt  der  neunte  Schnittpunkt  9  dieser  Curven  auch  auf  /,  Die  Kegelschnitte  ffi 
und  J  haben  die  gegebenen  Punkte  6,  7,  8  gemein,  mithin  ist  9  der  vierte  Schnitt- 
punkt von  H^  und  /.  Hierdurch  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Den  neunten 
Punkt  zu  construiren,  in  dem  sich  alle  durch  acht  gegebene  Punkte 
gehenden  Curven  dritter  Ordnung  schneiden. 

11.  Die  Aufgabe:  Von  den  sechs  Schnittpunkten  eines  Kegel- 
schnitts K  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  sind  vier  gegeben,  man 
soll  die  beiden  andern  construiren,  ist  nun  leicht  zu  lösen.  Man  sucht 
den  Punkt  E,  der  den  vier  gegebenen  Punkten  ABCD  in  C"  gegenüberliegt, 
und  construirt  den  Strahl  T  des  Büschels  E,  der  dem  Kegelschnitt  K  des 
Büschels  ABCD  entspricht;  die  Schnittpunkte  von  T  und  IC  sind  die  gesuchten 
Punkte. 


)n  deraelbeD  ans  neun  gegebenen  Pui 

3CD  zweier  Curven  dritte 
C"  und  r'"  gegeben,  und  von  jeder  noch  fünf  Punkte,  so 
den  Kegelschnitt  construiren,  auf  dem  die  übrigen  fünf  Schi 
5,  6,  7,  8,  9  liegen. 

Man  construire  die  Punkte  E  und  £, ,  die  den  Punkten  ABCD 
V"  gegenüberliegen.  Die  StrahlbUschel  E  und  £' ,  die  mit  dem  K 
blische!  die  Curven  C"  und  F'"  erzeugen,  sind  projectiv  mit  dem  K 
bäschel,  also  auch  unter  einander  projectiv;  die  Schnittpunkte  enfc 
Strahlen  bilden  also  einen  Kegelschnitt  K.  Die  Strahlen  beider  B 
durch  5,  6,  7,  S,  9  gehen,  entsprechen  den  durch  diese  Punkte  gehei 

I  schnitten,  sind  also  entsprechende  Strahlen;  also  liegen  diese  fünf 
dem  Kegelschnitte  K. 
Die  Construction  der  fehlenden  vier  Schnittpunkte  6,  7, 
Cnrven  dritter  Ordnung  C'  und  V" ,    von  denen  fünf  Schi 
;      Ä,  B,  C,  D,  5    gegeben    sind,    kann    auf  die  Construction  der  St 
nreier  Kegelschnitte  zurückgeführt  werden;  denn  construirt  man  zu  der 
.Schnittpunkten  ABCD    den  Kegelschnitt  K,    auf  dem   die  Punkte 
I      liegen,  sowie  zu  den  gegebenen  Punkten  ABCh  den  Kegelschnitt  1 
Punkte  D,  (>,  7,  8,  9  enthält,  so  sind  die  unbekannten  vier  Punkte  die  gi 

»Pnnkic  von  K  und  K'. 
Sind   sechs  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Curv 
.       Ordnung  gegeben,  so  construire  man  zu  fünf  von  ihnen  die  Kegi 
Iimd  K':,  diese   haben  dann  den  sechsten   bekannten  Punkt  gemein 
Aufgabe    ist    daher   darauf   reducirt,    die  drei  nnbekannten  Schi 
I      iweier  Kegelschnitte    zu    construiren,    die    einen    gegeber 

I  gemein  haben. 
Sind  sieben  von  den  neun  Schnittpunkten  gegeben,  so] 
TOQ  den  Kegelschnitten  K  und  K'  bereits  zwei  Schnittpu 
kaon  daher  die  beiden  andern  Schnittpunkte  der  Curven 
I  Lineal  und  Zirkel  construiren. 
18.  Die  Aufgabe:  Zu  drei  gegebenen  Schnittpunkten  eir 
Schnitts  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  die  fehlenden  dr 
iCrairen,  kann  zugleich  mit  der  Aufgabe  geläst  werden:  Diebeiden 
Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  C"  zu  finden,  wenn 

(Schnittpunkt  gegeben  iajt 
Besteht  eine  Curve  III.  O.  C"  aus 
einem  Kegelschnitte  K  und  einer  Geraden 
T,  SD  kann  der  Punkt,  der  drei  Punkten 
ABC  des  Kegelschnitts  und  einem  Punkte 
,  iJ  der  Geraden  gegenüberliegt,  in  einfachster 
Weise  dadurch  gefunden  werden,  dass  man 
Mf  aus  dem  Kcgelschnittbüschcl  ABCD  einen 
;;>;.'.;  mögiichst  einfachen  Kegelschnitt,  ein  Ge- 
l|ri'i,i  radenpaar,  herausgreift.  Wählt  man  z.  B. 
\]):i  das  Gcradenpaar  AD,  BC,  und  durch- 
l'.J:    schnödet  K  mit  AD  in  E,  und  T  mit  BC  <M.425.) 

.  ,;,  '■    in  /)  30  ist  der  Schnittpunkt  G  von  K  und 
iV.I,'  £F da  gesuchte  Punkt.    Führt  man  die  gleiche  Construction  mit  d< 

iiti'. 
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paaren  DB,  AC  und  DC,  AB  aus,  so  bestimmt  man  dadurch  zugleich  die  pro- 
jective  Beziehung  des  Strahlbüschels  G  und  des  Kegelschnittbüschels  ABCD. 
>\  .  Ist  nun  eine  Curve  dritter  Ordnung  F'"  durch  die  Punkte  A,  B^  C,  D  und 

fünf  weitere  Punkte  bestimmt,  und  soll  man  den  Kegelschnitt  construiren,  der 
die   fünf  übrigen  Schnittpunkte  von  C"  und  F'"  enthält,  so  bestimme  man  den 
Punkt  H^  der  ABCD  in  F'"  gegenüberliegt,  sowie  die  Strahlen  des  Büschels  /T, 
%-^i^'  die  den  drei  Geradenpaaren  des  Büschels  ABCD  entsprechen;  dadurch  ist  die 

%\\  projective  Beziehung  der  Strahlbüschel  G  und  H  bestimmt,  und  mithin  der  von 

P"  ihnen  erzeugte,  gesuchte  Kegelschnitt  gefunden. 

\'  Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  drei  fehlenden  Schnittpunkte  von  F'"  undÄ) 

y'j  sowie  die  beiden  fehlenden  von  F"'  und  7*. 

^^  Hierdurch    ist   die  zweite  der  gestellten  beiden  Aufgaben  gelöst,    und  die 

Ä^  erste  ist  auf  das  Fundamentalproblem  cubischer  Aufgaben  zurückgeführt:     Ein 

'^  Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  iß)  ist  gegeben,  man  soll  die  drei 

**<*.''  andern  finden. 

^.'  14.    Zwei    Strahlenpaare,    welche    einen    gemeinsamen  Träger   haben,    sind 

Vi//  Ausartungen  von  Curven  zweiter  Ordnung,  und  können  ebenso,  wie  zwei  eigent- 

ijii.  liehe  Kegelschnitte,  zur  Erzeugung  eines  Kegelschnittbüschels  dienen. 

)i^/  '  Sind  T  und  7"  die  Strahlen  des  einen  Paares,  so  sind  die  Gleichungen  der 

^  Strahlen  des  andern  Paares  von  der  Form  aT-h  aT  =  0,     bT-^  b'T  =(^, 

p^ '  mithin  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Paare 

i^f  1.  rr  =  0  und  (ÄrH-Ä'r')(^rH-^r)  =  0. 

f^:^  Die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnitts  des  von  den  beiden  Paaren  be- 

I '.  stimmten  Kegelschnittbüschels  ist 

^■':  2.  K  ^\  TT  H-  X2  (ä  r  H-  ä'  T)  {bT  ^VT)  =  0. 

^>  '  Löst  man  die  Klammem  auf  und  ordnet,  so  erhält  man 

|>;  AT  =  Xjö^  .  72  -h  (Xj  4-  \^a'b  H-  \^ab')  TT  4-  X^a'b'  •  7"»  =  0. 

k:;^;  Die  Function  K  ist  eine   homogene   quadratische  Function  der  Grössen  T 

f'/  und  T\  und  kann  daher  in  zwei  in  Bezug  auf  T^  7"  homogene  lineare  Faktoren 

r4    /  zerlegt  werden,  die  sich  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

1^  3.  X^a^  I  ^j    -h  (Xi  -f-  X^a'b  -h  \^ab')  ^  4-  \^a! b'  =  0 

It  in  Bezug  auf  die  Unbekannte  T\  V  ergeben;  findet  man  aus  3.  die  Wurzeln  a 

%  und  ß,  so  zerfällt  K^  abgesehen  von  einem  constanten  Faktor,  in  das  Produkt 

der  linearen  Functionen  T  —  ^T'  und  T— p7",  also  zerfällt  der  Kegelschnitt 
AT  =  0  in  die  beiden  Geraden  r  —  aT'  =  0  und  r  —  pT"  =  0. 

Das  Kegelschnittbüschel  besteht  daher  aus  lauter  Geradenpaaren.     Da  nun 
diese    Geradenpaare    eine   Transversale    in   einer   quadratischen  Punktinvolution 
schneiden,  so  folgt,  dass  dieselben  die  Strahlenpaare  einer  quadratischen  Strahlen- 
lg  involution  bilden.    Wir  finden  daher:  Die  Strahlenpaare  einer  quadratischen 

^  Involution  sind  als  die  Kegelschnitte  eines  ausgearteten  Kegelschnitt- 

fi  büschels  zu  betrachten. 

JV',  Eine  Strahleninvolution    und  ein  projectives  Strahlenbüschel  erzeugen  eme 

Curve  III.  O.  C"  von  besonderer  Art;  jede  durch  den  Träger  D  der  Involution 
gehende  Gerade  T  hat  nämlich  mit  C"  ausser  D  nur  noch  einen  Punkt 
gemein,  nämlich  den  Schnitt  von  T  mit  dem  Strahl  des  projectiven  Büschels, 
welches  dem  Strahlenpaare  der  Involution  entspricht,  zu  welchem  T  gehört 
Bei  allen  durch  D  gehenden  Geraden  fallen  daher  zwei  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Curve  C"  in  D  zusammen;  folglich  hat  C"  in  D  einen  Doppelpunkt 


iction  derselben  aus  neun  gegebenen  Punkten.        17; 

Elution  und  ein  projectives  Strahl- 
e  dntter  Ordnung,  welche  den  Träger 
te  hat. 

Strahlbiischel  derart  auf  einander  bezogen, 
^er  der  Strahleninvolution  geht,  das  Strahlen- 
ätrahl  gehört,  so  sagt  man,  das  BUschel 
und  die  Involution  sind  in  reducirter  Lage.  Ist  T^  die  Gerade,  die 
mit  T  ein  Strahlenpaar  der  Involution  bildet,  so  entspricht  bei  reducirter  Lage 
der  Strahl  T  dem  Paare  TT, .  Ist  ferner  {aT -f-  a,T,)  {iT+  d,r,)  =  0  ein 
anderes  Paar  der  Involution  und  entspricht  ihm  der  Strahl  3,  entspricht  ferner 
dem  Strahle  a  7'  +  «,  S  =  0  das  Paar 

^TT^  +  p,  (aT+a^T,)(dT-h^,ri)  =  0, 
so  entsprechen  sich  allgemein 

A,a7'+  Xs«,a  =  0  und  X-t^TT,  +  Xjßi  («7"+ <7,r,)  (*r+  d^Tj)  =  0. 
Eliminiit    man    aus    beiden    Gleichungen    X,    und    X,,    so  erhält    man    die 
Gleichung  der  Curve,  welche  durch  das  StrahlbUschel  und  die  Involution  erzeugt 
wird,  nämlich 

a,p-arr,  —  a^^r  (ar  ^  a,7\)  {tr  +  ^,r,)  =  o. 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  ein  Produkt: 

T[a^^ZT^  —  a^,  (aT  +  a^Ti)  {dT  +  ^^T,)]  =  0. 
Die  Curve   IIL  O.,    welche    eine  quadratische  Strahleninvolution 
und  ein  dazu  projectives  Strahlbüschel  in  reducirter  Lage  erzeugen, 
«rßllt  also  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt. 

Umgekehrt  schliesst  man:  Liegt  der  Träger  einer  quadratischen 
Stiahleninvolution  auf  einem  Kegelschnitte  f,  so  gehen  die  Geraden, 
welche  die  Schnittpunkte  jedes  Paares  der  Involution  verbinden, 
durch  einen  Punkt  und  bilden  ein  mit  der  Involution  projectives 
Sttahlbüschel.  Sind  nämlich  ^f^  und  M^  zwei  Paare  der  Involution  und 
£|  und  Sj  die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  der  Paare  M^  und  J/j  und 
des  Kegelschnitts  K  verbinden,  ist  femer  A  der  Träger  der  Involution,  £  der 
Schnitt  von  5,  und  S^  und  T  der  Strahl  AB,  und  bezieht  man  das  Büschel  S 
projectiv  auf  die  Involution,  so  dass  5, ,  5j  7^  J/,,  M^  und  T  dem  Paare 
Mspricht,  zu  welchem  T  gehört,  so  befinden  sich  die  Involution  und  das  pro- 
jective  Büschel  in  reducirter  Lage;  sie  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  Ä"',  der 
*iicli  A  und  durch  die  vier  Punkte  geht,  in  denen  Ä"  von  5,  und  S^  geschnitten 
*iid.  Da  nun  K'  diese  fiinf  Punkte  mit  K  gemein  hat,  so  ist  JC  mit  Ä"  identisch. 
Hieraus  folgt  eine  einfache  Construction  der  Aufgabe,  eine  quadratische 
Strahleninvolution  zu  ergänzen.  Man  constniire  einen  Kreis  X,  der  den 
^rager  A  der  Involution  enthält,  und  zwei  Sehnen,  deren  jede  die  Schnittpunkte 
wes  Strahlenpaares  der  Involution  mit  K  enthält  Legt  man  durch  den  Schnitt- 
punkt dieser  Sehnen  eine  Gerade,  die  X  in  B  und  .S,  schneidet,  so  ist  AB, 
^^i  ein  Strahlenpaar  der  Involution. 

16.  Mit  Hülfe  dieser  Sätze  kann  die  Aufgabe:  Die  drei  Schnittpunkte 
einer  Curve  dritter  Ordnung  C"  und  einer  geraden  Linie  T  zu  con- 
sTuiren,  auf  das  cubische  Fundamentalproblem  zurückgeführt  werden. 

Wir  construiren  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  projectives  Strahlenbiischel, 

wiche  die  Curve  C"  erzeugen.     Dieselben  schneiden  T  in  einer  quadratischen 

'      ^nktinvolution  und  einer  dazu  projectiven  Punktreihe.     Die  Schnittpunkte  von 

T  uDd  C"   sind  nun  die  Punkte  der  Reihe,  welche  mit  einem  Punkte  des  ent- 
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sprechenden  Punktpaares  zusammenfallen.  Unsere  Aufgabe  ist  daher  auf  die 
folgende  reducirt:  Auf  einer  Geraden  T  liegen  eine  quadratische 
Punktinvolution  und  eine  dazu  projective  Punktreihe;  man  soll  die 
Punkte -X"  der  Reihe  finden,  die  mit  einem  Punkte  des  entsprechenden 
Paares  zusammenfallen. 

Wir  projiciren  von  einem  willkürlich  gewählten  Punkte  A  aus  die  Punkt- 
involution und  die  Punktreihe  und  erhalten  so  in  A  eine  Strahleninvolution  / 
und  ein  dazu  projectives  Strahlbüschel  S]  die  Strahlen  des  Büschels,  welche 
nach  einem  der  gesuchten  Punkte  X  gehen,  fallen  mit  einem  Strahle  des  ent- 
sprechenden Paares  der  Strahleninvolution  zusammen.  Legen  wir  einen  Kreis  K 
durch  Ay  und  verbinden  die  Punkte,  in  welchem  der  Kreis  von  jedem  Strahlen- 
paare der  Involution  getrofifen  wird,  so  bilden  diese  Verbindungsgeraden  ein 
Strahlbüschel  2,  welches  mit  der  Involution  /  projectiv  ist.  Die  projectiven 
Büschel  S  und  1  erzeugen  einen  Kegelschnitt  C,  der  durch  den  Träger  A  des 
Büschels  geht,  und  daher  den  Kreis  K  in  drei  weiteren  Punkten  Y^,  Y^,  Y^ 
schneidet.  Der  Strahl  des  Büschels  5  und  das  Paar  der  Involution  /,  auf  denen 
einer  dieser  Punkte  Y  liegt,  entsprechen  dem  durch  Y  gehenden  Strahle  des 
projectiven  Büschels  2,  sind  also  einander  entsprechend.  Die  gesuchten  Punkte 
der  Geraden  T  sind  daher  die  Punkte,  in  denen  T  von  den  Strahlen  AY^,  AY^, 
AY^  geschnitten  wird. 

17.  Hat  man  ein  Kegelschnittbüschel  und  das  dazu  projective  Strahlbtischel 
bestimmt,  durch  welches  eine  Curve  III,  O.  erzeugt  wird,  und  rückt  ein  Strahl  T 
des  Strahlbüschels  unendlich  nahe  an  einen  Träger  A  des  Kegelschnittbüschels 
heran,  so  hat  der  entsprechende  Kegelschnitt  K  des  Büschels  mit  C"'  in  A 
zwei  unendlich  nahe  benachbarte  Punkte  gemein;  mithin  haben  C"  xmdK'mA 
eine  gemeinsame  Tangente.  Die  Tangente,  die  eine  Curve  dritter  Ordnung 
in  einem  gegebenen  Punkte  A  derselben  berührt,  wird  daher  in  folgender 
Weise  gefunden.  Man  construire  den  Punkt  E  der  C",  der  dem  Punkte  A  und 
drei  weiteren  Punkten  der  C"  gegenüberliegt,  ziehe  EA  und  construire  in  A  die 
Tangente  des  Kegelschnitts,  der  diesem  Strahle  entspricht. 


^-^1« 


§  16.    Tangente  und  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve 

dritter  Ordnung. 

1.  Wir  verbinden  zwei  Punkte  Sp  und  11  und  bestimmen  die  Verhältnisse,  in 
welchen  die  Strecke  ^ßll  von  den  Schnittpunkten  der  Geraden  ^ü  und  der  Curve 
dritter  Ordnung  geschnitten  wird: 
1.  /  M  ^dikiXiXkXi  =  0;     «,  ^,  /  =  1,  2,  3. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  1. 


^kw      "^^ 


^1 


X  =  1,  2,  3 


und  erhalten  für  das  gesuchte  Theilverhältniss  fi  =  Xg :  X^  die  Gleichung: 

Hierin  bedeuten  -F(jr)  und  F(\)  die  Werthe,  welche  eine  Function  F  erhält, 
wenn  man  die  Xx  durch  die  jCx  bez.  J«  ersetzt;  femer  bedeuten 

3./,SBö  1 1  jXf +2^1  2  2 Jf i^Tj  H-2ä  i  2  3'^l-^3 -+"^2  2  2^2 -»-2<»2  2  3^2*3  "^-^2  8  3^3  *=^'2'i^'^^ 
/8==^ll3^f-+-2«l2  8*1^2-^-2«l3,n^l*8-^^2  2  8*^■+■2«2  8  8^2^3■^-«3  8  8^l~^'*3*^^ 


L 


2,  Wir' nehmen  zunächst  an,  $  sei  auf  /  gelegen;  alsdan 
die  Gleichung  2.  hat  die  selbstveretändliche  Wurzel  [jl  =  0,  we 
entspricht.  Die  beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  2.  er 
cpud ratischen  Gleichung: 

,  3[/.(rt-£,-KA()r|-£, +/,{):)■£,] +  3|/,,(j:)-t,>  +  2/,,(rt.|, 
+  A3M-W  +2/jsW-EsS, +/„():) -Es']- |i +/(£)•  |i*  = 
Uegt  n  auf  der  Geraden  T  =»  /,():)  ■  Ej  +/,():)  ■  £,  -t-^lj: 
die  Gleichung  1.  eine  Wurzel  n  =  0;  die  Gerade  ^11  hat 
zusammenfallende  Funkte  mit  der  Curve  /  gemein,  berührt  ah 
Die  Gerade  T  geht  durch  %  denn  setzt  man  in  r  für  die  Vei 
CoordtnateD  ):,  des  Punktes  $,  so  erhält  man 

und  dies  ist  nach  G.  identisch  mit/dc),  also  gleich  Null,   da  ^ 
giebt  daher  nur  eine  Gerade,  welche  eine  Curve  III.  O.  in 
Punkte  derselben   berührt,   und  die  Gleichung  der  Tang 
/=0  im  Punkte  g)  ist 
3-  T^  /,(jt)  ■  af,  +/,(?:)  ■  X,  4- AW  ■  *,  =  0. 

3,  Die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  Curvenpunkb 
anbestimmt,  wenn  für  die  Coordinaten  dieses  Punktes  die 
A'  /»'  /j  zugleich  verschwinden.  Aus  der  Identität  No.  1,  ( 
dieser  Be<üngung  $  auf  der  Curve  /  liegt. 

Ist  für  die  Coordinaten  von  iß  /,  =/j  =  /^  ^Q,  so  wirc 
identisch  und  jede  durch  $  gehende  Gerade  schneidet  die  Cui 
in  zwei  zusammenfallenden  Punkten;  hierdurch  ist  der  Punkt 
ponkt  charakterisirt. 
I  Die  drei  Gleichungen  /,  =/j  =/j  =  0  sind  homogen  q 
unbekannten  Coordinaten  Xi  des  Doppelpunktes,  haben  dahe 
kein  gemeinsames  System  von  Wurzeln;  eine  Curve  in.  0.  1 
gemeinen  keinen  Doppelpunkt.  Mehr  als  einen  Doppc 
eigentliche  Curve  dritter  Ordnung  nicht  haben;  denn  eine  z 
Teibmdende  Gerade  würde  mit  der  Curve  vier  Schnittpunkte  1 

4,  Zwischen /,/,,/„/j,  /i,. /i„ /i  3, /j,, /,„ /,a  b< 
t  len  No.  1,  5;  dieselben  lehren  sofort:  Wenn  es  einen  Pv 
^  Ichen/j  ^/a  ^/j  =  0,  so  verschwindet  für  diesen  Punkt  auch 

I  /i.  /i.  /..  I 

I    /,.      /..      /,.    I 

Diese  Detenninante  heisst  die  HESSE'sche  Determinant 
1  mction  /.  Sie  ist  homogen  dritten  Grades  in  den  CoefQcii 
i   den  Coordinaten  *,.    Die  Gleichung  Ä"  =  0  ist  daher  die  G 
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Curve  /  in  einer  bestimmten  Beziehung  stehenden  Cur 
nennt  dieselbe  die  HESSE'sche  Curve  der  Curve  /  =  0. 
eine  Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt, 
der  zugehörigen  HESSE'schen  Curve. 

5.    Ist  ¥   der  Doppelpunkt  einer  mit  Doppelpunkt  ■ 
Ordnung,  so  wird  der  dritte  Schnittpunkt  einer  durch  $ 
der  C"  aus  der  Gleichung  bestimmt,  die  aus   No.  2, 
/,  =/a  =/i  =  0  und  nach  Absonderung  der  Wurzel  ; 

^-  +  /(£) .  (i  =  0. 

Wird  nun  der  Punkt  11  so  gewählt,  dass 

so  hat  die  Gleichung  1.  die  Wurzel  (i  =  0,  alle  drei  Sc) 
$n  fallen  also  in  den  Doppelpunkt  $. 

Da   die  HsssE'sche  Determinante   fllr   die  Coordinj 
verschwindet,    so  folgt  (§  13,  No.  3),   dass  der  Kegelschnitt  3.  in  zwei  Gerade 
zerfällt.    Die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  dieser  beiden  Geraden  genflgen  den 
Gleichungen 

/.iW  ■  5.  +  /,»(«  ■  £,  +  /,,W  ■  «5  =  0, 

/ii(rt  •  £i  +  /ii\f)  ■  ii  +  AAf)  -  Ej  =  0, 

/.jW-E,  +/»>W-£s  +/,»(«■«,  =-0, 

Ersetzt  man  hienn  f»  durch  )r„  so  gehen  die  linken  Seiten  in  /i(j:),  /s(r),  /jlr) 

über,  verschwinden  also;  der  Doppelpunkt  $  ist  also  zugleich  der  Doppelpunkt 

der  Curve  2-     Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  durch  2.  repräsentirten  Geraden 

diejenigen  Geraden  sind,  die  durch  ip  gehen  und  in  $  drei  zusammenfallende 

Schnittpunkte  mit  der  Curve /^O  haben.     Diese  beiden  Geraden  heissen  die 

Doppelpunkt  Stangenten. 

Verlegt  man  den  Eckpunkt /^^  des  CoordinatendreieckS  in  den  Doppelpunkt; 
so  ist  fi  =  A„    tj  =  lft  —  0>  mithin 

/»sW  =  «laa^i-      AaW  =  «las-*!.     AgW  =  «»iis*!- 
Die  Gleichung  der  beiden  Doppelpunktstangenten  wird  nach  Weglassung  des 
Faktors  &. 


-  2«ii 


'  =  a 


Sind  dieselben  real,  und  nimmt    man   A^    und   A^    auf  ihnen   an,  so 
muss  sich  die  linke  Seite  auf  ein  Vielfaches  von  x,x,  beschränken,  daher  ist 


Bezieht  man  also  die  Gleichung  einer  mit  Doppelpunkt  versehenen 
CuTve  III.  O.  auf  ein  Coordinatendreieck,  das  die  Ecke  ^,  im  Doppel- 
punkt und  die  Ecken  A^,  A^  auf  den  Doppelpunktstangenten  hat,  so 
ist  die  Gleichung  von  der  Form; 

Für  die  Function  /, ,,  /,  „  /i  j  erhalten  wir  jetzt 

/ii  ^  Oi  'is  ^  ■^jiZ'^a  +  "«»■*! ' 

/is  ^  "^iBJ*»'       fit  ^  <^\ii^i  +  <»a»3*a  +  «»as'^s» 

Die  Gleichung  der  Hesse  sehen  Curve  wird  daher 

-ff-  Uias*3.    /sa.  /aa  =0. 

1  '^laa*»  •     fit '  fit         I 


auf  eine  Curve  dritter  Ordnung. 
:ten  Zeile,  so  erhält  man 


^  wie  3.  Wir  schliessen  hieraus: 
1  Doppelpunkt,  so  hat  ihre 
te  einen  Doppelpunkt,  und 
ngenten  gemein, 
oppelpunkt,  so  gilt  derselbe  fllr 
m einsame  Doppelpunktstangenten, 
angenten  gelegene,  dem  Doppel- 
3  zählen  der  gemeinsame  Doppei- 
nten für  zusammen  sechs  Schnitt- 
urven  /  und  H  noch  ausserdem 

-  *<»jasJfi'  =  0- 
fj  :  x^   der  drei  andern  Schnitt- 
complexen  Wurzeln  der  Einheit 
<i,3j,  so  hat  man 
C*a  —  a-'v-^i)  (x,  —  a"fiJf,). 
Cj  =0,      x^  —  «'V^s  =  0  die 
nach  den  andern  Schnittpunkten 
t  und  realen  Doppelpunkts- 
sn  ausser  dem  Doppelpunkte 
mplexe  Schnittpunkte. 
n  Tangenten  eines  Doppelpunkts 
n  bezeichnet  dann  den  Doppel- 
Tangente   in   diesem  Punkte   als 
Fall  bei  cubischen  Curven  aufzu- 
in  den  Rückkehrpunkt,  die  Ecke 
die  Gleichung  der  Doppelpunkts- 
iden  Achse  A-^A^,  also  auf *,*  =  0 

ijj  =  ö,,j  =  0;   mithin  ist  die 

+  Sfla,,«»«*  +  «asjarj  =  0. 
lass  eine  Curve  III.  O.,  deren 
ithalten  ist,  den  Punkt  A-^  zum 
cehrtangente  hat 


tehrpunkt  versehenen  Curve 


=  0. 


ktes  in  Bemg  auf  eine  Oirve  dritter  Ordnung.         i8i 

ttheilt  wird,  die  Gleichung  festsetzten 
H  [.,  =  0. 

n  einem  Punkte  $  in  Bezug  auf  »Punkte 
A^Af  .  .  An,  die  mit  ihm  auf  einer  Geraden  liegen,  die  Punkte  zu,  fUr  welche 
die  Verhältnisse  (l,,  ^l,,  . .  [n.,  in  denen  die  Strecke  ^ßll  von  A^A^  . .  A„  getheilt 
wird,  den  Bedingungen  genügen 

F^i  +  l*a  +  (*3  •+-■■■  +  f^  =0. 

M^iH-!  -*-  f*i(^S  +  ■■-•-  P^-lfi^  =  0, 

SftatMtllc    =    0,  2Ha[«tJtc(W    =    0,    .    .     .    .  S)Ji^tJi^filf  ...  IV    =    0, 

wobei  fUr  a6(,  abcd,  .  .  .  .  ,  abc . .  r  alle  Combinationen  dritter,  vierter,  .  . . 
(■—  l)terK]asse  aus  den  Zahlen  1,  2,  3  ...  zu  nehmen  sind.  Setzt  man  Ai,- =  ^,-, 
P^  =  X,  so  ist 

_  FAi  _       PAj Ji__ 

>''  ~"  Ä^"  P^\~PAi~  x  —  di' 
Wird  dies  in  l.^^i . .  [i*  =  0  eingesetzt,  so  entsteht 
y     dg  dj  de  dk 

X  —  d„  X  —  di  X  —  d^  "  '  X  —  df  ' 
Mulüplicirt  man  diese  Gleichung  mit  {x  —  rf^)  (x  —  d^)  (x  —  rfj)  .  .  .  (x  —  d^), 
so  verschwindet  in  jedem  Gliede  der  linken  Seite  der  Nenner,  und  das  Produkt 
J,di . .  .  dk  wird  mit  dem  Produkte  von  «  —  i  Differenzen  x  —  d/  multiplicirt. 
Die  Gleichung  1.  wird  daher  vom  Grade  (» —  k)  in  Bezug  auf  x,  und  wird 
folglich  von  n  —  k  Punkten  11  eifUtlt 

Die  Gruppe  der  {n  —  A)  Punkte  ü,  welche  der  Gleichung  genügen 
Sp-stlJlV'  ■  •  ■  [U  =  0, 
aennt   man    die    harmonischen    Pole    (n  —  ^)ten    Grades    der   Punkte 
A^Af . .  An  in  Bezug  auf  den  Punkt  $. 

9.  Besteht  die  Gruppe  der  Punkte  A  aus  drei  Punkten  A^,  A^,  A^,  so 
giebt  es  zu  jedem  Punkte  $  zwei  harmonische  Pole  zweiten  Grades  und  einen 
haimonischen  Pol  ersten  Grades,  die  sich  der  Reihe  nach  aus  den  Gleichungen 
ergeben 

1.  IJ-i  +  f^s  +  H-3  =  0.      l»il*a  +  V-iV-t  +  V-iV-i  =  0. 

Dividiit  man  dieselben  durch  tt,tiig)i.j,  so  entsteht 

ä.  1 1 =  0,     — I 1 —  =  0. 

^^3H       l^il^j       V'sV-i  V-s       V-i        1^1 

Nun  sind  1  :  Hj ,  1 :  Hj ,  1 :  [Aj  die  Theilverhältnisse  ll/i, :  Ai^  . .  . . ,  also 
werden  durch  die  Gleichungen  2.  die  harmonischen  Pole  ersten  und  zweiten 
Grades  flir  den  Punkt  fl  in  Bezug  auf  die  Punkte  A^,  A^,  A^  definirt  Hieraus 
folgt:  Ist  n  ein  harmonischer  Pol  zweiten  Grades  von  Sp,  so  ist  ^  der 
harmonische  Pol  ersten  Grades  von  11;  und  umgekehrt:  ist  11  der  har- 
monische Pol  ersten  Grades  von  3ß,  so  ist  fß  ein  harmonischer  Pol' 
zweiten  Grades  von  tt. 

Drückt  man  die  Bedingungen  1.  durch  die  Grössen  x  und  d  aus,  so  erhält  man 

rf,*fj  (;r  —  dt)  +  ^jrf,  (x  —  d^)  H-  d^d^  (x  —  rf,)  =  0. 

Fällt  $  mit  einem  der  drei  Punkte  A,  z.  B.  mit  A^  zusammen,  so  ist  d^  ^  0, 

I  d  die  Gleichung  3.  vereinfacht  sich  zu  d^  (x  —  d^)  x  +  d^  ■  x(x—  rf,)  =  0. 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  x  =  0,  die  andere  folgt  aus 

d,(x-ds)-i-dt(x—d^)  =  0; 

<  rch  diese  Gldchung  wird  der  harmonische  Pol  von  ^  in  Bezug  auf  das  Punkt- 


ir^ 
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Der  Ort  der  harmonischen  Pole  ersten  Grades,  die  zu  einem 
Punkte  ^  in  Bezug  auf  die  Schnittpunkte  der  durch  ^  gehenden 
Strahlen  mit  der  cubischen  Curve  /  =  0  gehören,  ist  somit  die  Ge- 
rade 9"  =  0. 

Diese  Gerade  heisst  die  zweite  oder  die  gerade  Polare  des  Punktes  ^ 
in  Bezug  auf  die  Curve  /  =  0. 

Nach  dem  letzten  Satze  der  vorigen  Nummer  ist  die  gerade  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  zugleich 
die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  erste  Polare  desselben 
Punktes. 

10.  Legt  man  von  ^  eine  Tangente  an  /,  und  ist  A  der  Berührungspunkt 
und  A^  sein  Begleiter,  so  fallt  einer  der  harmonischen  Pole  zweiten  Grades 
von  ^  in  Bezug  auf  den  doppelt  zu  zählenden  Punkt  A  und  den  Punkt  A^  mit 
A  zusammen;  die  erste  Polare  von  ^  geht  also  durch  A,  Und  umgekehrt:  Ver- 
bindet man  einen  nicht  auf/  gelegenen  Punkt  ^  mit  einem  Schnittpunkte  A^ 
der  Curve  /  und  der  ersten  Polaren  9'  des  Punktes  ^,  so  fallt  in  A^  einer  der 
Schnittpunkte  von  ^A^  und  /  mit  einem  harmonischen  Pole  zweiten  Grades 
von  tß  in  Bezug  auf  diese  drei  Schnittpunkte  zusammen ;  wenn  nun  die  Gleichung 

^1  (^  —  ^2 )  (*  —  ö?3 )  -+-  ^2  (^  —  ^3 )  (^  —  ^1 )  -^  ^3  (^  —  ^1 )  (^  —  ^2 )  =  0, 
welche  die  harmonischen  Pole  zweiten  Grades  liefert,  eine  Wurzel  x  =  ä^  ent- 
hält, so  folgt  ^3  {d^  —  äj)  (dTg  —  ä^)  =  0.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  $ 
nicht  auf/  liegt,  so  ist  ä^  ^0,  folglich  ist  entweder  d^  ==^11  oder  d^  =  d^, 
es  fallen  also  zwei  Schnittpunkte  der  Geraden  ^A^  und  der  Curve/  in  A^ 
zusammen,  die  Curve  /  wird  von  ^A^  in  A^  berührt. 

Wir  haben  daher  den  Satz:  Die  Tangenten,  die  von  einem  Punkte 
ausserhalb  einer  Curve  III.  O.  an  die  Curve  gelegt  werden,  berühren 
dieselbe  in  den  Schnittpunkten  mit  den  ersten  Polaren  des  Punktes. 
Von  jedem  Punkte  der  Ebene  aus,  der  nicht  auf  der  Curve  liegt,  lassen 
sich  daher  im  Allgemeinen  sechs  Tangenten  an  eine  Curve  III.  O.  legen. 

Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  ein,  wenn  die  Curve  /  einen  Doppelpunkt  oder 
Rückkehrpunkt  hat.  Für  jeden  Punkt  ^  der  Ebene  geht  die  erste  Polare  durch 
den  Doppelpunkt;  da  nun  in  dem  Doppelpunkte  zwei  Schnittpunkte  von  /  und 
9'  zusammenfallen,  so  bleiben  vier  weitere  Schnittpunkte  von  /  und  9'  übrig. 
Hat  also  eine  Curve  m.  O.  einen  Doppelpunkt,  so  lassen  sich  von 
jedem  Punkte,  der  nicht  auf  der  Curve  liegt,  nur  vier  Tangenten  an 
die  Curve  legen. 

Hat  die  Curve  III.  O.  einen  Rückkehrpunkt,  und  wählt  man  dasselbe 
Coordinatensystem  wie  in  No.  6,  2,  so  ergiebt  sich  für  die  erste  Polare  eines 
Punktes  $  die  Gleichung 

f'  ^  2<?i22?^2  '^1^2  "*"  ('^122?^l   "+■  ^222?^2  "*~  ^iin^z)  '^1  "^  ^<^2izT2^i^Z 
-*-«333Jf3  '^3     =   0- 

Setzt  man  hierin  x^  =  0,  so  folgt  x^  =  0;  hieraus  ersieht  man,  dass  9' 
üe  Rtickkehrtangente  A^A^  im  Rückkehrpunkte  A^  berührt. 

Hat  also  eine  Curve  III.  O.  einen  Rückkehrpunkt,  so  geht  die 
erste  Polare  jedes  Punktes  der  Ebene  durch  denselben  und  berührt 
die  Rückkehrtangente. 

Ferner  ergiebt  sich  die  Identität  Sx^<f'  —  ^T^/ 

^(30^122^1   "^  ^222^^2  "^  3^223^3)'^3   ~^  ^^33Z  Ts^i^Z    —  20333^2^8    ^^  ^• 

Für  die  Punkte,  für  welche  die  rechte  Seite  und  /  verschwindet,  ist  auch 
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bilden   ein    mit   dieser  Punktreihe   projectives   Kegelschnittbüschel, 
dessen  Träger  die  Pole  der  Geraden  sind. 

13.  Besteht  eine  Curve  III.  O.  aus  drei  Geraden,  die  nicht  durch 
denselben  Punkt  gehen,  und  nimmt  man  die  Geraden  zu  Coordinatenachaen, 
so  ist  die  Gleichung  des  Vereins  dieser  drei  Geraden/^  e^ifl^j^e,  =  0,  wobei 
der  Faktor  6  hinzugefügt  worden  ist,  um  Uebereinstimmung  mit  der  allgemeinen 
Form  der  cubischen  Gleichung  zu  haben.     FUr  diese  Function  /  ist 

/  =  2xjx^ ,     /  =  'ix^x^ ,     /j  =  Ix^x^ , 
/u  =0.      /,,  =  *j,      /,,  =*,,      /„  =  0,      A,  =  X,,      As  =  0. 

Die  Gleichungen  der  ersten  Polaren  und  der  geraden  Polaren 
eines  Punktes  $  in  Bezug  auf  die  aus  den  Seiten  des  Achsendreiecks 
bestehende  cubische  Curve  sind  daher 

1  „  X^         JCj         x^    

Beide  Polaren  lassen  sich  leicht  coustruiren.  Setzt  man  in  9"  die  Coor- 
dinatc  a:,   =  0,  so  erhält  man 

r,  «  ^  +  ^  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  durch  A^  gehenden  Geraden;  mithin  die 
Gleichung  der  Geraden,  die  A^  mit  dem  Punkte  verbindet,  in  welchem  9"  die 
Dreieckseite  A^A^  schneidet. 

erhält  man,  dass  die  Strahlen,  die  A^  und  A^  mit  den  Schnitt- 
r  Polaren  9"  und  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Coordinaten- 
binden,  die  Gleichungen  haben 


:hsen  x^  =  Q,     j:,  =  0  und  der  Geraden  7",  ist  die  Gerade  A^'^ 
zugeordnet;  denn  die  Gleichung  von  *4jip  ist 


4j^  der  vierte  harmonische  Strahl   zu  ar,   =  0,     JCj  =  0  und  T^, 

harmonisch  zu  ;c,   =  0,     Xj  ^  0  und  T'j. 

her  die  gerade  Polare  eines  Punktes  $  in  Bezug  auf  ein  Dreieck 

construiren,  verbindet  man  SP  mit  A^  und  A^,  construirt  zu  A^A^, 
I  den  vierten  harmonischen  Strahl  7",,  sowie  zu  A^Ai,  A^A^,  A^l^ 

harmonischen  T.j  und  verbindet  die  Punkte,  in  denen  A^A^  und 
r,  und  7")  geschnitten  werden;  diese  Gerade  ist  die  gesuchte  Polare, 
ite  Polare  <f'  geht  durch  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks.  Die 
1er  Tangente  an  f'  im  Punkte  11  ist 

+  f^  ■  ^)  -«1  +  ih  -El  +  Ji  ■  £3)  *2  ■+■  (h  ■U  +  h-  ^1)  ^3  =  0. 
ächungen  der  Tangenten,  welche  in.^,,  A^,  A-,  berühren,  sind  daher 
"s  +  h^i  =  0,  fiXi  +  jTja:,  =  0,  Fi*,  +  h'^i  =  0; 
iber  der  Reihe  nach  die  Geraden  T^,  T^,  T^.  Die  erste  Polare 
ES  $  in  Bezug  auf  das  Dreieck  A^A^A^  wird  also  erhalten,  indem 
d  T^  construirt,  und  den  Kegelschnitt  zeichnet,  der  durch  A^A^Aj 
t  und  7",  berührt. 

ese  Construcdonen  lehren  zugleich,  wie  man  für  einen  Punkt  $ 
luf  drei  mit  $  auf  einer  Geraden  T  gelegene  Punkt  ABC  die 
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Gleichung  der  CoelBcienten  gegeben,  wir  brauchen  daher  ausser  dem  Doppel- 
punkte noch  sechs  weitere  Punkte,  um  die  CoefBcientenverhältnisse 


eindeutig  zu  bestimmen.  Eine  C^  ist  daher  durch  den  Doppelpunkt  und 
sechs  weitere  Punkte  bestimmt. 

2.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  einer  Ct  zwei  Strahlen  7",, 
Tj,  welche  die  Curve  ausserdem  in  B^C,  und  S^C^  schneiden,  so  wie  einen 
dritten  Strahl  T^,  und  hebt  einen  weiteren  Schnittpunkt  B^  desselben  mit  der 
Curre  hervor;  zieht  die  Strahlenpaare  -SiSj',  S^S^',  durch  welche  ^,C,  und 
J,C,  mit  dem  Doppelpunkte  11  verbunden  werden,  sowie  den  Strahl  Sj,  der 
von  n  nach  B^  geht;  so  ist  durch  die  Strahlenpaare  .S,  5, ',  S^Sj'  eine  quadra- 
tische Strahleninvolution  bestimmt.  Setzt  man  nun  das  Strahl büschel  des  Punktes 
A  mit  dieser  Involution  derart  in  projective  Beziehung,  dass  T,  dem  Strahlen- 
paare SjSi',  Tj  dem  Paare  S^S^'  und  7*,  dem  Paare  entspricht,  zu  welchem 
■S,  gehört,  so  ist  dadurch  die  Projectivität  des  StrahlbUschels  und  der  Involution 
vollständig  bestimmt 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Strahlen  des  Büschels  mit  den  entsprechen- 
den Strahlen  paaren  der  Involution  ist  (§  15,  No.  14)  eine  Curve  III.  O.,  die  den 
Tiäger  der  Involution  zum  Doppelpunkte  hat,  und  durch  den  Träger  des  Strahl- 
büschels geht;  diese  Ortscurve  hat  daher  ausser  dem  Doppelpunkte  noch  die 
sechs  Punkte  A,  B^,  C,,  B^,  Cj,  B^  mit  der  gegebenen  Curve  Cj  gemein,  folg- 
lich ist  sie  (No.  1)  mit  Ct  identisch.  Wir  schliessen  hieraus:  Eine  Ci  kann  in 
unendlich  vielfacher  Weise  durch  eine  Strahleninvolution,  deren 
Träger  der  Doppelpunkt  ist,  und  ein  projectives  StrahlbUschel 
erzeugt  werden;  jeder  einfache  Punkt  der  Curve  kann  zum  Träger 
des  Strahlbüschels  genommen  werden.  Femer:  Die  Punktpaare, 
in  welchen  eine  Ci  durch  die  Strahlen  eines  Büschels  geschnitten 
wird,  dessen  Träger  auf  der  Curve  liegt,  werden  vom  Doppelpunkte 
aas  durch  die  Strahlenpaare  einer  Involution  projicirt,  die  mit  dem 
Strahlenbüschel  projectiv  ist. 

3.  Um  eine  Cg  aus  dem  Doppelpunkte  H  und  sechs  wetteren 
Punkten  1,  2,  3,  4,  5,  A  zu  construiren,  stellt  man  die  Involution  her,  die 
mit  dem  projectiven  StrahlbUschel,  dessen  Träger  A  ist,  die  Curve  erzeugt. 

Schneidet   man    das    Strahl-  A 

büschel  din-ch  eine  Gerade  o,  die  yyi\\ 

durch  5  geht  und  die  nach  1,  2,  3"-  ._  /  / \\  \ 

3, 4  gehenden  Strahlen  in  1',  2',  /  ^ 

3',  4'  triffl,  und  projicirt  man  diese 
Punkte  von  einem  auf  der  Gera- 
den [l5  gelegenen  Punkte  B  aus,  £^ 
so  ist  das  BUschel  B  projectiv 
mit  dem  Büschel  A,  also  auch 
mit  der  gesuchten  Involution.  Der 
Strahl  Bb  entspricht  dem  Paare 
der  Involution,    zu  welchem  HS  (M.436.) 

gehört;  da  nun  B  auf  IIa  liegt,  so  befinden  sich  die  Involution  [I  imd  das 
Büschel  B  in  reducirter  Lage  (§  15,  No.  15),  erzeugen  also  keine  eigentliche 
Curee  m.  O-,  sondern  eine,  die  in  die  Gerade  ^\.B  und  einen  durch  11  gehenden 
Kegelschnitt  A' zerfällt    Von  diesem  Kegelschnitte  sind  nun  fünf  Punkte  bekannt; 
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Büschels;  diese  Strahlen  theilen  die  Ebene  in  zwei  Paar  Scheitel- 
winkel; den  Strahleil,  welche  durch  das  eine  dieser  beiden  Paare 
gehen,  entsprechen  reale  Paare,  denen,  die  durch  das  andere  Paar 
Scheitelwinkel  gehen,  entsprechen  conjugirt  complexe  Strahlenpaare 
der  Involution. 

Die  Strahlen  X,  3&i  werden  die  Verzweigungsstrahlen  des  Strahlbüschels 
C  in  Bezug  auf  die  projective  Involution  11  genannt. 

6.  Hat  man  (nach  No.  3)  ein  Strahlbüschel  und  die  dazu  projective  Invo- 
lution, durch  welche  eine  Q  erzeugt  wird,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  die 
Involution  reale  Asymptoten  hat,  und  dass  der  Doppelpunkt  11  zwischen  den 
Verzweigungsstrahlen  I  und  i^  des  Strahlbüschels  in  einem  der  beiden  Scheitel- 
winkel liegt,  durch  welche  die  Strahlen  gehen,  denen  complexe  Strahlenpaare 
entsprechen.  In  diesem  Falle  hat  die  Cs  keine  realen  Doppelpunktstangenten; 
und  da  keiner  der  Strahlen  des  Büschels,  welche  durch  das  Winkelfeld  gehen, 
in  welchem  11  liegt,  die  Cj  schneidet  —  denn  keinem  entspricht  ein  reales  Strahlen- 
paar der  Involution  —  so  hat  die  Curve  in  der  Umgebung  des  Doppelpunktes 
keine  realen  Punkte.  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  den  Doppelpunkt  als 
isolirten  Punkt. 

Die  Verzweigungsstrahlen  3E  und  5Ei  berühren  die  Ci  in  den  Schnittpunkten 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Asymptoten  @  und  (S^  der  Involution. 

Hat  eine  Q  einen  isolirten  Punkt,  und  wählt  man  der  Reihe  nach  alle 
Pmikte  der  Curve  zu  Trägem  eines  Strahlbüschels  und  bestimmt  die  zugehörige 
Involution,  welche  mit  dem  Büschel  die  6$  erzeugt,  so  muss  jede  solche  Invo- 
hition  reale  As3rmptoten  haben  und  11  immer  in  dem  Gebiete  zwischen  den 
Verzweigungsstrahlen  liegen,  dessen  Strahlen  keine  realen  Strahlenpaare  der  In- 
volution entsprechen.  Wir  schliessen  daher:  Hat  eine  Curve  III.  O.  einen 
isolirten  Punkt,  so  gehen  von  jedem  Punkte  der  Curve  aus  zwei 
reale  Tangenten  an  die  Curve  (ausser  der  Geraden,  welche  die  Cg  in  dem 
Punkte  selbst  berührt). 

7.  Liegt  der  Träger  0  einer  quadratischen  Strahleninvolution  auf  einem  der 
beiden  Verzweigungsstrahlen  3E  eines  projectiven  Strahlbüschels,  so  fallen  die 
Doppelpunktstangenten  der  duich  das  Büschel  und  die  Involution  erzeugten  Q, 
die  dem  nach  11  gehenden  Strahle  3E  entsprechen,  in  eine  Asymptote  ®  der 
Involution  zusammen.  D  i  e  C  u  r  v  e  III.  O. 
hat  also  in  diesem  Falle  11  zum 
Rückkehrpunkte  und  ®  zur  Rück- 
kehrtangente. 

8.  Sind  von  einer  Curve  Cj  der 
Rückkehrpunkt  ü,  die  Rückkehr- 
tangente T  und  vier  weitere  Punkte 
3,  4,  5,  A  gegeben,  so  kann  die  Curve 

i  wesentlich  derselben  Weise  construirt 
erden,  wie  eine  durch  den  Doppelpunkt 
nd  sechs  Punkte  bestimmte  Cq. 

Dem  Strahle  ^11  entspricht  die  Rück- 
ehrtangente T,  mithin  entspricht  dieser 
n  Büschel  B  der  nach  dem  Schnitte 
on  UA  und  a  gehende  Strahl  BV.  Da 
lesem  Strahle    die   Asymptote    T  der 

(M.  427.) 
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tunkte  n,  einem  Wendepunkte  1, 
id  zwei  weiteren  Punkten  4  und  5 
n  No.  3  dem  Umstände  entsprechend 


dm  unendlich  nahe  Punkte  ge- 
mein, r  und  JT  berflhren  sich 
also  in  D  dreipunktig.  Die  Kegel- 
schnitte r  und  JT  haben  vier 
Punkte  gemein,  nämlich  11  und 
i£e  drei  in  I>  zusammenfallenden 
Punkte.  Durch  diese  vier  Punkte 
gtkt  auch  das  Geradenpaar  M, 
das  aus  der  von  11  nach  einem 
dei  diu  Punkte  bei  Z>  gehenden 
Geraden  1177  und  aus  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  andern 
Punkte,  d.  i.  aus  der  Geraden  5 
besteht,  die  V  in  £>  berührt.  ""■™'' 

Der  Kegelschnitt  K  kann  nun  als  der  durch  G  gehende  Kegelschnitt  des 
TOD  r  und  Jf  bestimmten  Kegelschnittbiischels  construirt  werden.*) 


§  Is.    Correspondirende  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

1.  Sind  TiTj',  T^T^',  T^T^'  drei  Strahlenpaare  einer  quadratischen  Involu- 
tion, und  5(5,',  SfS^',  SjS^'  die  entsprechenden  Paare  einer  projectiven  Involu- 
tion, und  ist 

so  entsprechen  sich  die  Paare 

yr^  V,  ■  r.r,' +  Xjflj .  T-j^j' =  Ound^y  =  )ii^, -Ä.Si'  +  Xa*, -^a^j' =  0. 

Die  Punkte,  in  denen  sich  entsprechende  Paare  schneiden,  geniigen  der 
Gleichung,  die  aus  TT"  =  0  und  SS'  =  0  durch  Elimination  von  X,  und  ij 
hervorgeht/^  a,*g  ■  r,r/ -  5j5j'  —  Oj,ä,  •  T^T^'  ■  SiS^'  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  vom  äderten  Grade.  Wenn  T,  ^  0  und  Tj  =  0,  oder 
wenn  5j  =  0  imd  S^  =  0,  so  ist  auch  /  ^  0,  also  geht  die  Curve  /  durch  die 
Traf  er  der  beiden  Involutionen-  Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Strahlenpaare  zweier  projectiven  Involutionen  ist  also  eine  Curve 
vierter  Ordnung,  die  durch  die  Träger  der  beiden  Involutionen  geht. 

2.  Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Curve  «ter  Ordnung  mit  einer 
Geraden  T^  "1*1  +  <^s*s  +  "^a^s  =  0  sind  die  Wuneln  der  Gleichungen 


/=0, 


=  0, 


Ä, 


'-=  1. 


Aus  den  letzten  beiden  linearen  Gleichungen  ergeben  sich  x^  und  Jc,   als 
lineare  Functionen  von  jc, ;  setzt  man  diese  Werthe  in  /  ein,  so  erhält  man  eine 

•)  Ueber  Corveo  EL  O.   mit  Doppelpunkt  vei^l.  Weyr,   Theorie   der  mehrdeutigen   geo- 
wtriKbeD  ElementHrgebilde.     Leipzig  1S69. 


ST-i^lL 


W^', 


§  i8.     Correspondirende  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
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die  Cuive  erzeugt  wird,  wollen  wir  dadurch  beantworten,  dass  wir  angeben,  wie 
eine  Curve  HI.  O.  aus  zwei  correspondirenden  Punkten  A  und  B,  den 
Tangenten  in  diesen  Punkten  und  einer  genügenden  Anzahl  weiterer 
Punkte  durch  zwei  projective  Involutionen  construirt  werden  kann. 

Sind  A^,  A^  zwei  correspondirende  Punkte  einer  C",  A^  ihr  Begleiter,   so 
nehme  man    A^A^A^    zum   Coordinatendreieck.     Die   Durchschnittspunkte   der 
Geraden  A^A^  und  der  Curve  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
1.  <^2%%^i  -»-  303  2  8^2^:^3  -h  ^a^^^x^x^  -h-  a^^^x^  =  0. 

Da  nun  von  den  Schnittpunkten  zwei  mit  A2  und  einer  mit  A^  zusammen- 
fallen, so  muss  sich  die  Gleichung  1.  auf  x^x^  =  0  reduciren,  es  ist  also 

^222  =  ^2  2  8  =^  ^8  8  8  =0. 

Die  Verhältnisse  der  Coordinaten  x^xx^   für  die  Schnittpunkte  von  A^A^ 
und  der  Curve  erhält  man  aus 


2. 


^lll"*!     ~*~  ^'^1  1  3*^1  "^8 


3a 


X.X^    -h 


183**1'*8 


^8  8  8^8     —  ^• 


Da  diese  Gleichung  zwei  mit  A^  und  einen  mit  A^  zusammenfallenden 
Schnittpunkt  ergeben  muss,  so  muss  sie  sich  auf  x^x^  =  0  reduciren;  folglich 

ist  tfjn  =<»ii3  =  0. 

Die  Gleichung  der  Curve  in  Bezug  auf  A^A^A^  ist  daher 

f—^^l\%^l^%  -4-  3^122^1^2*  -*-  ^^l^'A^l^^^i  -+-  ^^izz^i^i  -+-  ^Htz^i^i  =  0. 

Die  Verhältnisse  der  fünf  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  werden  durch 
vier  weitere  Punkte  bestimmt.  Dies  ergiebt:  Eine  Curve  III.  O.  ist  durch 
zwei  correspondirende  Punkte,  ihren  Begleiter  und  vier  weitere 
Punkte  eindeutig  bestimmt. 

7.  Um  die  C"  zu  construiren,  welche  A^A^  zu  correspondirenden 
Punkten,  A^  zu  ihrem  Begleiter  hat,  und  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4 
geht,  legen  wir  einen 
Kegelschnitt  K^  durch 
A^f  1,  2,  3,  4  und  einen 
Kegelschnitt    K^    durch 

^1,  1,  2,  3,  4. 

Sind  y^  und  J^  die 
projectiven  Involutionen 
mit  den  Trägem  A^  und 
^j,  durch  welche  die 
Curve  erzeugt  wird,  so 
suchen  wir  die  beiden 
Strahlbüschel,  die  mit/j 
und  /j  zusammen  die 
Kegelschnitte  K^  und  K^ 
erzeugen;  die  Träger 
dieser  Büschel  seien  B^ 
imdj?2.  T)2lA^A^,A^A^ 
ein  Paar  der  Involution 
/i  ist,  so  liegt  B^  auf  der  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  D  und  JS  von  iT^ 
und  A^A^,  A^A^  verbindet;  ebenso  liegt  B^  mit  den  Schnittpunkten  G  und  J** 
von  JTj  mit  A^A^,  -^2-^1   ^^^  einer  Geraden. 

Die  Büschel  B^  und  B^  sind  projectiv  mit  den  beiden  projectiven  Invo- 
lutionen y^  und/g,  also  sind  sie  auch  unter  einander  projectiv,  und  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  Z.    Da  nun  in  den 
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n.  Theil.    Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

§  1.    Coordinaten  des  Punktes. 

1.   Um  die  Lage  eines  Punktes  F  im  Räume  zu  bestimmen,   wählen  wir 
einen  beliebigen  Punkt  O,  den  wir  als  den  Nullpunkt  bezeichnen;   durch  O 


Z 


.^ 


F 


^ 


JP" 


e' 


I 


F' 
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legen  wir  drei  Ebenen,  die  Coor- 
dinaten ebenen,  deren  jede  auf 
den  beiden  andern  senkrecht  steht. 
Diese  Ebenen  schneiden  sich  in 
drei  Geraden,  den  Coordinaten- 
achsen,  deren  jede  mit  den  beiden 
andern  rechte  Winkel  bildet  Wir 
bezeichnen  die  Coordinatenachsen 
mit  OX,  OY,  OZ,  die  Coordinaten- 
ebenen  mit  XOY,  XOZ,  YOZ, 
oder  kürzer  als  die  XY-,  XZ-  und 
7Z-Ebene.  Wir  bestimmen  nun 
die  Normalprojectionen  JP\  P",  JP'" 
des  Punktes  -P  auf  die  drei  Ebenen 
und  messen  die  Strecken  F'F,  JP' P,  F''' F. 

Ueber  das  Vorzeichen  der  Strecken  wollen  wir  in  folgender  Weise  ent- 
scheiden: Eine  Schaar  von  parallelen  Geraden  durchschneiden  wir  mit  einer 
Ebene  E  in  den  Punkten  Ay^^  A^^  A^,  A^  ,  .  .  .  und  bestimmen  nun  den  positiven 
sämmtlicher  Parallelen  so,  dass  die  auf  ihnen  liegen- 
den positiven  Strecken  A^B^^  A^B^^  -^8-^8»  •  •  •  • 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  E  liegen.  Der  positive 
Sinn  aller  Normalen  zu  den  drei  Coordinatenebenen 
ist  hiemach  bestimmt,  wenn  man  über  den  positiven 
Sinn  der  Coordinatenachsen  entschieden  hat.  Wir 
wollen  festsetzen,  dass  OX,  OY,  OZ  positive  Strecken 
der  Coordinatenachsen  sind. 

Die  drei  Strecken  PF,  P'F,  P''F  bezeichnen 
wir  der  Reihe  nach  mit  x,  y,  z\  sie  sind  die  Coor- 
dinaten, specieller  die  rechtwinkeligen  oder 
orthogonalen  Coordinaten  des  Punktes  F, 

Alle  Punkte,  deren  Coordinate  x  einen  gegebenen 
Weith  a  hat,  liegen  auf  einer  Ebene,  die  zur  KZ- 
Ebene  parallel  ist  und  von  der  ^-Achse   eine  Strecke  OQ^  =^  a  abschneidet; 

13^ 


^f 


Äs 
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absolute  Werthe  haben,  in  jeder  der  acht  von  den  drei  Coordinatenebenen  ge- 
bildeten dreiseitigen  Ecken  ist  einer  enthalten;  sie  sind  die  Ecken  eines  recht- 
winkeligen Parallelepipeds,  dessen  Ebenen  parallel  den  Coordinatenebenen  sind, 
und  dessen  Kanten  von  den  Coordinatenebenen  normal  halbirt  werden. 

Alle  Punkte,  die  gleiches  x  und  y  haben,  haben  dieselbe  Horizontalprojection 
/*,  liegen  also  auf  einer  durch  die  Coordinaten  *  und  y  bestimmten  Parallelen 
lor  Z-Achse;  die  Punkte,  die  gleiches  x  und  z  haben,  haben  dieselbe  Vertical- 
projection  P"  und  liegen  auf  einer  Parallelen  zur  F-Achse;  und  die  Punkte,  die 
gidches  y  und  x  haben,  gehören  zu  derselben  seitlichen  Projection  P"'  und 
liegen  auf  einer  Parallelen  zur  ^-Achse. 

Die  Ebene  PPT"  (Fig.  432)  ist  parallel  zur  KZ-Ebene;  ihr  Schnitq>unkt  Q' 
mit  der  .Y-Achse  ist  daher  die  Normalprojection  des  Punktes  P  auf  die  A'-Achse 
und  die  Geraden  PQ'  und  P"Q'  sind  normal  zu  OX.    Ebenso  treffen  die  Ebenen 
PFP"  und  PP"P"  die 
Y-  und    die    ^Achse   in 
Punkten  Q"  und  Q"',  die 
die      Nonnalprojectionen 
des  Punktes  P  auf  diese 
Achsen  sind. 

2.  Die  Strecke  zwi- 
schen zwei  Punkten  /*, 
und  P^  ergiebt  sich  leicht 
aus  ihren  Coordinaten'. 
Für  die  Strecke  P^' P^' 
folgt  aus  den  Coordinaten 
dieser  Punkte  in  Bezug  j-, 
anf  das  ebene  Coordinaten- 
System  XOY: 

P.'P'i  =  (*,  -  x,y  -H  {y^  -y,y. 
Femer  ist  PiP^  =  P,'P'^  ■+■  (/*//*,  —  /','/',)*,  daher  ist 
1.  P,  P^   =   C:^,  -  x,y*  +  {y^  ~y,y  +  (z,  -  z^)*. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  Strecke  P^P^  mit  den  Achsen  OX, 
OY,  OZ  bildet,    der  Reihe   nach   mit  «p,  ^,  x,   und   sind   d',  Öi"-   Gi'".  t>ez. 
Qi-  Qi'i  Qt"  die  Projectionen  von  P^  und  Tj  auf  die  Achsen,  so  ist 
Öi'Öj'  =  P^P^cosf,         Qi'Qi"  =  PiP^casif,         Öi"'Ös"'  =  P^J'^cosi- 
Nun  ist  fUr  jeden  Punkt  P 

OQ'  =  X,      OQ"  =y,      OQ'"  =  z, 
also  ist  <3,'e»'  =  *»  -  ^, ,      <2,"Ga"  =  Ji  -yy .      Qx"Qi"  =  «,  -  ^1 . 
Daher  hat  man,  wenn  man  i^i-Pj  mit  ä  bezeichnet: 


eos<^  I 


cos^ 


_y»—y^ 


cesx  = 


.  mit  Rücksicht 


Quadrirt  mgn  diese  drei  Werthe  und  addirt,  so  erhält  j 
auf  1.  die  bemeikens werthe  Gleichung 
3.  cos^if  +  cos^\  ■+■  cas^x  =  ^■ 

3.   Theilt  ein  Punkt  P  die  Strecke  P^P^  im  Verhältnisse 
P^P:PP^  =  Xj:X,  , 
M  werden   die  Projectionen  P\P^,    P^'P^",   P^"'P^"    von  den  Projectionen 
P,  P",   P"  im  gleichen  Verhältnisse  getheilt;  die  Coordinaten  von  P  ergeben 
ach  daher  aus  den  Coordinaten  von  i^  und  P^  nach  den  Formeln 
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lius  vector  eines  Punktes  P  einschliessen,  so  ist 
y  =  rcosif ,      s  ^=  rcosf. 
Bestimmungsstücke  für  zwei  Punkte  P^,  P^  durch 
n,  so  hat  man  fUr  den  Cosinus  des  Winkels  der 

TOCl 

rj  +  'i-  J^J"! 
2  >•,/•, 
'f.      -•/  -«|-^^J+■^ 

^{r,-y,)' +  (',-'.)•; 

Pj  -  2«,»,  +V.J'i  +2«i«,  ■ 

pi .    y\  =  '"i  '■"J+i .    «1  =  »"i  "^"^Xi . 

P> .     S%  —  'i  '»»t>  .      «1  —  '•i  "'Ii . 


)  =  ■ 


n    ist    dem  Winkel    zweier    durch    einen  Punkt 

en  gleich;  mithin  giebt  die  Formel 

p,  +  cosif^  (os*(^  4-  coixx  ci>n% 

inkels  zweier  Geraden,  die  mit  den  Coor- 

,  Xp  bez.  <p„  4-,,  X,  bilden. 

normal,  wenn  ihre  Richtungswinkel  (d.  i.  ihre 

en)  der  Gleichung  genügen: 

echtwinkeliger  Coordinatensysteme. 

0' y,  O' Z'  eines  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
Achsen  OX,  OY,  OZ  eines  andern  Systems, 
Q"\  R',  R'\  R'"  der  Reihe  nach  die  Projec- 

lY.  OZ  und  des  Punktes  P  auf  OX,  O  Y,  OZ, 

man 

+  N'  Q'    =  OJSr    +0'R', 

+  N"Q"  =  ON"  -hO'R", 

4-  //"'Q'"  =  OJ\r"  +  O'R"' . 


q- 

0' 

rn 

''r^ 

0 

je-           f 

"  '-j 

'—--^ — — 

-^■^"'^ 

"^ 

— 

I 

■ 

.'orroationsformeln 
*  =  «*  +  «,      J'=-y  4- 
•  =  «*  +  f. 

3.  Transformation  aus  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysteme 
in  ein  anderes  mit  demselben  Nullpunkte,  aber  anders  gerichteten 
Achsen 


n  rechtwinkeliger  Coordinatensyitenie.  SOI 

der  dieselben  Achsenrichtungen,  noch  denselben 
so  kann  man  ein  HUlfssystem  ebschalten,  das 
mit  dem  urspninglichen  in  Bezug  auf  die  Achsenrichtungen  und  mit  dem  neuen 
in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  übereinstimmt. 

Sbd  X,  y,  X,  n^,  y,  z'  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  iro  ursprünglichen 
bei,  im  neuen  Systeme,  sind  ferner  a,  h,  c  die  Coordinaten  des  neuen  Nullpunkts 
in  Bezug  auf  das  alte  System,  und  werden  die  Cosinus  der  Winkel  der  Achsen 
des  neuen  Systems  mit  den  Achsen  des  alten  wie  in  No.  3  bezeichnet,  so  hat 
man  die  Transformationsfarm  ein 

4P  =  «J  +  «,*'  +  «,y  +  «j«', 
j.  =  *  +  p,*'   -H   pj/  +  ß,j', 

6-  Wenn  zwei  orthogonale  Coordinatensysteme  XYZ  und  X' V Z  einen 
gemeinsamen  Nullpunkt  haben,  so  kann  die  Ebene  XOY  in  die  neue  Lage 
X'OV  auf  folgende  Weise  Übergeführt  werden. 

Wir  bemer- 
ken zunächst, 
dass  in  alten 
Coordinatenebe- 
nen  der  positive 
Drehungssinn  für 
Winkel  so  ge- 
wählt sein  soll, 
dass  die  Winkel 
XOY,  XOZ. 
KOZ  rechte  Win- 
kel (und  nicht 
=270°)  sind.  Wir 
beachten  nun  die 
Schnittgerade 
der  Ebenen 
XOrxaiA.XOY 
ond  entscheiden 

über  ihren  positiven  Sinn;  OiE  sei  eine  positive  Strecke  dieser  Geraden.  Hierauf 
drehen  wir  das  Coordinatensystem  XYZ  um  die  Achse  OZ,  so  dass  die  Achse 
OX  den  Wmkel  XO^  beschreibt;  dabei  komme  ör  in  die  Lage  0%.  Nun  be- 
meike  man  die  Schnittlinie  der  Ebenen  X'OY  und  %0Z\  die  positive  Strecke 
09'  auf  dieser  Geraden  wähle  man  so,  dass  Sog'  ein  rechter  Winkel  (und 
nicht  =  270"^  ist,  und  drehe  das  Coordinatensystem  1i%Z  um  die  Achse  Oi  so, 
dass  0%  den  Winkel  %0%'  beschreibt;  hierdurch  komme  OZ  in  die  Lage  03. 

Schliesslich  drehe  man  das  Coordinatensystem  3E2)'3  um  die  Achse  0%  so, 
dass  Ol  den  Winkel  "S-OX  beschreibt;  dann  fällt  die  3E-Achse  mit  0X\  und, 
da  103)'  =  A^'^py  =  90°,  auch  die   K-Achse  mit  OV  zusammen. 

Hat  man  so  durch  drei  aufeinander  folgende  Drehungen  um  die  Achsen  OZ, 
Ot,  und  (53  die  A'K-Ebene  in  die  neue  Lage  X'O  Y  gebracht,  so  fällt  die  Achse 
OZ  entweder  mit  03  zusammen,  oder  bildet  mit  0%  einen  gestreckten  Winkel. 
Im  ersten  Falle  kann  man  das  Coordinatensystem  XYZ  durch  Drehung  in  die 
nene  Lage  X'YZ  bringen,  im  andern  Falle  nicht;  im  eisten  Falle  bezeichnet 
man  die  Coordinatensysteme  als  gleichsinnig,  im  andern  als  ungleichsinnig. 
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OA  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  und  sind  x^  y^  z  die  Coordinaten 
emes  Punktes  P  der  Ebene,  so  ist  die  Bedingung,  dass  die  Normalprojection 
von  F  auf  die  Gerade  ON  mit  dem  Punkte  A  zusammenfällt: 

cosa  •  X  -+-  cos^  -y  -h  cos'^ .  5  =  ^. 

Die  Coordinaten  jedes  Punktes  der  Ebene  genügen  dieser  Gleichung;  und 
umgekehrt,  alle  Punkte,  deren  Coordinaten  dieser  Gleichung  genügen,  liegen  auf 
der  Ebene;  die  Gleichung  ist  daher  die  Gleichung  der  Ebene  T. 

Eine  Ebene,  deren  Normale  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß,  7 
macht  und  die  vom  Anfangspunkte  um  die  Strecke  d  entfernt  ist,  hat  daher  die 
Gleichung 
1.  cosa  •  X  -t-  cos^  »y  -♦-  cos'f  -  z  —  ^/  «■  0. 

Diese  Gleichung  ist  linear  bezüglich  der  Coordinaten. 

Dividirt  man  sie  durch  d,  so  entsteht 

cosd  cos^  cosy 

Nun  ist,  wie  man  aus  der  Figur  sieht, 

OS^  =  d\cosa,       OS^  =  dicos^,       OS^  =  dicos-^. 
Wenn  man  die  Achsenabschnitte  OS^,  OS^,  OS^  der  Reihe  nach  mit  a,  ^,  c 
bezeichnet,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Form: 

%  --h=^-h-—  1=0. 

a        Q        c 

Umgekehrt    schliesst    man:     Jede    lineare   Gleichung    zwischen    den 
Coordinaten    eines   Punktes   ist   die    Gleichung   einer   eindeutig   be- 
stimmten Ebene.     Denn  dividirt  man  die  allgemeine  lineare  Gleichung 
3.  Ax  -{-  By  -Jt-  Cz  ^  D  =^  0 

durch  — Df  so  erhält  man 

^                   ^                   ^  .         ^ 

X  -{ 75 -.yH n-'-     1  =  0, 


und  erkennt  nun  durch  den  Vergleich  mit  2.,  dass  3.  die  Gleichung  einer  Ebene 
ist,  deren  Achsenabschnitte  betragen 

D         ^  D  D 

Durch  Multiplication  mit  einem  geeigneten  Faktor  r  kann  man  die  allgemeine 

lineare  Gleichung  3.  auch  auf  die  Normalform   1.  bringen,  und  dadurch  den 

Abstand   der  Ebene  3.  vom  Nullpunkte    und   die  Winkel    bestimmen,    die    die 

Normale  der  Ebene  mit  den  Achsen  bildet.     Aus  der  Identität 

rAx  -h  rBy  -»-  rCz  4-  rD  ^  cosa.  •  x  -f-  cos^  *y  -¥  cost  -  z  —  d 

folgen  die  Gleichungen 

rA  =  cosa,       rB  =  cos^  ^      rC  =  cos^ ,      rD  =  —  d, 

Quadrirt  man  die  ersten  drei,  addirt,  und  beachtet,  dass 

COS^OL  -H  cos^^  4-  cos^^  =  1, 
0  erhält  man 

r«  (A^  4-  -^»  -h  C»)  =  1,       also  r  =     ,  ^        ==; 

tnithin  hat  man 

yA^-^B^-hC^  YA^-hB^-^C^  YA^-hB^-^C^ 
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Zwei  Ebenen  sind  daher  normal  zu  einander,  wenn 
2.  AA^  4-  JBB^   -+-  CC^  =  0. 

Zwei  Ebenen  sind  parallel,  wenn  cosa  :  cos^  :  cos-^  =  cosa^  :  cos^i  :  cos^^, 
also  wenn 

5.   Ist  n  die  Normalprojection  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  die  durch  O 
gehende  Normale  der  Ebene 

T  ^  cos(L  •  X  -H  cos^  'y  4-  cos'i »  z  —  d  =  0, 
so  ist  OU  =  cosa  •  jc  -H  cos^  'y  -h  ^^^7  •  z. 

Der  Abstand  /  des  Punktes  P  von  der  Ebene  T  ist 
^  =  n^  =  OA  —  (911  =  ^  —  (r^^a  •.  :^c  -t-  r^jß  -y  -h  r^jy  .  ;p)  =  —  71 
Ist  also  T^  cosa  '  X  -+-  cos^  -y  H-  ^^57  '  z  —  </=  0  die  Gleichung  einer 
Ebene,  so  ist  der  Werth,  den  das  Polynom  T  für  die  Coordinaten 
irgend  eines  nicht  auf.  7*  =  0  gelegenen  Punktes  annimmt,  dem  Ab- 
stände des  Punktes  von  der  Ebene  entgegengesetzt  gleich;  dabei  wird 
der  Abstand  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  mit  dem  Nullpunkte  O 
auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegt  oder  nicht. 

Der  Abstand  eines  Punktes  P  von  der  Ebene  Ax  4-  By  -H  C«  -h  />  =  0  ist 

Ax  -^  By  ■+■  Cz  -k-  D 


6.  Sind  AC  und  BD  zwei  Strecken  einer  Ebene  T  und  normal  zur  Schnitt- 
Urne  mit  einer  andern  Ebene  7\,  sind  femer  Ä  und  B'  die  Normalprojectionen 
von  A  und  B  auf  T^,  so  ist 

A^  CDB^  =  \CD  .  (^'  C-h  B'D)  =  \CD  •  {A  Ccos  TT^  -h  BD  cos  TT{) 
=  \CD  ^{AC  -^  BD)coslT^, 

Daher  hat  man 


1.     ÄB'DC  =  AB DC  cosa. 

Projidrt  man  die  Ecken  eines 
auf  T  gelegenen  Polygons  auf  die 
Schnittlinie  von  T  und  2\,  so 
erscheint  die  Fläche  des  Polygons 
als  ein  Polynom  von  rechtwinkeligen 
Trapezen,  derart  wie  ABDQ  und 
die  Projection  des  Polygons  auf  die 
Ebene  7\  ist  das  gleichgebildete 
Polynom  aus  den  Projectionen  der 

Trapeze.  Wendet  man  auf  die  Projection  jedes  Trapezes  die  Formel  1.  an,  so 
gelangt  man  zu  dem  Satze:  Die  Fläche  der  Normalprojection  einer 
ebenen  Figur  ist  gleich  der  Fläche  der  projicirten  Figur  multiplicirt 
mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  der  projicirten  Figur  gegen 
die  Projectionsebene. 

Der  Neigungswinkel  einer  Ebene  gegen  eine  Coordinateneben^  ist  dem  Winkel 
gleich,  den  die  Normale  der  Ebene  mit  der  auf  der  Coordinatenebene  normalen 
Achse  einschliesst 

Sind  daher  /',  /",  /'"  die  Projectionen  einer  ebenen  Fläche  /  auf  die 
Coordinatenebenen  und  a,  ß,  7  die  Winkel  der  Normalen  zu  /  mit  den  Achseh, 
so  hat  man   /'  =/r^57,    /"  ^  f  cosa  ,    /'"  ^  f  cos^. 

Quadrirt  man  diese  drei  Werthe  und  addirt,  so  entsteht 
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hat  für  zwei  verschiedene  Lagen  11'  und  11"  des  variabeln  Punktes  F  im  All- 
gemeinen verschiedene  Werthe  A'  und  A";  sollen  diese  ungleiche  Vorzeichen 
haben,  so  muss  A  für  einen  Punkt  der  Strecke  O'!!"  verschwinden.  ELieraus 
folgt:  Die  Determinante  hat  für  alle  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
P^P^F^  dasselbe  Zeichen  und  wechselt  das  Zeichen,  wenn  F  von  einer  Seite 
von  P'^F^F^  auf  die  andere  übertritt.  Unter  denselben  Umständen  behält  oder 
wechselt  aber  auch  das  Tetraeder  FF^F^F^  das  Zeichen;  denn  das  Dreieck 
P^P^F^  erscheint  von  allen  Punkten  aus,  die  auf  derselben  Seite  von  F^F^F^ 
liegen,  in  derselben  Drehrichtung,  von  Punkten  auf  verschiedenen  Seiten  aus  in 
entgegengesetzten  Drehrichtungen.  Hieraus  folgt,  dass  für  alle  Lagen  der  Punkte 
P^P^P^F^  die  Determinante 

^i 

^] 

X 
X, 

dem  sechsfachen  Volumen  des  Tetraeders  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich  ist. 
Um  nun  zu  entscheiden,  welcher  von  beiden  Fällen  gilt,  genügt  es,  ein  Beispiel 
TO  untersuchen.  Wir  wählen  das  Tetraeder  OS^S^S^  (Fig.  440).  Die  Deter- 
minante A  wird  jetzt 


=  —  abc . 


Rechnet  man  ein  Dreieck  ABC  positiv,  wenn  die  Drehungsrichtung  von  A 
über  B  nach  C  linksum  erfolgt,  und  ist,  wie  in  unseren  Figuren,  der  positive  Sinn 
der  Coordinatenachsen  so  gewählt,  dass  vom  Anfangspunkt  aus  gesehen  ein 
Dreieck  ABC  positiv  erscheint,  dessen  Ecken  auf  den  Achsen  OX^  OY^  OZ 
liegen,  und  die  Endpunkte  der  positiven  Strecken  OA,  OB^  OC  sind,  so  ist  das 
Tetraeder  OS^S^S^  positiv.  Hieraus  folgt,  dass  auch  rücksichtlich  des  Vor- 
zeichens die  Gleichung  gilt 


0 

0 

0 

1 

a 

0 

0 

1 

0 

b 

0 

1 

0 

0 

c 

1 

6  •  -^0-^1 -^3-^3    =   — 


Xi 


X, 


yo 

'o 

1 

yi 

«1 

1 

yi 

«» 

1 

yi 

»s 

1 

8.    Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  drei  Ebenen 

T^  BEB  A^x-f-  B^y-^-  Ci5-hZ>i  =  0, 
T^  SB  A^x  -h  B^y  4-  Ca«  4-  Z>2  =  0, 
7-,  ^  A^x^B^y^C^z-^D^  =  0. 
sind  die  Werthe  von  x^  y,  z,  welche  den  drei  Gleichungen  T'j  =0,  T^=0,T^=0 
genügen,  also  die  Auflösungen  des  linearen  Systems 

A^x  -h  B^y  -f-  C^z  =s=  —  2?j , 
1.  A2X  4-  ^3^  4-  C^z  =  —  Z>2  , 


A^x-^  B^y-h  C^z  = 
Dieses  System  ergiebt 


2>, 


I  i    .1.  , 


'f  •!■ 


r^ 
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6. 


^8     C, 


s 


c^ 


^3    c. 


A     ^1 


2 


C,   =  0. 


so  folgt,  indem  man  3.,  4.,  5.  und  dann  3.,  4.,  6  zusammennimmt,   noch  das 
Verschwinden  der  beiden  übrigen  Determinanten: 

i^ABD)  =  0,       {ADC)  ==  0. 

In  diesem  Falle  sind  also  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  sämmtlich  un- 
bestimmt Da  {ACD)  =  0  und  {BCD)  =  0,  so  verschwindet  flir  alle  Werthe 
Ton  X  und  y  auch  die  Determinante 


Aa  X 

A^x 


C^     D. 


B^y. 

Multiplicirt  man  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  mit  z,  und  addirt  dann  die 
dritte  und  die  vierte  Reihe  zur  ersten,  so  entsteht  die  Identität 


A^x 


B^y  -+-  C^z  -h  A,      Cj,  Z>i 


C,,  D^ 


0. 


A^x  -h  B^  -f-  C^z  -4-  Z?2  , 
K^x  H-  B^y  -h  C3«  -f-  J93  , 

Entwickelt   man    nach  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  und  bezeichnet  die 
drei  Determinanten  aus  je  zwei  Colonnen  der  Elemente 


^1 


D^    D, 


2 


mit  M| ,  m^^  m^,  so  erhält  man 
7. 


Wj  2  1   -+-  fn^  ^j  ~l~  ^3  ^3  ^s  0  . 

Dieser  Identität  zufolge  wird  für  jeden  Punkt,  für  dessen  Coordinaten  die 
Polynome  T^  und  T^  verschwinden,  auch  das  Polynom  T^  gleich  Null,  folglich 
geht  die  Ebene  T^  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  T^  und  y^. 

Umgekehrt:     Wenn    drei  Ebenen    T^i  =  0,    ^2=0,    7*3=0    dieselbe 
Gerade  enthalten,   so  giebt  es  drei  Zahlen  m^, 
die  Identität  hergestellt  wird: 


m 


S' 


»I,,  durch  welche 


8» 


m^T^ 


^2  ^2  "•"  ^3  ^8    =    0  . 


Denn  sind  T^q,  T^^q  die  Werthe,  welche  die  Polynome  7\  und  T^  für  einen 
ausserhalb  der  Schnittlinie  T^  T^  auf  T^  gelegenen  Punkt  Fq  annehmen,  so  bilde 
man  die  Ebenengleichung. 


8. 


so 


^1    -    ^10-^2    =    0. 


Derselben  wird  von  jedem  Punkte  genügt,  für  welchen  T'j  =  y^  =  0,  d.  i. 
von  jedem  gemeinsamen  Punkte  der  Ebenen  T^  und  T^  ;  sowie  von  dem  Punkte 
P^,  Folglich  ist  die  Ebene  8.  identisch  mit  T^,  und  es  giebt  daher  eine  Zahl 
«1,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 

^1  ^8  *^  ^20  •  ^1  —  ^10  •  ^2  • 
Dies  ist  aber  die  behauptete  Identität,  wenn  man  nur  m^  und  m^  durch  — 
7*,^  und  7\o  ersetzt 

9.  Vier  Ebenen  7^0  =  0,  Ty^  =0,  72  =  0,  ^3  =0  gehen  durch  einen 
Punkt,  wenn  die  Determinante  des  Systems  der  vier  Gleichungen  verschwindet, 
also  wenn 


A,    B, 


«'0 


^0 


=  0. 


Unter  dieser  Bedingung  giebt  es  vier  Zahlen  Mq,  m^,  «ig,  «n,,  fllr  welche 

Saaxmmjat,  HfiirUf^h  der  M»th«nmik.    Bd.  II.  I^ 


E  Gerade  und  dei  Punkt. 


-c\cl)  L 


m,  =  —  {A^  A^  +  .ff,  ^o  +  ^^  Q). 

3i,  S,,  5o'  die  nonnal  zu  T^,  T^,  T^ 
en  Kanten  der  dreiseitigen  Ecke  T,  T^  T^ 

I  —  (io  7-0  =  0 , 

,-,.,r,  =0, 

windet  identisch;  also  haben  wii  den  Satz: 
:n  einer  dreiseitigen  Ecke  auf  die 
mal    projiciren,    gehen    durch    eine 


__ „    „  „__ _„  .  _■  die  Coordinaten  der  Punkte,  deren  Ab- 
stände von  zwei  Ebenen  ein  gegebenes  Verhältniss  m^  :  »ii  haben,  ergiebt  sich, 
wenn  7",  =  0  und  T^=Q  die  Nonnalgleichungen  der  Ebenen  sind,  aus 
P^:p^  =  m^-.m,,    p^=-T,,    p^  =  -T^,     zu 
7«,  r,  —  «»Tj^O. 

Dies   ist   die   Gleichung   einer   Ebene,    die  ^ 

durch  die  Kante  T^T^  geht    Aus  einem  Normal- 
schnitte  der  drei  Ebenen  ist  ersichtlich,  dass 

P\  '-Pi  =  ^"*  3"i  T:  sin  TTj , 
mitbin  theilt  die  Ebene  Tden  Flächenwinkel 
T^T^  im  SinusverhäUniss  Wj  :  m,  ,  d.  h.  so, 
dass  smT^T:sinTTi  =  m,  :m,,  und  zwar  geht 
T  im  Falle  eines  positiven  Verhältnisses, . 
«,  :m,  durch  den  Winkel,  in  welchem  der 
Nullpunkt  Hegt,  im  Falle  eines  negativen 
durch  die  beiden  Nebenwinkel, 

13.  Sind  7",  =0,  7*3  =0,  7*0=0  die  Normalgleichungen  der  Seiten  einer 
Ecke,  und  theilt  man  die  Winkel  T^  T^ ,  T^T^.  T^  T^  der  Ecke  der  Reihe  nach 
in  den  Sinus  Verhältnissen  ft,  :  [Xj  ,  [Hj  :  ft^ ,  ^^:  {x, ,  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
drd  Theilungsebenen: 


(u.  «i.) 


3o  • 

3,  '. 


1 


T,   — 


7*2  =  0, 


%■>  '^  —  Ta T",  =  0 . 

Hieraus  folgt  die  Identität  S,  -h  S,  -)-  So  =■  0;  mai 
1  leinen  Satz:     Die  Ebenen,  welche  die  Winkel  ei: 


hat  daher  den  allge- 

ler  Ecke  der  Reihe 

,  (tg  :  [i]  theilen,  gehen 


ich  in  den  Sinusverhältnissen  ^^'.^i, 
irch  eine  Gerade. 
Die  Sätze  10  und  11   sind  als  besondere  Fälle  dieses  Satzes  zu  betrachten. 

14' 


r' 
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d.  L  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Strecke  /*,  ^j  einsetzt.  Daher  hat 
man  den  Satz:  Der  Ort  der  Punkte,  die  von  zwei  gegebenen  Punkten 
Pi  und  i'j  gleiche  Abstände  haben,  ist  die  Ebene,  welche  die  Strecke 
^i/",  normal  halbirt. 

Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  y\/'j/j  normal  halbiren, 
haben  die  Gleichungen: 
3«"2(*.-*.)-*  +  20s-;',)-^  +  2(<,-.,)-2-W-^?+)'?-^.*+*?-'l)=0. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Identität  Sj,  -t-  3,,  +  2i,  =  0.  Dieselbe  lehrt 
den  Satz:  Die  drei  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  normal 
halbiren,  schneiden  sich  in  einer  Geraden. 

Die  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  unebenen  Vierecks  J'yP^I'^J'^  normal 
halbiren,  haben  die  Gleichungen 
I„-.2(*,-j:,).*+2i>,-^,)->  +  2C5,-*,).«-(*»-j:/+^?->.|+s>-.8j)=0, 

3„-2(:.,-^J.:r+2Cv,-^,)->  +  2(«,-*,)-.-Cx|--*^+^;-^/+s^-s^=0, 
34,-2(x,-*,).;r+2(>,-j',)-^-H2t«4-»,)-2-C*;-:v»+y;-^f+,/-z/)  =  0. 
Hieraus  folgt  die  Identität  S,,  +  Sjj  +  3,«  +  S^j  ^  0,  und  daher  der 
Satz:  Die  vier  Ebenen,  welche  die  Seiten  eines  unebenen  Vierecks 
normal  halbiren,  gehen  durch  einen  Funkt;  dieser  Funkt  ist  das 
Gentium  der  dem  Viereck  umgeschriebenen  Kugel.  Durch  den  Punkt 
geht  auch  die  Ebene  3is,  welche  die  Strecke  /'i/'g  normal  halbirt  (da  sie  mit 
I,,  und  3j,  durch  eine  Gerade  geht)  und  die  Ebene  Jj,,  die  die  Strecke  P^Pt 
nonnal  halbirt  (da  diese  mit  3jg  und  %^^  durch  eine  Gerade  geht).  Man  kann 
daher  den  obigen  Satz  auch  durch  den  folgenden  ersetzen:  Die  sechs  Ebenen, 
welche  die  Kanten  eines  Tetraeders  normal  halbiren,  treffen  sich  in 
einem  Punkte. 

16-   Die  Funkte,  deren  Coordinaten  den  Gleichungen  zweier  Ebenen 
1-  A^x  -t-  B^y  +  C,a^  4-  Z>,    =0, 

2.  A^x  +  B^y  +  Cj»  +  ZJj  =  0, 

geni^en,  liegen  auf  der  Geraden,  die  den  beiden  Ebenen  gemeinsam  ist;  eine 
gerade  Linie  im  Räume  wird  also  durch  den  Verein  zweier  linearen 
Gleichungen  dargestellt.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  1.  und  2. 
der  Reihe  nach  die  Coordinaten  »,  y,  x,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der 
Normalprojectionen  der  Geraden  auf  die  drei  Coordinatenebenen, 
nämlich 

3.  Horizontalprojection:  {AC)  x  ■+■  {BC)y  +  {DC)  =  0, 
*.  Verticalprojection:  {AB)  x  +  [cB)»  +  {DB)  =  0, 
5-  Seitliche  Projection:  {BA) y  +  \cÄ)  g  +  \dä)  =  0, 
wenn  man  mit  {MN)  die  Determinante  bezeichnet: 

Von  den  Coordinaten  der  Funkte  einer  Ebene  sind  zwei  willkürlich,  z.  B. 
X  und  y;  die  dritte  z  ist  von  ihnen  abhängig;  sie  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
-<«  +  Äji  +  C«  +  Z»  =  0  der  Ebene  zu 


le,  die  Gerade  uD<t  der  Punkt  115 

\-   By  +   Cs  +   B  =  0 
ieser  drei  Gleichungen.     Man  erhält 
_  —M(CJf  +  D)  +  Q(CN+A) 
■^  "  A  +  BM  +  CN 

?Q  +I>)  +-  Ji{BM-h  A) 
A  ■+■  BM  -\-  CN 

_ _._  ch  gross,  wenn  A  -+-  BM  +  CN  =  0;  diese 

;  des  Parallelisoius  einer  Geraden  und  einer  Ebene  ist  schon  in  voriger 
Nummer  gefunden  worden. 

Wenn  die  Bedingungen  A  ■+■  BM-¥  CN=  0  \xaA  BQ  +  CS  +  D  =  ^ 
erfüllt  sind,  so  ist  auch 

-Ji{BQ  +  CR-^rI>)  +  Q(,A-'rBM+CN)sm  —  M(fiJi-^D)-\-Q{CN-^Ä)  =  Q, 
-N{BQ+CJi  +  I>)-hQ(A+CM+CN)'m—N{B<2-\-I?)  +  Ji(BM+C)  =  0; 
die  CooTdinaten  des  Schnittpunktes  sind  also  unbestimmt;  folglich  ist  die  Ge- 
rade ganz  in  der  Ebene  enthalten. 

20.  Jede  Ebene,  die  normal  zu  der  Geraden  G  ist: 
jf  =  Mx  +  Q,      z  =  Nx  +  S, 
h«  eine  Gleichung  von  der  Form  (No.  i8) 

x  +  My  +  Ns-'tD  =  Q, 
m  welcher  D  willkürlich  ist.    Geht  die  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  /*,, 
»ist  x^   +  My^   +  Ns^   -t-  ZJ  =  0; 

durch  Subtraction  der  letzten  Gleichungen  wird  D  eliminirt;  man  erhält  so  die 
Gleichung  der  durch  ./*,  gehenden  Normalebene  zu  G 
T^  x  —  xi  -i-  M{y—y^)  +  N{s  —  z^)  =  0. 
Die  Normalprojection  11  des  Punktes  P^  auf  die  Gerade  G  ist  der  Schnitt 
der  Ebene  T  mit  der  Geraden  G,  also  ergeben  sich  die  Coordinaten  von  11  nach 
den  Formeln  der  vorigen  Nummer,  indem  man  in  denselben  A,  B,  C,  D  der 
Reihe  nach  durch  \,  M,  N,  —  {x^  +  My^  +  iVs,)  ersetzt: 

—  MQ  —  NR-^  x^  +  My^  +  Nz^ 
*  "^  \   +  M^  +  N^ 

_  —  MNR  +  g  +  gm  +  M{x^  +  My-,  +  Nt^) 

^  \    ->r    M^    ->r    N^ 

—  MNQ  +  J  +  RM^  +  N(x^  +  My^  +  Nt^) 
^^  1  +  j/a  +  ^s 

Der  Abstand  des  Punktes  /",  von  der  Geraden  G  kann  aus  den  Coordinaten 
*on  P^  und  11  berechnet  werden. 

31.  Zwei  Gerade  haben  einen  gemeinsamen  Punkt,  wenn  der  Verein  der 
Gleichungen  der  Geraden 

y  =  Mx    +  Q,       z  =  Nx   -\-  R, 
y  =  M^x  +  öl.      2  =  -^1*  +  ^1 
durch  ein  System  von  Werthen  x,  y,  z  erfiillbar  ist     Durch  Subtraction  ergeben 
i  h  die  beiden  Gleichungen 

0  =  {M—M^x  +  (Ö  — C),      0  =  {N  —  N;)x  +  (Ä  — Ä,); 
li  raus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwei  Gerade  schneiden 

\n—n^,     r  —  r^  I  ~  "■ 

SS.  Durch  zwei  Gerade,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  lassen  sich 
t  äza  einander  parallele  Ebenen  legen.  Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden 
t    und  (7,  seien 
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derWerthe  «,,  «,,...,  sowie  fiir  jedes  u  die  Differenz  der  Werthe  v',  v",  v'"  .  . 
verschwindend  klein  werden,  so  erhält  das  Polyeder  unendlich  kleine  Flächen 
und  die  Winkel  zweier  benachbarter  Polyederflächen  werden  verschwindend  klein 
(oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  unendlich  wenig  von  einem  gestreckten 
Winkel  verschieden);  das  Polyeder  geht  daher  in  eine  knimme  Oberfläche  tiber, 
welche  von  den  Ebenen  T  berührt  (umhüllt)  wird. 
,  34.    Alle  Ebenen,   die  dasselbe  »   und  v  haben,    haben  dieselbe  Horizontal- 

spur; alle  Ebenen,  die  zu  demselben  u  und  w  gehören,  haben  dieselbe  Vertical- 
spur;  alle  Ebenen,  die  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  v  und  w  übereinstimmen, 
haben  dieselbe  seitliche  Spur.  Die  Ebenen,  die  dieselbe  Coordinate  u  haben, 
gehen  durch  denselben  Punkt  der  .Y-Achse;  die  Ebenen,  die  dieselbe  Coordinate 
D  haben,  gehen  durch  denselben  Punkt  der  K-Achse;  und  die  Ebenen,  die  die- 
selbe Coordinate  w  haben,  gehen  durch  denselben  Punkt  der  Z-Achse.  Ins- 
besondere treffen  die  Ebenen,  für  welche  m  ^  0,  bez.  v  =  Q,  oder  ic  =  0  ist, 
die  Achse  OX,  bez.  OY  oder  OZ,  in  einem  unendlich  fernen  Punkte. 

Für  die  Ebenen,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen,  ist  a  =  00,  »  ^  =«, 
r  =  00;  doch  hat  man  diesen  unendlich  grossen  Werthen  filr  jede  durch  O 
gehende  Ebene  bestimmte  Verhältnisse  beizulegen,  nämlich  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  einer  Farallelebene. 

25.   Ersetzt  man  in  der  Gleichung  der  Ebene 

-  +  7  +  '  -  1  = « 

a        b        c 
die  reciproken  Achsenabschnitte  I  :  a,  l:b,  \  :c  der  Reihe  nach  durch  u,  v,  w, 
so  erhält  man 

ux  +  vy  -\-  WZ  —  1  ^=  0. 

Sieht  man  in  dieser  Gleichung  alle  sechs  Coordinaten  als  veränderlich  an. 

Ml  erscheint  sie  als   die  Bedingung,   welche   die  Coordinaten  eines  Punktes  und 

einer  Ebene  erfüllen,  wenn  der  Punkt  und  die  Ebene  vereint  liegen  (d.  i.  wenn 

der  Punkt  auf  der  Ebene  liegt.     Giebt  man  u,  v,  w  bestimmte  Werthe,  so  ist 

ux  -^vy  '\-  wt  —  1 
die  Bedingungsgleichung  für  die  Coordinaten  der  Punkte,  die  auf  der  Ebene 
liegen,  die  die  gegebenen  Werthe  u,  v,  w  zu  Coordinaten  hat,  ist  also  die 
Gleichung  dieser  Ebene.  Ertheilt  man  hingegen  den  Coordinaten  x,  y,  z 
gegebene  Werthe,  so  ist  ux  +  vy  -i-  wz  —  \  ^=  Q  die  Bedingungsgleichung 
für  die  Coordinaten  aller  Ebenen,  die  durch  den  Punkt  P  gehen,  der  die  ge- 
gebenen Coordinaten  x,  y,  x  hat;  wir  nennen  sie  daher  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  dieses  Punktes  P. 

Jede  lineare  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  einer  Ebene 
ist  die  Gleichung  eines  eindeutig  bestimmten  Punktes.    Vergleicht  man 
die  allgemeine  lineare  Gleichung  in  Ebenencoordinaten 
1.  Au  -h  ßv  -^  Cw  -{-  D  =  0 . 

mit  XU -i- yv  +  3w  ~  l    =  0, 

so  sieht  man,  dass  1.  die  Gleichung  des  Punktes  ist,  der  die  Coordinaten  hat 
X  =  —  A-.B.      y  =  —  £:D,      z  =  ~  C:I>. 
Die  Gleichungen 

Au  +  Bv  +  X>  =  0,       Au  +  Cw  +  B  =  0,       Bv  +  Cai  +  D  =  0 
sind  die  Gleichungen  von  Punkten,  deren  Coordinaten  der  Reihe  nach  sind 
X  =  —  A:I?,      y  =  —  B-.D,       «  =  0; 
X  =  ~  A\D,      ^  =  0,  z  =  —  C:D; 

*  =  0,  y  =  —  B;D,      s  =  —C\D\ 
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X  = 


(h  -h  X*)  £/  -f-  XiXi 


y  = 


(X,-  -♦-  x*)yj/  -h  hyj 


z  = 


(X/H-X;i)C/-hX/2f/ 


X.  -+-  X*  -4-  X/      '      -^  ~       X/  -♦-  X*  -+-  X/      '  X,-  H-  X*  H-  X/ 

so  folgt,  dass  der  Punkt  -P  die  Strecke  FiWi  in  dem  Verhältnisse  (X,  H-  X*)  :  X/  theilt 
Daher  hat  man   FiWi :  /TI/  =  (P/-P-+-  -Pü/) :  PWi  =  (X,  +  X*  -h  X/)  :  X/. 
Nun  ist  aber    PrPkPi  :  PiPkP  =  ^/ü/ :  i^Il/,     also  folgt 

-P/i'^-P :  PiPkPi  =  X/  :  (X,-  -^  X*  -+-  X/). 

Hieraus  ergeben  sich  die  drei  Formeln: 

P^P^F\  P.P^P^  =  X,  :  (X,  H-  X,  -h  X3) , 

P^P^Pi  P^P^P^  =  Xj  :  (Xi  4-  X3  4-  Xs), 

*\P%P'  P\P^P^  ^^^  X3  r  (Xj  -H  Xj  -h  Xj) , 

also  ist  wie  behauptet  worden  war 
P^^P  \  P^P-^P  :  P^P^P  =  X|  :  X^  I  X3 . 
29.     Aus     den     Coordinaten     dieses 
Punktes  P   ergiebt   sich    seine  Gleichung 
sofort  ru  P^  X^P^  -4-  X^P^  4-  X^P^  =  0, 


^3=0 


die 


wobei  P^  =0,  -P»  =  0, 
Nonnalgieichungen  der  Punkte  P^P^P^ 
sind.  Umgekehrt:  Bildet  man  aus  drei 
linearen  Functionen  der  Ebenen- 
coordinaten 

^1  - 


(M.448.) 


^2^ 


C^w 


-h  B.v  -h  CoW  -^  I> 


3 


3 » 
3  ' 


P-a  A  -+-  P-a  ^3 » 


eine  neue  lineare  Function 

so  ist  P  =  0  die  Gleichung  des  Punktes,  der  das  Dreieck  P^P^P^  der 
Punkte  /\  =0,  7*2  =  0»  -P3  =  0  in  dem  Verhältnisse  yt-iJ^i  :  v-^^^  •  P-s-^s  theilt. 
Hieraus  schliesst  man  weiter:  Wenn  man  zu  vier  linearen  Functionen 
der  Ebenencoordinaten  P^^  P^,  P^,  P^  vier  Zahlen /««. /«^.  »«o. /«*  finden 
kann,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 


0»  ^1»  ^2'  ^3 


^qPq 


m,P, 


W3-P2  -♦-  ^a-Ps  ^  0, 


so  liegen  die  vier  Punkte  Pq  =  0,  /^^  =  0,  P^  =  0,  P^  ^=^  0  auf  einer 
Ebene. 


Denn  aus  dieser  Identität  folgt 

m 


Fo^- 


m 


2 


m, 


P    '111.  p 


Mi 


2 


3  ' 


also  liegt  Pq  auf  der  Ebene  P^P^P^. 

30.   Die  Ebenen,  deren  Coordinaten  dem  Vereine  zweier  linearen  Gleichungen 
genügen 


Pi^ A^u  -h  B^v  -}-  C^w  -^  D^  =0,     P 


2 


A^u 


4-  B>iV  4-  C^tü  4-  /?o  =  0, 


2 


gehen  durch  die  beiden  Punkte  P^  und  P^,  umhüllen  daher  die  Gerade  PiP^- 
Eine  Gerade  wird  also  durch  zwei  lineare  Gleichungen  in  Ebenen- 

<    ordinaten  dargestellt.     Bildet  man  die  Identitäten 

5i  »  C,  .  -Pj  —  Cj  .  /'a  ^  (AC)u-h  (BC)  v  4-  {DC) , 
5,  =  ^2  .  -Pi  —  ^1  .  /*,  ™  \aB)  u  4-  (C^)  w  4-  {DB), 

5,  SB  >^2  •  A  —  -^1  •  -^2  ~  l^^  ^  -»-  (^^)  «'  -+-  {DA), 
!    erkennt  man,  dass  S^  =0,    ^2=0»    6^3  =  0  die  Gleichungen  von  Punkten 
!    d,  die  auf  der  Geraden  PiP^  liegen;  da  femer  in  jeder  der  Functionen  S 
r  zwei  Coordinaten  vorkommen,  so  folgt,   dass  5^  =»  0,    *S2  =  0,    «Sj  =  Q 


>ie  Kugel.  921 

die  Kugelgletchung   dadurch,   dass   die 

nten  haben,  und  dass  keine  Glieder  vor- 

Coordinaten  enthalten.     Umgekehrt  sieht 

a  Grades  in  Funktcoordinaten,  in  welcher 

A  =  D  ^  F,  und B  =  C^  E^O  ist,  die  Gleichung  einer  eindeutig  bestimmten 

Kogel  ist    Denn  nach  Division  durch  A  erhält  die  Gleichung  die  Form: 

3.  **  +  ^»  +  I»  -t-  -iLx  +  ^My  +  'iNs  -\-  Q  =  Q. 

Durch  Vergleich  mit   1.  sieht   man,  dass  3.  die  Gleichung  einer  Kugel  ist 
n>h  den  Centrumscoordinaten  und  dem  Radius. 

«  =  —  Z,       6  =  —  M.      c  =  —  JV.      p  =  yz»  +  M>  -i-  Jf>  —  Q. 
Ist  Z*  +  Jtf'  -+-  JV*  —  Q  <Z0,  so  schreibe  man  die  Gleichung  3. 
(x  +■  Zy  +  (y -t-  Jlf)'  +  (s  +  N)»  +  (Q-,Z»  ~M^  —  J^")  =  0. 
Unter  der  Voraussetzung  Z*  +  M'  ■+-  J\^  —  Q  <.  0  sind  alle  vier  Glieder 
{fieses  Polynoms  bei  realen  Werthen  von  x,  y,  z  positiv;  also  wird  die  Gleichung 
daich  reale  Werthe  der  Coordinaten  nicht  befriedigt    Man  kann  in  diesem  Falle 
£e  Gleichung    als  die    einer  Kugel   mit    realem  Centrum  und  mit  imaginärem 
Radius  

p  =  ;  yö  —  -i"  —  ^'  -  -^' 


3.  Legt  man  durch  einen  Punkt  11  eine  Gerade,  die  mit  den  Achsen  die 
Wnkel  «,  p,  TT  bildet,  und  ist  P  ein  Punkt  dieser  Geraden,  so  hat  man  für  die 
Coordinaten  von  P  (nach  No.  17)  die  Formeln 

X  ^    \  +  rcosa.,      _y  =  15  +  rcos^,       a  =  t  +  rc(>s-(. 

Uegt  der  Punkt  P  auf  der  Kugel 

jr=  jc"  +_y»  +B»  —  2ax  —  Uy  —  2cz  +  a»  -f- P  +  <:»  —  p»  =0, 
so  hat  man: 

(i  +  rfw«)»  +  (^  +  rcos^y  +  (;  +  rcosi)^  -  2fl(;  +  r costt)  —  2^(15  +  rcos^) 
—  2f  (!  +  rcosi)  +  «»  +  ^a  +  ^j  _  p*  =  0. 

Ordnet  man  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  r,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Formel  cos^a.  ■+■  cos*^  +  cos^-^  =^  l  die  Gleichung: 

*■»  +  2[(E  — a)wa  4-  (ifj  — Ä)cwp  +  (:  —  ■-} ff J7)j-/-  +  E>  +  ij»  +  C» 
—  2aS  —  23j)  —  2.:!;  +  a"  +  -*»  -t-  c»  —  p»  =  0. 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werthe  r'  und  r"  flir  r;  das  Produkt  der- 
selben ist 

l.  r-r"  =  e*  +  Tj»  +  :»  _  -iak  —  2^i)  —  2^;  +  a»  +  *»  +  f»  —  p»  ; 
dasselbe  ist  unabhängig  von  der  Riclitung  der  durch  11  gezogenen  Geraden  und 
hingt  nur  von  den  Constanten  der  Kugelgleichung  und  den  Coordinaten  von  II 
ab.  Wir  haben  daher  den  Satt:  Wird  ein  StrahlenbUndel  (d.  i.  die  Gesammt- 
beitaller  durch  «nen  Punkt  gehenden  Geraden)  von  einerKugel  geschnitten, 
Bo  sind  die  Produkte  der  Strecken,  die  auf  jedem  Strahle  vom  Träger 
des  Bündels  ([■)  bis  an  die  Kugel  reichen,  einander  gleich. 

Dieses  constante  Produkt  heisst  die  Potenz  des  Punktes  11  in  Bezug 
auf  die  Kugel.  Wie  man  aus  1.  sieht,  ist  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  «ne  Kugel  dem  Werthe  gleich,  den  die  Gleichung  der  Kugel  (in  der  Form 
No.  1,  ])  ftlr  die  Coordinaten  des  Punktes  annimmt.  Die  Potenz  des  Punktes 
n  in  Bezug  auf  die  Kugel  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  11  von  der  Kugel 
ausgeschlossen  wird,  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  ist  die  Potenz  gleich  dem 
Quadrate  der  von  II  an  die  Kugel  gelegten  Tangenten,  im  zweiten  gleich  dem 
Quadrate  des  Halbmessers  des  auf  der  Kugel  gelegenen  Kreises,  dessen  Centrum  11  ist. 
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Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  normal  schneiden,  ist  die 
Chordalachse  der  drei  Kugeln;  es  giebt  eine  Kugel,  die  vier  gegebene 
Kugeln  normal  schneidet,  ihr  Centrum  ist  der  Chordalpunkt  der  vier 
Kugeln. 

5.  Ist         K^  ^  x^  -hy^  -^z^  -'2a^x  —  2lf^y  —  2ci2;  -k-  ä^      und 

JTg  s!  jc*  4-^3  -h  jar^  —  ^a^x  -—  2b^y  — •  "^.c^z  H-  ^2  ,    so  ist 
K  =  \^K^  -h  X^^j  =  0 
die  Gleichung  einer  Kugel;  das  Centrum  hat  die  Coordinaten 

X|  "4-  Xj  ^1  "^  ^2  ^1  "^    2 

dasselbe  liegt  daher  auf  der  Qeraden  der  Centren  C^  und  Cg  der  Kugeln  AT^  =  0 
und  JTj  =0  und  theilt  die  Strecke  K^K^  im  Verhältniss  X^  :  Xj. 

Durchläuft  das  Verhältniss  Xj  :  Xj  alle  Werthe,  so  erhält  man  eine  unend- 
liche Folge  von  (realen  und  imaginären)  Kugeln ;  die  Gesammtheit  dieser  Kugeln 
heisst  ein  Kugelbüschel. 

Durch  jeden  Punkt  F^  des  Raumes  geht  eine  Kugel  eines  Kugel- 
büschels. Denn  bezeichnet  man  mit  K^^,  K^q  die  Werthe,  welche  die  Poly- 
nome ^1  und  K^  annehmen,  wenn  man  in  ihnen  x,  y,  z  durch  die  Coordinaten 
*o»  .Xo»  *o  ersetzt,  so  geht  K  durch  /q,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist 

Man  kann  daher  X,  =  AT^^j,  Xj  =  —  K^^  wählen  und  hat  somit  als 
Gleichung  der  gesuchten  Kugel 

Diese  Gleichung  wird  nur  dann  unbestimmt,  wenn  ä'jq  =  ^"30  =  0,  d.  i. 
wenn  F^  auf  den  Kugeln  K^  und  K^  zugleich  liegt.  Punkte,  die  K^  undiTj 
gemeinsam  sind,  gehören  allen  Kugeln  des  Büschels  an. 

Da  es  in  der  Gleichung  einer  Büschelkugel  K  ^  ^1  ^1  "+"  ^2-^2  =  ^  '^^ 
auf  das  Verhältniss  der  Zahlen  Xj  :  X^  ankommt,  so  kann  vorausgesetzt  werden, 
dass  Xj  -^  Xj  =  1  sei,  so  dass  dann  AT  =^  0  in  der  Normal  form  erscheint  (d.  i. 
so,  dass  jp*,  y^  und  «^  den  Coefficienten  1  haben). 

6.  Die  Chordalebene  zweier  Kugeln  AT,  K'  der  Büschels  ATj,  K^ 

Ar=  XjATi  -f-  XgATa  =  0,       K'  ^  il^K^  4-  fiaATj  =  0 
bat  die  Gleichung 

Z  s  K^K'  =  (Xi— iiJATi   H-  (Xg  — ,1.2)^:8  =  0. 
Da  vorausgesetzt   wird,    dass    X,  -hX^  =  1,     [Xj  -i- fij  ==  1 ,    so  folgt,    dass 
Xj  —  jtj  =  —  (Xg  —  ftj),  also  ergiebt  sich 

Mithin  ist  Z  mit  der  Chordalebene  der  Kugeln  JC^  und  ÜC^  identisch.  Die 
Kugeln  eines  Büschels  haben  also  eine  gemeinsame  Chordalebene. 
Aus  jedem  Punkte  der  Chordalebene  eines  Kugelbüschels  als  Centrum 
lässt  sich  daher  eine  Kugel  construiren,  die  alle  Kugeln  des  Büschels 
I  )rmal  schneidet. 

Sind  8^,  83,  83,  84  .  .  .  die  Chordalebenen,  welche  eine  nicht  zum  Büschel 
g  shörige  Kugel  Ä  =  0  mit  den  einzelnen  Kugeln  des  Büschels  K^,  K^^  K^,  K^  ,  ,  , 
\  ^mmt,  und  ist 

K^    ^   ^18-^1    "*"    ^2  3-'*-2    ==^Ö»  ^13."*"    ^2  8^^^' 

K^    ^   ^\A^\    "+■    ^24-^2    ^^    ^»  ^14    "^    ^24    ^^    ^' 

8 )  haben  83  und  84  die  Gleichungen 

?j  ^  X^3Ä'j   +  X^^K^  —  Ä  =  0,       84  ^  X-^^K-^  -4-  X^^JC^  —  Ä  =  0. 


■  ixiA",  ■+■  XjA",  -t-  [AjA'j  =  0 

^1  =  1.     [^1  -t-  H-»  +  l*s  =  1. 
I.    Hiemach  erhält  man 

^,  K^  und  Kj,  K^  mit  ?,j  und 
C|j,  so.  nac  man    c,,  ^a,  —  Aj  =  u,      Ejj  ^  K^  —  Ä'j  =  0,  und  daher 

Hieraus  folgt:  Die  Chordalebenen  je  zweier  Kugeln  eines  Kugel- 
bUndels  gehen  durch  eine  Gerade;  oder:  Die  Kugeln  eines  Bündels 
haben  eine  gemeinsame  Chordalachse. 

11.  Soll  die  Kugel  Ä'  durch  einen  gegebenen  Punkt  /"„  gehen,  der  nicht 
mic  den  beiden  Trägem  des  Bündels  zusammenfällt,  so  hat  man  die  Coordinaten 
*».  >o>  *o  «Ifis  Punktes  P^  in  das  Polynom  X^^Är,  +  \^K^  +  XjXj  einzusetzen 
und  Xj,  Xj,  Xj  so  zu  bestimmen,  dass  das  Substitutionsresultat  verschwindet 
Bezeichnet  man  mit  A'ifl,  Ä'jn,  Ä"jo  die  Werthe,  welche  die  Functionen  .ÄTi ,  K^,K^ 
für  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  annehmen,  so  sind  die  X  daher  der  Gleichung 
tmtciworfen     X,.ff,o  +  XjÄ'jo  +  Xj/Tjo  =  0. 

Man  erhält  hieraus 

A»     ^     ^1  f  ^^     "i     £^         I 

Am  A,o 

and  nachdem  man  dies  in  JC  eingesetzt  hat 

Äjo-Ä"-»  X,  (ÄTjo-Ä",  — ^,o-Ära)  +  Xj,(Är3(,-.ff,  — ^lo-Ä",). 

In  dieser  Gleichung  ist  noch  das  Verhältniss  \^ :  Xj  willkürlich.  Nun  sind 
■^io--Ä^i  — ■*'iD-^»  =  0  und  Ä-jo-Ä",  — -«"jo-.^,  =  0 
die  Gleichungen  zweier  bestimmter  Kugeln  des  Bündels,  nämlich  die  Gleichungen 
der  durch  P^  gehenden  Kugeln  der  beiden  Büschel  ^f,,  Ä",  und  Ä'j,  K^;  daher 
ftil|t:  Durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  einfach  unendlich  viele 
Kugeln  eines  Bündels;  diese  Kugeln  bilden  ein  Kugelbüschel,  ihre 
Chordalebene  ist  die  durch  diesen  Punkt  und  die  Chordalachse  des 
Bändels  bestimmte  Ebene. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  eine  Kugel  eines  Kugelbüschels;  wir 
schliessen  daher:  Durch  zwei  Punkte  des  Raumes  ist  eine  Kugel  eines 
Kugelbändels  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt. 

Nur  dann,  wenn  das  Bündel  zwei  reale  Träger  hat,  und  wenn  dieselben  mit 
den  beiden  gegebenen  Punkten  auf  einem  Kreise  liegen,  gehen  durch  die  beiden 
Punkte  unzählig  viele  Kugeln  des  Bündels,  nämlich  alle  Kugeln,  die  diesen  Kreis 
gemein  haben,  also  alle  Kugeln  eines  Büschels. 

12.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  JC  ■=  X,.ff,  +  XjÄ",  +  XjÄ",  =  0  hat  die 
Oonlmaten 

«  =  Xj«,  -t-  Xjdj  +  X,a,,  i  =  X,Ä,  +  X,^g  -t-  Xjij,  c  ^  X,irj  +  Xjfj  +  Xj^,; 
»irschliessen  daher(§3,28):  Die  Mittelpunkte  derKugeln  einesBündels 
li:gen  auf  einer  Ebene;  der  Mittelpunkt  von  K  theilt  das  Dreieck 
dir  Centren  der  Kugeln  Ä",,  X^,  K^  im  Verhältnisse  X^ :  Xj  :  Xj. 

Ferner  folgt  hieraus:    Jeder  Punkt  der  Centralebene  eines  Bündels 
(d  i.  der  Ebene,  welche  die  Centren  der  Kugeln  des  Bündels  enthält)  ist  der 
Mittelpunkt  einer  (realen  oder  imaginären)  Kugel  des  Bündels. 
,  Bd  n.  ij 
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'  +  (1,"  =  1,  SO  kann  jedes  Werth- 
;eeignete  Wahl  von  fn'  und  p."  in 


j" ,      f  =  p,'c'  +  (ji"c" ; 
4.  und  5.  und  enthalten  eine  un- 
LUS   1. 

2c'  t,  —  rfi , 
2c'V,  —  rf, , 
'b"  =  2  (fi:'a'  +  iJi"o") «,  V  2  ([i'b'  +  ix"6")  Ä,  +  2  ([jl'c'  +  yf'c")  c^~d,. 
hat  man  nach  den  Formeln  6. 

fi"b"  =  2a«,  +  2b*,  +  acfi  —  rf, ,   d.i.   fi'b' +  (i"b"  =  b. 
eichung  der  Kugel  Ä  ergiebt  sich  daher  zu 

J-»  +  «>  —  2  (n'a'  +  |ji"a")  a:  —  2  {fxV  +  ii."b")  >  —  2  ((iV  +  h."c")» 
"b"  =  0. 
an  zu  den  drei  ersten  Gliedern  den  Faktor  fn'  +  )x"  ^  1,  so  eriiält  man 

Ä  ■=  (i'Ä'  -1-  p."jt"  =  0, 
St'  —  *»  +y  +  »»  —  2a'j:  —  2b'^  —  2c'»  +  b'  =0 
Si"  ,m  X»  ^  y»  -^  z»  —  Za-'x  —  2b'>  —  2c"«  +  b"  =  0 
ingen   zweier  Orthogonalkugeln   des  Bündels   sind;    also   bilden  alle 
(ugeln  des  Bündels  ein  Büschel. 

.ehrt  weist  man  leicht  nach;  Alle  Orthogonalkugeln  der  Kugeln 
ichels  bilden  ein  Kugelbündel,  dessen  Kugeln  durch  die 
illpunkte  des  Büschels,  d.  i.  durch  die  Punkte  hindurchgehen, 
Tscbwindend  kleine  Kugeln  anzusehen  sind, 
m  über  die  Kugeln  eines  Bündels  urtheilen  zu  können,  die  eine  ge- 
ene  £  berühren,  wählen  wir  ein  Coordinatensystem,  dessen  A'K-Ebene 
l«ne  fällt.  Die  Gleichungen  des  Schnittkreises  i  der  Ebene  £  mit 
l  Kaa  i.^X^  +  XjÄ',  +  X,^j  =  0  des  Bündels  erhalten  wir,  indem 
Function  K  die  Coordinate  z  durch  Null  ersetzen.    Hierdurch  entsteht 

i  B  X,i,  +  Xj^s  +  Xjij  =  0, 
=  0,    -ij  =*  0,    ij  =  0  die  Gleichungen  der  Kreise  sind,  in  denen 
£  von  den  Kugeln  Ä",,  K^,  K^  geschnitten  wird, 
lesammtheit   aller  Kreise  k,   deren  Gleichung   aus   den  Gleichungen 
ebener  Kreise  £,,  k^,  k^  linear  nach  der  Formel  1.  abgeleitet  werden, 
I  ein  KreisbUndel. 

iCugel,  deren  Centrum  auf  der  X  K-Ebene  liegt,  hat  die  Gleichung 
K  ^  X*  -^y*  +  «'  —  ^nx  —  2p^  +  a>  +  p»  —  p»  =  0, 
ß  die  Coordinaten   des  Centrums   und   p   der  Kugebadius   sind;   der 
s  dieser  Kugel  mit  der  ^K-£bene  hat  die  Gleichung 

k  WM  X*  +y*  ~iax  —  2p^  +  <x»  +  ?»  —  p»  =  0, 
Iso  die  Beziehung    K  =  ift  +  z*  ■ 

ngeln  Ä,,  fij,  Ä,,  Ä,  welche  i,,  A,,  *j,  k  zu  grössten  Kreisen  haben, 
1  die  Gleichungen 

i,  +  »» ,      Äj  =  A,  +  «» ,      Ä,  =  ij  -t-  »»  ,      Ä  ™  i  +  «»  , 
1  man  für  k  den  Werth  aus  1.  setzt  und  an  z^  den  Faktor  X,  +  X,  -{-  X, 
ingt 

Ä  =■  X,i,  +  X,i,  -h  XjA,  —  (Xt  +  X,  +  X,) « . 
US  folgt 

Ä  »  XiÄ,  +X,Äj  +  X,Ä,. 
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leidende  Ebenen  E  und  F  berühren, 
welche  die  vier  von  E  und  F  einge- 
Mittelpunkte  der  Kugeln  eines 
und  F  berühren,  liegen  also  auf 
alebene  des  Bündels  von  den  beiden 
Instruction  der  Centren  der  gesuchten 
I  wenn  man  a  der  Reihe  nach  durch 
kugeln  eines  Bündels,   die  zwei 

Kugeln  eines  Bündels  Auskunft  zu 
ren,  wählen  wir  die  Centralebene  zur 

den  Anfangspunkt  in  die  Spur  der 
ion  von  G  auf  die  X  K-Ebene. 
;ntrum  einer  die  Gerade  G  berühren- 
d  des  Punktes  P  von  der  Geraden  G 
e  P  zum  Centrum  hat,  das  ist  also 

gelegten  Tangente;   also  wenn  das 
z  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine 

I 

2fl>  —  2t>  +  8  =  0, 
:n  Ä  annimmt,  wenn  man  die  Coor- 
leich 

ä^  -H  «  =  0 . 

sei  Q.  Der  Abstand  d  ist  die  Hypo- 
lem  die  eine  Kathete  PQ,  die  andere 
n  G  ist.  Ist  nun  ip  der  Winkel,  den 
;mung  des  Punktes  Q  von  G  gleich 


hogonalkugel  gleich  s 


ite  aller  Kugeln  eines  Bündels, 
st  eine  Parabel;  die  Achse  der- 
die  Coordinaten   des  Scheitels 


cos*  f 
s  Bündels,    die  zwei  gegebene 
G  rade   berühren;    ihre    Centra    erhält    man    als    die    Schnittpunkte 
!   iier  Parabeln. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Centra  aller  Kugeln  eines  Bündels, 
d    eine  gegebene  Ebene  E  berühren,  auf  einer  Ellipse  liegen,  nämlich  auf  der 


etn, 
inittx 
ijecl 

Veiticalprojection  und  der  seitlichen  Projection  der  Schnitt 
ebenfaUs  vom  zweiten  Grade. 

Um  nun  über  die  Natur  der  Schnittcurve  selbst  urtheilen  : 
wir  auf  der  Horizontalspur  der  Ebene  T  einen  Punkt  O'  %\ 
dnes  auf  T  liegenden  ebenen  Coordinatensystems;  die  Abscissi 
«ii  auf  die  Horizontalspur;  O'X  sei  die  Ordinatenachse,  CT 
projection.  Die  Geraden  0"S.  und  O'X'  bilden  ein  in  der  Ebei 
rechtwinkeliges  Coordinatensystem;  transformiren  wir  die  Gleichu 
projection  der  Schnittcurve  auf  dieses  System,  so  erhalten  wi 
iweitcn  Grades  zwischen  den  auf  dieses  System  bezüglichen  Ci 
3.  fl£»  -(-  IhXyi  +  <rV»  +  2(/e  +  2?T|'  +/  = 

Ein  Funkt  P  der  Schnittcurve  und  sein  Grundriss  P  ha 
sdsse  \,  und  z\nschen  der  Ordinate  -r^  des  Punktes  P  und  der 
Projection  besteht  die  Gleichung  tj'  =t  t^coso..  Wir  erhalten  s 
der  Schnittcurve  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  ST,  v 
dnrcb  r^cost^  ersetzen;  die  resultirende  Gleichung  ist  vom  zwe 
zeigt:    Eine  Fläche   zweiter  Ordnung   wird  von  einer 

»Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten. 
3.  Um  Über  die  Schnittpunkte  einer  Fläche  zweiter  Ordnut 
Geraden  Auskunft  zu  erhalten,  können  wir  folgenden  Weg  ein 
Ziehen  wir  durch  einen  Punkt  P^  eine  Gerade,  die  mit 
Winkel  a,  ß,  7  bildet,  so  hat  ein  Punkt  P  dieser  Geraden,  di 
Strecke  P^P  ^  r  entfernt  ist,  die  Coordinaten 
1  Ä  =  jcj  4-  reos<i,     y  =  y^  4-  rees^,      »  =  z^  - 

k         Soll  P  auf/  liegen,  so  müssen  diese  Coordinaten  der  Gl« 
r    ntlgen;  hieraus  folgt  ftir  r  die  quadratische  Gleichung 

A(x^  +  r£t>sa)*  ■+■  ^Pix^-h  rcasa)(yo  + ''^"s?)  +  iC(x„  +  r 
■+■  ^O'o  +  rcos?)'  ■+■  2£(ji,,  +  r<:ofß)(»o  +  r ccsf)  ■+-  F 

oder,  nach  Potenzen  von  r  geordnet: 

3^    /•  +  ^W^o'^"^«  +  ffo' '^"s?  ■^/,ocosi)r  ■+-  iA£Os*i.  - 

Wenn  man  abkUrzungsweise  setzt 

/,'  wtm  Ax  +  £y  -h  Ce  +  G, 
J  /,'  ^Px  +  £>y  +  £s  +  ff, 

/,'  ^Cx  -i-  Ey  -i-  Ft  -h  /, 
I  id  durch  angehängte  Nullen,  /^,  fx^,  f^o,  /lo'i  bezeichne 
t  effenden  Function  statt  x,  y,  z  die  speziellen  Werthe  x^,  y^,  , 
!  Uen. 

Aus  3.  folgt  zunächst:  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
I  iraden  in  zwei  (realen  oder  imaginären)  Punkten  getrof 

3.   Nehmen  wir  an,  dass  P^  auf  der  Fläche  liegt,  so  ist 


_j ,   _    ...  ___  .ndert  sich  r 

die  Colonneti  mit  den  Zeilen  vertauscht. 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  unter  der  Voraussetzung  Ä  =  0 

/^'  =  0,      //  =  0,      /.'  =  0,      Gx  +  Hy  ^-  Jz  +  l 

nur  dann  einen  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkt  h 

drei  Ebenen  f^'  =  Q,  /,'  =  0,  fi  =  0  nicht  mehr  als  einen  Punl 

Denn  sind  zwei  der  Ebenen  identisch,  so  sind  zwei  von 
Zeilen  und  die  entspreclienden  Golonnen  in  A  proportional.  I 
Punkt  F^  der  vier  Ebenen  bestimmt  sich  aus  einer  der  beiden  zus 
Ebenen  und  den  beiden  andern ;  die  Determinante  dieser  drei  lineai 
welche  der  gemeinsame  Nenner  der  Lösungen  ist,  hat  alsdann  zw 
Colonnen,  verschwindet  also  identisch,  J'q  ist  also  unendlich  fem  o 

Ist  z.  B.  A'  =»//,  so  ist  B  =  mA,    D  =  mB,    E  =  mC, 
'f  yai  *D  ergeben  sich  aus 

Ax^  +  mAy^  +  Cz^  = G, 

Cx^  +  «Oo  +  ^«0  =  —  /■ 
Gxa  +  mGy^  +  fz^  =  ^  K. 
Enthalten  femer  die  Ebenen  /,'  =  0,  //  =  0,  /,'  =  0  ein 
dass  zwei  derselben  identisch  sind,   so   besteht  fUr  zwei  Zahle 
Identität 

/.'  -  mfj  +  nf;. 
Hieraus  folgt  C=«^  +  «^,  E  =  mB-¥nD,  F=mC^nE, 
Der  Punkt  P^  bestimmt  sich  aus  f^'  =  0.  /,'  =  0  und  Gx  +  Hy 
(L  i.  aus 

Ax^  -¥  By^  +  {mA  +  «Ä)»^  =  —  G, 
Bx^  +  Dy^  +  {mB  +  nD)z^  =  -  H, 
Gx„  ■+-  By^  +  {mG  +  «/Tj^o  =  —  ^■ 
Die  Determinante 

I  A      3    {mA-t-nB)  \ 
B      £>     {mB-hnD)  1 
Ig      H    {mG-\-  nff)  I 
verschwindet  identisch;  folglich  sind  die  Lösungen  des  Systems 
oder  unbestimmt. 

Umgekehrt  ist  einleuchtend,  dass  weim  die  drei  Ebenen  /, 
/.'  "  0  nicht  mehr  als  einen  Punkt  gemein  haben,  dies  d 
Systeme  1.  genügende  Punkt  ist. 

Wenn  daher  ein  einziger  im  Endlichen  liegender  Punkt  das  i 
sc  kann  derselbe  aus  den  drei  Gleichungen  gefunden  werden 

Axa  +  By^  --r   Cz^  =  —  G  , 
8.  Bx^  ■+-  Dy^  +  Eza  =  —  H, 

Cx^  +  Ey^  +  Fz^  ^  ~   J, 
und  es  ist 

\A      B      C  \ 

A,  -=  Lff      D      e\^^. 

\c      E      f\ 


«lehnen  wir  die  Fläche 
len  Cylinder.  Zerfällt 
)t  sie  die  zweite  Potenz 
lennte  oder  zusammen- 
Es  die  quadratische 
Gleichnng/  =  0  einen  eigentlichen  oder  ausartenden  Cylinder  dar- 
stellt, sind  also  (No.  4  und  5) 

a  =  0   und  a,  =  0. 

i  7.   Sind    r,  =0,      Tj  =  0,      7",  «  ff, 7",  +  fl,r,  =  0,   und    r,  =  0, 

r,'  =  0,  Tj'  a  b^T^'  +  ^jT",'  =  0  die  Gleichungen  von  drei  Paar  ent- 
sprechenden Ebenen  zweier  projectiven  Büschel,  so  werden  die  Gleichungen  je 

,    zweier  entsprechenden  Ebenen  in  der  Fonn  erhalten  (g  3,  30) 

f         Twm  x,a^T^  +  Vs^»  =  0,    r*  B-  i,-»,r,'  -h  XjÄjrj'  =  o. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  entsprechende  Ebenen  schneiden,  erfüllen  die 
Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  i,  und  X,  aus  7*  =  0  und  7™  =  0 
entsteht, 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade. 

Wenn  die  Träger  der  beiden  Büschel  auf  einer  Ebene  7*0  liegen,  und  diese 
Ebene  in  beiden  Büscheln  sich  selbst  entspricht,  so  bezeichnen  wir  die  Büschel 
als  perspectiv.  Man  kann  dann  7",  an  die  Stelle  von  T^  und  7*,'  in  1.  treten 
lassen  und  erhält 

I  a^T^    a^T,    1  7-    !  <*i     "t^j    I 

Ui^t    ^T",' I  ■"     "  Ui     ^^»'1 
die   Fläche    zweiter   Ordnung    zerfällt    in    die    beiden    Ebenen    T^  =  0    und 
öi^jT'j'  —  a^b^T^  =  0.      Zwei    perspective    EbenenbUschel   erzeugen 
zwei  Ebenen,  deren  eine  die  selbstentsprechende  Ebene  ist 

Wenn  die  Träge?  der  beiden  Büschel  auf  einer  Ebene  liegen,  ohne  perspectiv 
in  sein,  so  lässt  sich  aus  1.  ein  linearer  Faktor  nicht  absondern,  die  Gleichung 
gehört  also  zu  einer  eigentlichen  Fläche  zweiter  Ordnung.  Schneiden  sich  die 
Träger  in  einem  Punkte  2,  so  gehen  die  Schnittlinien  je  zweier  entsprechenden 
Ebenen  durch  2  und  jeder  auf  der  Fläche  liegende  Punkt  bestimmt  mit  2  eine 
Gerade,  die  ganz  auf  der  Fläche  liegt;  die  Fläche  ist  daher  eine  Kegelfläche. 
Zwei  projective  Ebenenbüschel,  deren  Träger  sich  schneiden, 
erzeugen  einen  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  den  Schnittpunkt  der 
Träger  zur  Spitze  hat  Sind  die  Träger  zweier  projectiven  Büschel  parallel, 
so  sind  auch  die  Schnittlinien  je  zweier  entsprechenden  Ebenen  parallel,  und  die 
von  ihnen  beschriebene  Fläche  ist  mithin  ein  Cylinder. 

8.  Eine  Kegelfläche,  sowie  eine  Cylinderfläche  Ü.  O.  sind  durch 
nf  Mantellinien  (d.  i.  auf  der  Fläche  enthaltene  Gerade)  bestimmt  Um 
e  Flächen  zu  construiren,  durchschneide  man  die  Manteltinien  durch  eine 
.bene,  welche  keine  von  ihnen  enthält  Diese  Ebene  trifft  die  Mantellinien  in 
Inf  Punkten  und  die  gesuchte  Fläche  in  einer  Curve  n.  O.,  die  durch  die  flJnf 
nakte  geht,  und  mithin  construirt  werden  kann.  Legt  man  nun  durch  die 
unkte  dieses  Kegelschnitts  Gerade,  die  durch  den  gemeinsamen  endlich  oder 
lendlich  fernen  Punkt  der  Mantellinien  gehen,  so  liegen  diese  ganz  in  der  Fläche. 
Es  ist  ersichtlich,  wie  man  eine  Reihe  von  auf  Kegelschnitte  bezüglichea 


h  d 
Tangentialpunlctes  P^  hinzu 

5.  »*(  -I-  vy^-  +  wz^  —  1=0, 

so  kann  man  aus  diesen  fUnf  Gleichungen  die  Grössen  x^,  y^, 
und  erhall  als  nothwendige  Bedingung  dafUr,  dass  die  Ebene  u, 
/=0  beiührt, 

A  B  C  G  u 
B  D  E  H  V 
E  F  J  w 
H  J  K  —  \ 
V  w  —\  0 
Umgekehrt  erkennt  man  leicht,  dass  jede  Ebene  T,  deren 
Gleichung  ^  =  0  genügen,  eine  Tangentenebene  der  Fläche  f 
ist  f  ™  0,  so  giebt  es  vier  Zahlen,  x^,  y^,  %^,  k,  die  den  Gleic 
genOgen.  Setzt  man  nun  die  Werthe  für  ku,  kv,  kvi  und  für 
b  die  mit  k  erweiterte  Gleichung  5.  ein,  so  erhält  man 

Nun  ist,  wie  man  durch  direkte  Multip lication  sieht  (vergl 
die  linke  Seite  identisch  mit/^,  und  da  dieselbe  verschwinde 
dass  x^,  y^,  z^  die  Coordinaten  eines  Punktes  P^  der  Fläche  / 
gleicht  man  nun  die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Flächt 
mit  der  Gleichung  der  Ebene  T,  so  sieht  man  aus  den  Gleic 
dass  diese  Tangentenebene  mit  T  identisch  ist. 

Die  Gleichungen 
ffmAx*+1Bxy-\'2Cxz+J>y*-\-'iEyz-\-Fz*  +  'iGx-*r'iH} 
und 

A    B    C     n 


B    D    E 

H     V 

CEF 

J      " 

G    H  J 

K—l 

gehören  daher  zu  derselben  Fläche;  /  ^  0  ist  die  Bedingungsj 
die  Coordinaten  der  auf  der  Fläche  gelegenen  Punkte  erfülleu 
Gleichung,  der  die  die  Fläche  tangirenden  Ebenen  genügen 
luheben,  dass  die  Gleichung  f  =  0  vom  zweiten  Grade 
coordinaten  ist 


12.  Wir   wenden   uns   nun   zu   den  Untersuchungen  über 
zveiten  Grades  in  Ebenencoordinaten,   die  den  bisher  1 
ii    Punktcoordinaten    durchgefUhrten    analog    stnd.      Die    allgei 
t  reiten  Grades  in  Ebenencoordinaten  ist 
1   9Ha«i  +  Ibuv-i-  2cuw +iiv'  -hievtn  +/w'  -i-  igu  +  2Az/ 

Die  Ebenen,  welche  f  berühren,  und  zugleich  durch  einer 
i  nügen  ausser  der  Gleichung  y  =  0  noch  der  Gleichung  des  Punk 
3  pM  au  +  ^v  +  TW  -+■  6  =  0. 


Sehen  zweiten  Gnu 


welche  die  Fue 

ientität 

Wir  erfahren 
re)  Tangenten 


a  <f.  Dann  ist  < 
'elcher  die  Eben 
Gleichung 

die  Schnittlinie 
fallen,  so  muss  i 
dinaten  der  Eh 
Ginchung  erfüllen 

1  ?«o'  ■  "  "•"  V'a  '  ^  +  f"»'  ■ '"'  +  f  "o  +  ^^e  +  '«'o  +  ^ 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Punktes.  Wir  schliessen  daher: 
auf  einer  Tangentenebene  y^  einer  Flfiche  zweiter  K 
vclche  ausser  T^j  noch  eine  mit  T^  zusammenfallendi 
ebene  der  Fläche  geht,  gehen  durch  einen  Punkt 

Dies  ist  der  Punkt,  in  welchem  eine  Tangentenebene  der  Fl 
unendlich  nahe  benachbarten  getroffen  wird,  mithin  der  Punkt 
von  T^  berührt  wird.  Die  Gleichung  des  Punktes,  in  \ 
Tangentenebene  T^  die  Fläche  zweiter  Klasse  f  =  0  berü 

Nach  der  Identität  No.  14,  &  hat  man,  da  7^  =  0 

—  (T-o'  •  «0  +  T^o'  ■  "0  -•-  T"o'  ■  »0)  =  f  0  -t-  ^»0  +  " 
und  kann  daher  die  Gleichung  des  Punktes  F  auch  in  der  Forn 

16.   Der  auf  einer  Tangentenebene  T",,  gelegene  Berührung! 
dann  nobestimmt,  wenn  in  der  Gleichung  ^  ^=  0  alle  vier  Con 
venchwinden,  also  wenn  die  Coordinaten  von  Tg  den  vier  Gleicl 
ip.„'  s-  auo  ■+■  6z>ü  ■+■  ^^0  +  f  =  0, 
fc^'  ^  bu^  ■+■  dv^  +  ew^  -t-  Ä  =  0, 
(pwi)'"  '«0   ■*■  '^0   +/"'o  +  *  =  0, 
f  «0  +  A»o  +  mj,  +  *  =  0 . 
Die  Bedingung  für  den  Verein  dieser  vier  fUr  »g,  Vg,  w^  linearen 
a    b    c    g 
b    d    e    h 
"-Cef 
g    k    i 
Ebenso,  wie  in  No.  4,  erkennt  man:    Soll  c 
K  imte  Läsung  haben,  so  müssen  die  Gleichungen 

flK(,  -*-  6Vg  4-  ewo  =  —  g, 

%  buQ   ■+■  dvf,  ■+■  eWf,  =  —  A, 

fW(,  +  e»(,   +/Wa  =  —  i, 
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Grenzfläche  11.  Kl.,  so  ist 
s  du  ->r-  äv  ■^-  A,      ^,„  ^  0. 
itenebene  T^   dieser  Fläche  gelegenen 
(No.  15) 

ta  -h  X)v  -h  gua  •+■  Avq  +  i  =  0. 
:d   mit  w,   wir   schliessen   daher:    Die 
liegen   alle   auf  der   Doppelebene 
hnitts. 

en  zweiter  Klasse  dieselbe  Rolle,  welche 
hat.    Dem  Cylinder  als  dem  Kegel  mit 
in   No.  17  behandelte  Grenzfläche   mit 
unendlich  ferner  Doppclebene, 

20.  Sind  x,  y,  s  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  die  Ebene  T^ 
die  Fläche  f  ^  0  berührt,  so  muss  die  Gleichung  dieses  Punktes 

■''"  T»o'  •  «  +  ?fo'  ■  »  +  T^o'  ■  "*  +  €"•  ^■  *^«  +  '"'0  +  *  =  0 
»  auf  einen  constanten  Faktor  m  mit  der  Gleichung 
XU  -^  yv  +  sw  —  1  =0 
ibereinstiinmen.     Wir  erhalten  hieraus  die  Beziehungen 

fua    =  aUf,  +  bv^  ■+■  cw^  +  g  ^  m-x, 
^Pg'  =■  bug  +  dv^  -+-  «iCg  +  Ä  =  M'y, 
Two'  ^  cu^   +  eVf^   +  fw^  +  ("  =  «-«, 
gu^    ->r  hv^  -^  iW^    ->r   k  =  —m. 
Fügt  man  hierzu  noch  die  selbstverständliche  Gleichung 
XV  j^  +  >»u  +  zw^  —  1=0, 
so  kann  man  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Grössen  u^,  v^,  Wg,  m  eliminiien; 
als  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  P  ein  Punkt  der  Fläche 
f  =  0  ist,  erhält  man  die  Gleichung 

a    b    c       g 
b    d    e       h 
Cef       i 
g    h    i       k  -\ 
X   y    z  —  1 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade.  Jede  Fläche  zweiter  Klasse 
ist  daher  von  der  zweiten  Ordnung;  früher  (No.  11)  haben  wir  gefunden, 
dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  von  der  zweiten  Klasse  ist  Es  ist  daher 
nicht  nöthig,  die  Bezeichnung  zweiter  Klasse  und  zweiter  Ordnung  getrennt 
weiter  zu  führen;  man  fasst  beide  unter  der  gemeinsamen  Bezeichnung:  Flächen 
zweiten  Grades,  zusammen. 

Ene  Grenzfläche  zweiter  Klasse  kann  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  in 
Punktcoordinaten  dargestellt  werden.  Da  die  Punkte  der  Grenzfläche  einen 
Kegelschnitt  bilden,  so  ist  die  Horizontalprojection  ebenfalls  ein  Kegelschnitt, 
und  die  Punkte  der  Grenzfläche  sind  daher  die  Punkte  des  Raumes,  welche  der 
Glrichimg  dieser  Horizontalprojection  und  ausserdem  der  Gleichung  der  Doppel- 
ebene genügen.  Die  Grenzfläche  wird  also  in  Punktcoordinaten  durch 
eine  quadratische  Gleichung  z.  B.  zwischen  x  und  y 

a^x*  -t-  2b^xy  +  c^y^  ^-  "id^x  -H  2ir,>'  +  /,   =  0 
und  durch  eine  lineare  Gleichung,  die  Gleichung  der  Doppelebene, 

aa:  +  p>  -(-  Tfa  +  3  =  0 
cbarakterisirt. 

SCHUMHiLCH.  MiadbiKh  ia  Ualbemaiili,     Bd,  11.  I6 
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os^  X  —  sin*  f  ■  cos*  ^ . 

t. 

*7C<»j>X  —  sin*-(COS*f)  —  j(W*2a  =  0. 

—  cos2<t)£i>s'x  —  i"»^2a  =  0, 

fw*X  —  *H»*(iföJ*a  =  0. 

r  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der 

uf  g,  so  ist  bekanntlich 

-  sin*a£t>s'a{x' +y* +  z*)  =  0, 

■y*  +  j«f*«(fM*7  —  c«*(i)s*  =  0- 
isch  ftir  die  Coordinaten,  sie  ist  daher 
Ordnung,  der  den  Nullpunkt  zur 

Ir  alle  drei  Coordinaten  ist,  so  folgen 
zwei  entgegengesetzte  gleiche  Werthe 
natenebene,  als  Projection  eines  Kegel- 
betrachtet, gehören  also  zwei  symme- 
s  Kegels.  Wir  schliessen  hieraus,  dass 
ibenen  zu  Symmetrieebenen  hat 
i  noch  etwas  vereinfachen,  wenn  man 
n  der  KOZ-Ebene  liegenden  Mantel- 
ise  bilden.  Nach  den  Formeln  fllr  das 
I  nämlich 
iz  ■  cosfz. 
aber  hat  man  cost  ^=  £os^  •  cosf. 

—  «■«*»)  es  sitt*^£t>s*-(. 

t  im  Faktor  von  y*  die  Grösse  cos^a 
1er  Gleichung  den  gemeinsamen  Faktor 
?s^T,  so  folgt 
■  yi   -   jS   =  0. 

—   .~_.  — „___o- ' -'S  •"  jedem  Kegel  zweiter  Ordnung,  der 

dm  auf  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  hat,  zwei  durch  die  Spitze  gehende 
Focalstrahlen  /  und  /,  giebt,  derart,  dass  die  Summe  der  Winkel  die  sie  mit 
jeder  Mantellinie  des  Kegels  bilden,  constant  ist 

Wählen  wir  die  Symmetrieebenen  zu  Coordinatenebenen,  so  muss  die 
Gdchung  des  Kegels  für  alle  drei  Coordinaten  rein  quadratisch  sein,  und  da 
dl  t  Schnittpunkt  der  Symmetrieebenen  mit  der  Kegelspitze  zusammenfallen  muss, 
alöo  die  Kegelgleichung  von  den  Coordinaten  x  ^y  ^  s  ^  0  des  Nullpunktes 
bibiedigt  wird,  so  kann  die  Kegelgleichung  kein  von  den  Coordinaten  freies 
Glied  haben.  Die  allgemeine  Form  der  Kegelgleichung  ist  daher  unter  diesen 
Voraussetzungen 

Ax*  +  Sy*  +  C£*  =  0. 
Die  diei  Zahlen  A,  B,   C  können  nicht  alle  dasselbe  Zeichen  haben,   da 

i6» 
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Kegelschnitte  erhält  man  mit  leichter 
CegeUchnitte  und  damit  auch  Sätze 

e  zu  entscheiden,  deren  Abstand 
m  Abstände  von  einer  die  Gerade 
enes  Verhältniss  c  hat,  nehmen  wir 


(M.*45J 


der  Z- Achse  ist 

ist   gleich  dem  Abstände  der  Vertical- 
den  OD.    Man  hat 


nXOF'i 


-  OF"  cos  XOP"  cosi 


folgt 

8'S  —  cosb-xy. 
}net,  so  erhält  man 
si  ■  xs  -t-^>  —  (»««n  .  a»  =  0. 
jnd  homogen;  die  Fläche  ist  daher  ein 
eichung  rein'  quadratisch  für  y  ist,   so 
;rieebene  des  Kegels  ist. 
legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  dieser 
Kegel  C  mit  dem  in  No.  21  gefundenen  identisch,  und  dass  die  2- Achse  eine 
Focallinie  von  C  ist.    Um  darüber  zu  entscheiden,  transformiren  wir  die  Gleichung 
des  Kegels 

a.  cot*a-x'  +  cot^^-y*  _  »»  =  0 

auf  ein  neues  Coordinatensystem,  welches  dieselbe  K- Achse,  und  die  Gerade/ 
m  Z-Achse  hat;  dann  erscheint  nur  die  Ebene  XOZ  um  den  Winkel  (—  i) 
gedreht,  und  man  hat  daher  (nach  den  Transformationsformeln  ebener  Systeme) 
(lieCoordinaten;xundsin2.  durchdieWerthefWY-«+««T  ■  z,  — sitfi-x  +  cos-^  •  t 
zu  ersetzen. 

Hierdurch  erhält  man  aus  2. 

«/'a(«i7'Ä  +  ««7'«)*  +  cot*^-y^  —  ( — jÄft  ■  *  +  «J7  •  »)'  =  0 
odei,  besser  geordnet, 


D  Hyperboloide  und  die  beiden  1 


Hyperboloide  und  die  bei 
der  Flächen  zweiter  Ordnur 
wollen  wir  folgendcD  Weg  einschlagen:  Wir  betrachten  zuni 
welche  drei  aufeinander  senkrechte  Symmetiieebenen  haben;  hi 
nur  zwei  aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  zukommen; 
irir  untersuchen,  ob  es  Flächen  zweiter  Ordnung  giebt,  die  i 
keine  Syrometrieebene  haben. 

Soll  die  Ebene  XO  Y  eine  Symmetrieebene  einer  Fläche 
so  müssen  zu  jedem  Punkte  F*  der  Ebene  XO  Y  zwei  Fun 
gehören,  die  entg^engesetzt  gleiche  Weithe  der  Ordinate  z  hi 
sich  also  in  /  =  0  die  Coordinaten  x  und  y  gegeben,  so  mui 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  für  z  ergeben,  mithin  für 
seia  In  gleicher  Weise  schliessen  wir,  dass  die  Gleichung 
dratisch  fllr  x  und  y  ist,  wenn  die  Ebenen  YOZ  und  XOZ 
mA.  Die  Gleichung  einer  Fläche  II.  O.,  die  drei  auf  eii 
Sjrnunetiieebenen  hat,  ist  daher  in  Bezug  auf  dieselben 
Ax*  +  Dy*  +  7?«»  +  JE"  =  0. 
3.  Wir  t}eti'achten  zunächst  die  Fälle,  dass  ein  oder  mehr 
gtdch  Null  ist 

n)  Sind  drei  Coefficienten  gleich  Null,  z.  B.  i>  = 
redudrt  sich  die  Gleichung  auf  Ax^  =  0,  die  Fläche  deg 
(doppelt zu  denkenden)  Ebene  YOZ.  Ist  A  =  F=K=(i,  sog 
die  Ebene  XOZ\  hsX  A  =  D  =  Ar=  0,  so  giebt  sie  die  Ebene 
ß)  Sind  zwei  Coefficienten  gleich  Null,  so  ist  zu  un 
vetschwindet  oder  nicht. 

Ist  i?  :=  0  und  noch  ausserdem  z.  B.  F  =Q,  so  geht  die 
fiber  in 

/—  ^jps  +  Z>y^  =  0; 

durch  Zerlegung  findet  man  

/^{YÄ-x  +  y^^.y){YÄ.x  -  Y^^ 

Die  Gleichung /=0   stellt   daher  zwei  dur.ch  die  Z- 

Ebenen  dar,  deren  Winkel  von  den  beiden  verticalen  Coordin 

Verden;   haben  A  und  D  dasselbe  Vorzeichen,   so  sind  die 

complex,  und  enthalten  nichts  Reales  ausser  ihrer  Schnittlinie, 

Ist  K  von  Null  verschieden,  und  z,  B.  2>  ^  F=  0,  so  h; 

/  „  Ax*  -t-  -f  =  0, 

midiin  x  =  y"—  K :  A . 

Die  Gleichung  ergiebt  zwei  reale  oder  imaginäre  Ebenen 
gesetrt  gleichen  Abständen  parallel  zur  Ebene  YOZ  sind. 

t)  Ist  ein  Coefficient  gleich  Null,   so  ist  \rieder  zu 
K  wischwindet,  oder  einer  der  drei  andern  Coefficienten. 
Verschwindet  z.  B.  F,  so  ist 

/~  Ax*  +  Dy^  +  Ä-  =  0 . 

Smd  A,  D  und  ^von  gleichem  Zeichen,  so  wird  der  Gleic 

realen  Werthe  von  x  und  y  genügt.    Sind  nicht  alle  Zeichen  gl 

gleiche  vorhanden;  man  kann  dann  die  Coordinatenbezeichnung 

dus  A  und  K  ungleiche  Zeichen  haben;  durch  Division  der 


der  Strecken  a,  i,  t  zu  Halbachsen  haben. 
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:eichnet;  a,  b,  e  sind  daher  die 

:  Curven  bezeichnet,  in  denen 
n)  schneidet.  Die  Gleichungen 
der  Reihe  nach  s  =  Q,  >  =  0, 


so  Ellipsen,   welche  je  zwei 


(M.448.) 

Eine  Ebene  T,  die  parallel  der  ^K-Ebene  ist  und  von  ihr  den  Abstand  k 
lia,  hat  die  Gleichung  «  =  i.  Die  Gleichung  der  Horizontalprojection  des 
Schnittes  der  Ebene  7*  mit  der  Fläche  /  erhält  man  daher,  wenn  man  z  =  i  in/ 
«nsetzt  Da  T  parallel  der  Ebene  XO  Y  ist,  so  ist  diese  Horizontalprojection 
nüt  der  auf  T  liegenden  Schnittcurve  congruenL  Die  Substitution  z  ^=  k  ergiebt 
die  Gleichung 


1. 


k* 


ö*  ' 


und  diese  zeigt,  dass  die  Schnittcurve  nur  so  lange  real  ist,  als  k^  -.c*  <  1, 
also  so  lange  k  zwischen.  —  c  und  +  c  liegt.  Die  Fläche  liegt  daher  zwischen 
den  beiden  durch  C  und  C,  gehenden  Horizontalebenen.  Ist  i  =  d:  c,  so  wird 
die  Gleichung  1. 

i^  +  ^-o 

and  dieser  wird  nur  durch  die  realen  Werthe  x  =  y  =  Ü  genügt;  diese  Schnitt- 
ebene hat  also  mit  der  Fläche  nur  den  Punkt  x  =  Q,  >  =  0,  »  =  ±  f,  d.  i. 
C  oder  Ci  gemein. 


ind  die  beiden  P>f 


he  in  einer  El 
ler  Hyperbel 
yperbel  mit  d 


ist  jeder  horizc 

Ist  OD  =  k,  s< 

;  im  verticalen 

■en.    Wächst  i, 

d,  und  ^,,  und  erhalten  unendlich  grosse  Werthe,  wenn  i  ur 

Die  Fläche  wird  daher  beschrieben,  wenn  sich  eine  horizontale  1 

il»ss  ihr  Centrum  auf  der  Z-Achse  und  ihre  Scheitel  auf  zwei  in 

der  KZ-Ebene  liegenden  Hyperbeln  gleiten,   die  das  Centmm 


und  di«  beiden  Puaboloide.  ajs 

Gx  +  Hy+/z  +  K^—  1. 
Die  Gleichung  der  Ebene  T,  welche  das  Hyperboloid  im  Punkte  /*„  berührt, 
ist  daher 

Die  Coordinaten  dieser  Ebene  sind 

«-ff.   '-f..   «--'^- 

Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe 

in  die  Gleichung    x^u  -i- y^v  +  *qW  —  1  =  0, 

des  Hyperboloids  in  Ebenencoordinaten 

J.  <f  ^  a*u*  +  b*v^  —  c*vi^ 

Ans  den  abgeleiteten  Functionen  von  f 

4.  f,'  ^  <j'»,      ^e'  ^  ^'y,      ^w'  ^  —  c^w,     gu  -*-  A*  +  »K'  +_  Ä«" —  1 
trtdlt  man  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  der  Ebene  7*^ 

5.  /■—  a»»o«  +  *»»o»  —  f'woa'  —1=0. 


D  erhält  man  die  Gleichung 
1  =  0. 


Die  Gleichung:    ^— "l»— ^  —  1  =  0- 
11.   Setzt  man  in  die  Gleichung  der  Reihe  nach  y  =  s  =  Ü,    x  =  z  =  Q 
und  *  =  ^  =  0,  so  erhält  man  £  =  ±  a,     »)  =  ±  *  ■/—  1,     t  =  ±  c  l/—  I  . 


OLUBJ 
Ke  Fläche  wird  daher  von  der  K-Achse  und  der  Z-Achse  nicht  in  realen  Punkten 
geschnitten;  nur  die  Schnittpunkte  mit  der  X-Ach%t  sind  real;  sie  werden  als 
Scheitel  der  Fläche  {A  und  Ay)  bezeichnet. 
Die  Hauptschnitte  haben  die  Gleichungen 


Horizontaler  Hauptschnttt 


1=0, 


die  beiden  Paiaboloide.  257 

erbein  congruent;  da  aJsdann 
ieren  Falle  das  Hyperboloid 
ch  um  ihre  Hauptachse  dreht, 
ationshyperboloid   zu  be- 


/.'-^.  /;--\,.  /:-~y,,  G,-^Hy+J.  +  K~-l. 
ler  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  die  das  einschalige  Hyperboloid 
ikte  /»(,  berührt. 

■^  ""  a»  •  *  —  i»  ■  -''  — 
:  Coordinaten  von  T  sind 

«0  ^0  «« 

rch  Einsetzung  der  hieraus  folgenden  Werthe  x^  =  a*u,  y^  =  —  b^v, 
-  c^w  in  die  Gleichung 

*!)«    +  A»    +    «0^    —    1=0 

lan  die  Gleichung  des  Hyperboloids  in  Ebenencoordinaten 

9  E  a*u*  —  i»»»  —  f>«i»  —  1  =  0. 
;  abgeleiteten  Functionen  von  f  sind 

^  a*u,  ip„'  ^  —  ^*»,  ip™'  ^  —  f^w,  gu  +  hv  -^  tw  -\-  k  ^  —  1; 
folgt  die  Gleichung  des  Punktest,  in  welchem  das  Hyperboloid 
ir  Ebene  T^  berührt  wird. 

P  E9  a^u^u  —  bH^v  —  c*w^w  —1=0. 


-1=0. 


Nachdem  wir  nun  einen  Ueberblick  Über  die  Flächen  zweiter  Ordnung 
en  haben,  die  drei  zu  einander  senkrechte  Symmetrieebenen  besitzen, 
ileichungen  in  Bezug  auf  die  Symmetrieebenen  daher  von  der  Form  sind 
Ax*  -+-  Dy^  +  Fz^  +  K  =  Q, 
wir  uns  zur  Charakteristik  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  nur  zwei 
aufeinander  senkrechte  Symmetrieebenen  haben. 

Wählt  man  diese  beiden  Symmetrieebenen  zu  den  Ebenen  XOZ  und  YOZ 
eines  Coordinaten  Systems,   so  ist  die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  rein   qua- 
dratisch für  X  und  y,  dagegen  gemischt  quadratisch  fllr  «,  also  von  der  Form 
2-  Ax^  -t-  Dy*  -t-  Ft*  +  2/«  +  Ä"  =  0, 

wobei  J  von  Null  verschieden  ist.  Verschieben  wir  den  Nullpunkt  entlang  der 
Z-  ichse  um  die  Strecke  y,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Fläche  im  neuen 
Syteme,  mdem  wir  in  der  Gleichung  2.  die  Coordtnate  t  durch  «  4-  7  ersetzen; 
hi(  rdurch  entsteht 

3.  Ax*  +  Dy^  +  ^,»  +  2  (.^7  +/)  »  +  {F^*  +  2/7  +  .Ä^  =  0. 
Kann  raan  nun  für  7  einen  endlichen  Werth  bestimmen,  der  die  Gleichung 

etült 

4.  F^^j^o. 

w  geht  die  Gleichung  3.  durch  diese  Wahl  von  7  in  eine  Gleichung  von  der 
.  Bd.  n.  17 
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>ide  und  die  beiden  Paral 

initthyperbeln  das  A 
so  haben  sie  alle  dii 

ya         yb 
iptschnitt  zu  Asyn 
leln  selbst  liegen 
ie  und  die  beiden 
uptschnitt  bilden, 
en  der  Fläche. 
Lirch  eine  veränderlic 
ich  so  bewegt,   dass 
den  Ebenen  XOZ  und  YOZ,  ihre  beiden  Scheitel  auf  einem  c 
calen  Hauptschnitte   der  Fläche  und  ihre  Asymptoten  auf  den 
bleiben,  die  durch  die  Z-Achse  und  die  Geraden  des  horizontal« 
gehen. 

Im  Zusammenhange  mit  dieser  Entstehungsweise  der  Fläch< 
den  Namen  hyperbolisches  Paraboloid. 

19.      Die  abgeleiteten  Functionen  der  Function 
X*  v' 

sind 

Die  Gleichung  der  Ebene  T,   welche  die  Fläche  im  I 
rtthrt,  ist  daher 
1.  T^'^x  —^--y  —  z  —  z^  =^G. 

EHe  Coordinaten  der  Ebene  T  ergeben  sich  hieraus  zu 


Hieraus  folgen  die  Coordinaten  des  Bertlhrungspunktes,  ausgi 
Coordinaten  der  Tangenten  ebene 

"  ,     ^  1 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  ein 

ux^  +  vy^^  +  wsg  —  1=0, 
so  erhält  man  die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloi 
coordinaten 
i  9  =a  a»*  —  iir»  +  2a(  =  0. 

Die  abgeleiteten  Futicdonen  von  f  sind 

^  ^  au,      fo'  ^  —  iv,      9„'  =  1 ,     yu  -i-  /tzi  +  iw 
daher  ist  die  Gleichung  des  Punktes  J',  in  welchem  das  \ 
F  traboloid  von  der  Ebene  T^  berührt  wird: 
5.  F^  au^tt  —  bv^v  +  w  +  Wg  =  0. 


20.  Wir  untersuchen  nun,  ob  es  Flächen  zweiter  Ordnung 
eine  Symmetrieebene  haben. 

Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur  KZ-Ebene  des  Coordii 
b   die  Gleichung  der  Fläche  rein  quadratisch  fllr  x,  dagegen  gemi 
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also  Von  der  Form 

1.  /  =  j4x'  +  Dy*  ■+  lEyt  +  / 
Wir   suchen   nun   diese  Gleichung   < 

Nullpunkt  in  der  yZ-Ebene  verlegen  iii 
geeignete  Richtungen  geben.  Dabei  bl 
die  Coordinaten  y  und  %  ändern  sich  g 
Co  ordinalen transform  ation  rechtwinkelige: 
sich  also  nur  der  Ausdruck 

2.  Dy*  +  "iEys  -¥  Ft*  - 
und  geht  in  eine  quadratische  Function  di 
dinaten  9  und  j  über. 

Wenn  die  Gleichung  /  ^  0  ausser  A 
also  nicht  zugleich  Z)  ^  E  ^=  F  ^=  0, 
metrie  der  Ebene  bewiesen  worden  ist, 
Coordinatensy Sterns  immer  ein  Coordinate 
aus  der  Function  2.  die  transformirte  Fu 

3.  Mt)^  +  A^ja  -h  Ä,      o 
Die  Gleichung 

Dy^  +  i£yz  ■+■  Fz*  + 
geht  aus  I.  hervor,  wenn  man  j:  =  0  si 
der  die  Fläche  von  der  Symmetrieebene 
treten  daher  ein,  je  nachdem  diese  Seh 
oder  Hyperbel  ist)  oder  keinen  (Parabe 
System  lautet  die  Gleichung  der  Fläche  > 
5.      Ax^  +  J/?»  +  .A'j»   +  Jf  =  0, 

Wenn  also  nicht  zugleich  D  ^^  E  - 
noch  zwei,  oder  noch  eine  Symmetrieebe 
stehen. 

Wenn  D  =  E  =  F  =  ^  ist,  st 
Fläche  zu 

7.  /«  Ax*  +  2jy>  - 
Der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  der  I 

8.  r-  2Ä>  +  IJi 
ist  also  eine  Gerade.  Wählt  man  diese 
Systems,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichui 

^Hy 
es  ist  also  dann  J  =  K  =:  Q,  und  die  ' 

9.  Ax^  -+-  2. 

Als  Gleichung  im  Coordinatensystem  XO  Y  betrachtet,  stellt  sie  eine  Parabel 
dar,  deren  Scheitel  im  Nullpunkte  und  deren  Achse  auf  der  K-Achse  liegt. 
Da  jeder  Punkt  der  Gleichung  9.  genügt,  dessen  Horizontalprojection  auf  dieser 
Parabel  liegt,  so  folgt,  dass  die  Gleichung  9'  einen  Cylinder  darstellt,  dessen 
horizontaler  Querschnitt  eine  Parabel  ist,  und  dessen  Mantellinien 
der  Z  Achse  parallel  sind.  Wir  bezeichnen  diesen  Cylinder  als  parabo- 
lischen Cylinder. 

Jede  zu  den  Mantellinien  normale  Ebene  kann  als  Symmetrieebene  dieses 
Cy linders  gelten. 

21.  Nun  bleibt  uns  noch  Übrig,  zu  untersuchen,  ob  es  unsymmetrische 
Flächen  n.  O.  giebt. 


J 


liehen,  an  welche  dii 
^hen,   ob   diese   bei 


:hen  zweiter  Ordn 
Gerade  G,  die  mit  d( 
Strecken  r,  welche 
che  n.  O. 
F%*-¥'i.Gx^-'i.Hy 
2,3) 
^r 

"ices  ß  -1-  2£fOjß  CQS  t  ■ 

det,    so    ist   diese   < 

^egengesetzt  gleiche 

iJer  Punkt  n  ist  die  Mitte  zwischen  den  Schnittpunkten  der  Gerat 

Fläche  /. 

Die  Gleichung 

2.  f^cosa.  -*■  f-^cos^  +  f^eosi  =  0 
istalso  die  Bedingung  dafür,  dass  /'die  Mitte  der  unter  de 
winkeln  a,  ß,  i  durch  11  gehenden  Sehne  der  Fläche /  = 

Es  giebt  unzählig  viele  Sehnen  einer  Fläche  /,  die  in  ein 
Pnnkte  11  halbirt  werden.  Um  die  Gleichung  der  Fläche  zu  erl 
alle  diese  Geraden  liegen,  haben  wir  cosn,  cos^,  coi-\  in  2.  durch  c 
dres  Punkts  von  G  auszudrucken. 

Ist  P  auf  G  gelegen  und  von  [I  um  p  entfernt,  so  ist 

X —  %  =  pcw«,      y  —  T]  =  ^eos^,       s  —  !  =  p  <ro; 
man  gewinnt  daher  aus  3.  die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 

3.  T  =  f{(x-%)  +/,'Cj'_,)  H./^'(2_q  =  0. 
Wir  haben  daher:    Die  Sehnen   einer  Fläche  II.  O.,    d 

gebenen  Punkt  fl  zum  Mittelpunkte  haben,  liegen  auf  de 
T^fi{x-\)  H./,'(^-^)  -t-/,'(«-0  =  0; 
liegt  der  Punkt  11  auf  der  Fläche  /,  so  geht  diese  Ebent 
gentenebene  im  Punkte  11  über.  Dieser  Satz  kann  auch  fol, 
erhalten:  Jeder  Punkt  im  Räume  ist  das  Centrum  eine 
gehenden  (realen  oder  nicht  realen)  ebenen  Schnittes  einer 
die  Gleichung  der  Ebene  cTieser  Schnittcurve  ist  7'=0. 
Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Ebene  T  für 
des  Raumes  real  ist,  also  auch  dann,  wenn  keine  durch  11  gebem 
der  Fläche  /  in  11  halbirt  wird. 

2.  Die  Gleichung  der  Ebene  T  wird  nur  dann  unbestimmt,  i 
lÜnaten  des  Punktes  [1  solche  Werthe  haben,  dass  die  Function 
M  leich  verschwinden,  wenn  also 

^£  +  .Si]  +  CC  =  -  C, 
1-  S\  -^r  Dt^  -¥  EX.  =  —  ff, 

C\  +  Eti-k-  Fi^  —  /. 
Wenn  die  Determinante 

\A     B     C  \ 
2.  4,  ™    5    i?     £ 


weiter  Ordnung;. 

£  =  0,  B  ^0  sind  i 


US   3.,   dass   auch  £  =  0',    wir 
).     Ist  B  =  C  =  £  =  0,   so 


Nimmt  man  den  gemeinsamen 
id  die  Gleichungen  No.  11.,  8. 
urch  /*(,  geht,  Symmetrieebene. 

j-  i/x  -+  £■  =  0. 

=  0  schicken  wir  einige  Be- 
taerkungen  Über  die  Geraden  voraus,  die  eine  Fläche  II.  O.  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte  treffen. 

Eine  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  n  geht  und  mit  den  Achsen  die  Winkel 
1,%  ^  bildet,  hat  mit  der  Fläche  II.  O.  /  =  0  einen  unendlich  fernen  Punkt 
gemein,  wenn  in  der  Gleichung  No.  1,  1  der  Coefficient  von  r'  verschwindet, 
venu  also  a,  ß,  ^  der  Bedingung  genügen 

1.  Acos' a.  +  ^Bcasa cos^  +  2Cccsa  cffST  +  D^os'P  +  2£iri>s^  et>ST -i-  /"fOj'Y^  0. 

Zieht  man  durch  den  Nullpunkt  eine  Parallele  zu  einer  solchen  Geraden, 
imd  ist  /■  ein  Punkt  dieser  Parallelen,  so  ist 

X  ij! :  *  ^  eifsa. :  cos^  :  cos^ , 
mithin  eHUllen  die  Coordinaten  x,  y,  s  die  Gleichung 

2.  k  ^  Ax*  +  2Bxy  +  ^Cxs  +  Dy^  +  lEyz  +  /■«»  =  0 . 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  quadratischen  Glieder  der  Function  /,  sie 
stellt  daher  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar,  dessen  Spitze  im  Nullpunkte 
liegt;  der  Kegel  ist  unabhängig  von  den  Coordinaten  des  Punktes  P^. 

Bezogen  auf  die  Symmetrieebenen  ist  die  Gleichung  einer  centralen  Fläche  IL  O. 
/  =  Ax-»  +  Dy*  -\-  Fs^  -\-  K  =  fi , 
die  Gleichung  des  Kegels  *  wird  daher 

k  =  Ax»  -t-  Zfy'  ■+-  Fz'  =  0. 
Beim  Ellipsoid  haben  die  Coefficienten  A,  D,  F  dasselbe  Vorzeichen.  Der 
Ke^el  k  enthält  daher  ausser  der  Spitze  keinen  realen  Punkt;  es  giebt  mithin 
keine  realen  Geraden,  die  ein  Ellipsoid  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen. 
B«  den  Hyperboloiden  haben  wir  den  Kegel  ^  =  0  (in  §  6,  No.  9  und  12) 
bereits  als  Asymptotenkegel  kennen  gelernt.  Alle  Geraden,  die  ein 
Hyperboloid  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  treffen,  sind  daher 
den  Mantellinien  des  Asymptotenkegels  parallel. 

Giebt  man  den  Gleichungen  der  beiden  Paraboloide  die  Form 
f  ^  Äx^  -\-  Dy^  4-  2/»  =  0 , 
s  erhält  man 

k  —  Ax^  -I-  Dy^  =  0. 
Beim   elliptischen  Paraboloide   haben  A  und  D  gleiches  Vorzeichen; 
daher  besteht  die  dieser  Gleichung  zugehörige  Fläche  aus  zwei  imaginären  Ebenen 

•fk-  x-¥  -]/—  D  ■  y  =  0,      YÄ-x  —  y~  D  .^  =  0, 
(i  e  sich  in  der  Z-Achse  schneiden,  und  ausser  derselben  reale  Punkte  nicht  ent- 
lülten.    Alle  Geraden,  die  ein  elliptisches  Paraboloid  in  einem  unend- 
I  ch  fernen  Punkte  treffen,  sind  der  Achse  des  Paraboloids  parallel. 
uük.  Bd.  n.  iS 


^ilchen  »weite 

iie  durch  I 
^nden  Gerat 
:in  kann  wi< 
seiDen  Systems  schneiden  sich  nicht),  so  folgt,  dass  j 
g  und  h  schneidet,  dass  also  g  und  k  sich  schneid 
Jede  Gerade  des  einen  Systems  wird  von  jee 
Systems  geschnitten. 

Jede  Ebene,  die  durch  g  geht,  schneidet  /  in 
welchem  g  ein  Theil  ist,  der  also  aus  g  und  aus  < 
Systems  besteht,  und  berührt  daher  die  Fläche  in 
and  h  sich  durchschneiden.  Wir  schliessen  daher: 
von  EbenenbUscheln,  welche  aus  lauter  1 
hyperbolischen  Paraboloids  bestehen;  jede  ' 
»Q  zwei  solchen  Büscheln,  die  verschiedene 
Die  Träger  der  Büschel  sind  die  auf  der  Flä< 

3.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  11.  O. 
deren  Verhältnisse  eindeutig  berechnet  werden,  wen 
bekannt  sind;  denn  durch  jeden  Punkt  P,  ist  eine  C 
/,  _  Ax,^  +  ^Bxryr  +  .  .  .  +  2/«, 
gegeben,   die  linear  und  homogen  fUr  die  Coefficie; 
Eine  Fläche  n.  O.  ist  daher  durch  neun  Punk 
I         Wenn  drei  Punkte  einer  Fläche  in  gerader  Linie 
ganz  auf  der  Fläche;  denn  die  Coordinaten  der  Schni 
einer  Fläche  II.  O.  hängen  von  einer  quadratischen 
dieser  von  mehr  als  zwei  Wurzeln  genügt  wird,  so  is 
,  Smd  von  einem  hyperbolischen  Paraboloide  zwei 

die  sich  nicht  schneiden,  so  gelten  diese  daher  für  z 
Fläche;  sind  noch  zwei  Gerade  ß  und  ß,  gegeben,  de 
i,  schneidet,  so  dass  a,  a^  und  ß,  ß,  die  Gegenseitt 
bilden,  so  gelten  die  Geraden  ß  und  ß,,  da  jede  d' 
der  Fläche,  nämlich  durch  Punkte  auf  a  und  «j  gel 
neue  Punkte.  Ein  unebenes  Vierseit,  das  ganz 
enthalten  ist,  zählt  also  für  acht  Punkte  der  ] 

Da  für  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  eines  Pa 

\A     B    C  \ 

A,  —  Lff    D    .£     =  0, 

\  C    E    f\ 

so  kann  auf  Grund  dieser  Gleichung  einer  der  Coefl: 

andem  ausgerechnet  werden;  man  bedarf  daher  zur  Bt 

emes  Punktes  weniger  als  im  allgemeinen  Falle.     Wii 

boloid    ist    durch    acht  Punkte    bestimmt     Ei 

boloid  ist  durch  ein  unebenes  Vierseit  bestim 

Um  das  Paraboloid  zu  construiren,  auf  welchen 
Geraden  a,  ß,  a, ,  ßj  liegt,  bemerken  wir,  dass  eine  As 
Geraden  a  und  a, ,  die  andere  parallel  ß  und  ß,  ist 
Systems,  zu  welchem  ß  und  ß,  gehören,  die  beide 
andern  Systems  schneiden  und  der  letzteren  Asympt 
erhält  man  das  ganze  Paraboloid,  wenn  man  eine  G 


DF^  0. 
;  Gleichung 


chaligen  Hyperboloide  liegen  keine 

inkt  eines  einschaligen  Hyperboloids 

if  der  Fläche  ziehen. 

ischaligen  Hyperboloids  gehenden  Geraden 

diesen  Punkt 

|S  +  fn*  =  0, 

dem  Asymptotenkegel  liegt.  Da  nun  die 
Mantellinien  des  Asymptotenkegels  mit  dem  Hyperboloid  unendlich  ferne  Punkte 
gemein  haben,  und  da  ferner  zwei  Gerade,  die  im  unendlich  Femen  sich  unter 
einem  verschwindend  kleinen  Winkel  schneiden,  parallel  sind,  so  folgt  der  Satz: 
Die  Geraden  eines  einschaligen  Hyperboloids  sind  paarweis  parallel. 
5.  Wie  beim  hjrperboli sehen  Paraboloide  (No.  2),  so  tiberaeugt  man  sich 
auch  hier,  dass  jede  Ebene,  die  durch  eine  Gerade  g  eines  Hyperboloids  gelegt 
mni,  die  Fläche  in  einer  zweiten  Geraden  ^  schneidet,  und  Tangentenebene  der 
Fläche  in  dem  Schnittpimkte  /*  der  Geraden  ^  und  Ä  ist;  sowie,  dass  durch 
jeden  Punkt  F  des  Hyperboloids  eine  Gerade  i  desselben  geht,  welche  die 
Gerade  g  schneidet.  Die  zweite  Gerade  ^, ,  die  ausser  A  durch  J'  geht,  kann 
die  Gerade  g  nicht  schneiden;  denn  sonst  würden  die  drei  Geraden  g,  h,  f,  auf 
einer  Ebene  liegen,  diese  Ebene  würde  also  mit  der  Fläche  ein  Gebilde  dritter 
Ordnung,  nämlich  den  Verein  der  drei  Geraden  g,  h,  g^,  gemein  haben  —  im 
Widerspruche  mit  der  Thatsache,  dass  eine  Ebene  mit  einer  Fläche  n.  O.  nur 
ein  Gebilde  zweiter  Ordnung  gemein  hat  Sämmtliche  Gerade  eines  einschaligen 
Hyperboloids  zerfallen  also  in  zwei  Systeme:  in  solche,  die  eine  gegebene  Gerade 
g  der  Fläche  schneiden,  und  in  solche,  die  g  nicht  schneiden;  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  geht  von  jedem  der  beiden  Systeme  eine  Gerade.  Zwei  Gerade 
h  und  h■^ ,  welche  g  schneiden,  köiwen  sich  ebenfalls  nicht  schneiden,  da  sonst 
das  Drdeck  der  Geraden  h,  k^,  g  auf  der  Fläche  liegen  würde.  Jedes  der 
beiden  Systeme  von  Geraden,  die  auf  einem  einschaligcn  Hyperbo" 
leide  liegen,  enthält  also  solche  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden, 
während  jede  Gerade  des  einen  Systems  von  jeder  Geradendes  andern 
Systems  geschnitten  wird. 

Da  jede  durch  eine  Gerade  eines  Hyperboloids  gelegte  Ebene  die  Fläche 
i  einem  Punkte  dieser  Geraden  berührt,  so  hat  man  den  Satz:  Es  gtebt  zwei 
£  f Sterne  von  EbenenbUscheln,  deren  Ebenen  sämmtHch  Tangenten- 
(JSDen  eines  einschaligen  Hyperboloids  sind;  jede  Tangentenebene 
les  Hyperboloids  gehört  zu  zwei  Büscheln  verschiedener  Systeme! 
lie  Träger  dieser  Systeme  von  Tangentialebenen-Büscheln  sind  die 
leiden  Systeme  von  Geraden  des  Hyperboloids. 


iSo  Analytisch«  Geometrie. 

6.  Durch   drei  Gerade  g,,   g^,  g^,    die   nich 

liegen,  ist  ein  Hyperboloid  bestimmt,  denn  diese  G 
gleichbedeutend  mit  neun  gegebenen  Punkten,  de 
raden  liegen.  Die  Geraden  ^,,  g^,  gg  schneiden  si 
demselben  Systeme;  es  werden  daher  alle  drei  vor 
Systems  geschnitten.  Da  nun  durch  jeden  Punl 
Gerade  gelegt  werden  kann,  welche  g^  und  g^  seh 
Gerade  A  sich  so  bewegt,  dass  sie  in  allen  Ü 
Gerade  f,,  ^j,  gj  schneidet,  so  beschre 
Hyperboloid;  die  verschiedenen  Lagen  vor 
einen  Systems,  die  Geraden  f,,  g^,  g^ 
Systeme. 

Durch  ein  unebenes  Vierseit  und  einen  Punkt 
boloid  bestimmt  Die  Geraden  des  Hyperboloids, 
Geraden,  welche  die  Gegenseiten  des  unebenen  V 

7.  Die  Gerade  fi,  die  durch  einen  Punkt  P 
Geraden  g^,  g^  schneidet,  wird  dadurch  erhalten. 
Ebenen  T  und  V  projicirt,  die  durch  g^  und  g^ 
dieser  Ebenen  ist  die  gesuchte  Gerade. 

Rückt  nun  P  auf  f ,  fort,  so  beschreiben  die 
zwei  EbenenbUschel,  welche  die  Träger  g^  und  , 
aus  lauter  Tangentenebenen  der  Fläche  bestehen, 
reihe  auf  h,  die  sie  projiciren,  und  mithin  auch  ui 

Wir  sehen  daher:  Je  zwei  zu  demselben 
von  Tangentenebenen  eines  einschaligen 
hyperbolischen  Paraboloids,  auf  welches  man  dei 
kann)  sind  projectiv;  und  zwar  entsprechen 
dieselbe  Gerade  des  andern  Systems  enlh 
Büschel  des  andern  Systems  bilden. 

Man  kann  die  Gerade  g,  durch  irgend  ein 
Systems  ersetzen;  g  wird  von  allen  Geraden  h  dt 
in  jedem  Punkte  von  g  treffen  sich  also  zwei  ents] 
deren  Träger  g^  und  g^  sind;  mithin  werden 
selben  Systeme  gehören,  von  den  Gerade 
projectiyen  Punktreihen  getroffen,  und  z 
Punkte,  die  auf  derselben  Geraden  des  an« 

8-  Umgekehrt  schliesst  man  leicht:  Der  ( 
zweier  entsprechenden  Ebenen  zweier  pi 
"deren  Träger  nicht  auf  einer  Ebene  lie 
Hyperboloid  oder  ein  hyperbolisches  Para 

Denn  sind  in  den  beiden  Büscheln  die  Ebene 
und  sind  die  Gleichungen  von  T,  und  T^' 

T^  SB  ajT^   +  i7j  Tj  =  0 ,       7",'  —  6 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  entsprechenden  E 

T=i.,aiTi  +  X^a^Tj  =0,       r  =  X, 

Die  Schnittpunkte  beider  Ebenen  genügen  < 
Elimination  von  \^  und  i.^  ^^^  7"  =  0  und  T"  = 

dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 


:itcr  Oidnung.     Kieiss 

isches  Paraboloid  i 
inien  je  zweier  ent; 
laher  schneiden  j 
liarallelen  Geradt 
ntsprechende  Stral 
auf  einer  Ebe 
entsprechende 
nicht  auf  £■  liej 
)jicirt  5  und  S' 
hende  Ebenen 
nes  hyperbolisc 
it  parallel  zu  E,  < 

äger  die  entspi 
rbinden  (die  nie 
sinschaliges  Hy 

eiden  Reihen 
,   und  ist 

A'  +  i.-?.'. 

den  Punkte 
',P,'  +  l^i^Pj'  = 
ie  Punkte  gehen, 
i,   aus  /■  =  0  u 


in  Ebenencoordir 
Ie  Fassung  geben; 
ende  Punkte  zv 
jectiven  Punktreihen  verbinden,  deren  Träger  nicht  auf 
Ebene  liegen,  ist  ein  einschaliges  Hyperboloid;  die  Gerade 
das  eine  System  von  Geraden  des  Hyperboloids,,  die  T 
beide»  Punktreihen  gehören  zu  dem  anderen  Systeme. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  we 
enthalten,  unter  der  Bezeichnung  Regelflächen  zweiten  Grades 
gefasst  werden. 

§  9.    Schnittcurve  und  Schnittpunkte  von  Flächen  zweiter  C 
Kreisschnitte. 
I.    Die  Schnittpunkte  zweier  Flächen  II.  O.   genügen  den  Gleic 
beiden  Flächen 

/^Ax'+2Bxy-i-..  .+2/«+-^=0  undg^A'x»  +  iß'xj>  +  . .  .-hH/ 
eUrainirt  man  der  Reihe  nach  x,  y  und  a  aus  diesen  Gleichungen,  so 
die  Gleichungen  der  drei  Projectionen  der  Schnittcurve  der  beidt 
diese  drei  Gleichungen  sind  vom  vierten  Gerade;  die  Project 
Schniltcurven  zweier  Flächen  IL  O,  sind  also  Curven  vit 
ning.  Um  die  Coordinaten  der  Punkte  zu  erhalten,  in  denen  die  i 
i  I  Flächen  /  und  g  von  einer  £bene 

T  ^  MX  +  ny  -^  ps  +  ^  =  0 


^^  Ordnung.     Kreitsct 

wählte  Punkte  1 
dieser  Curve.  ] 
ist,  gehen  beide 
irch  diese  Punkte 
,  C  identisch.  Du 
g  viele  Flächei 
Büschel,   dessei 

;inein,  so  schneide 
;bene  E,  die  durc! 
jede  in  einer  realei 
:ser  beiden  Gerad 
t  sich  E  um  die  < 
Flächen  ausserha 

:h  drei  Punkte  gei 

weier  Flächen  II. 
ie  Flächen  den  di 
einander  gemein; 
Le  gel  schnitte,  der 
mitte  identisch.     ^ 

__..      .    _,    .  - ,      „  ,       -+-  "i-B^xy  +  .  .  .  ■ 

die  Gleichungen  der  Flächen  in  Bezug  auf  dieses  System,  so  muss  die  S 
I  =  0  in  /  und  g  auf  Gleichungen  führen,  die  gleichbedeutend  sind 
nur  um  einen  constanten  Faktor  von  einander  abweichen.  Ist  n  dies 
so  hat  man  daher 

Ax*  +  IBxy  +  Dy^  +  IGx  +  IHy  -¥  K=  n  {A^x^+2B^xy+D^y^  -t 
Bildet  man  die  Differenz  / —  ng,  so  erhält  man 
f-ng^z{i{C-C,)x  -h  2(£-Ä,)>'  +  {F~F^)z  +  2C/- 
Die  Punkte,  welche  /  ='  0  und  ^  ^  0  erfüllen,  und  für  welche  ni 
ist,  genügen  somit  der  Gleichung 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  bestimmten  Ebene;  je  nachdem  di 
/  und  g  in  einem  realen  oder  imaginären  Kegelschnitte  trifift,  haben  i 
Flächen  ausser  dem  auf  T  liegenden  Kegelschnitte  noch  diesen  rt 
imaginären  Kegelschnitt  gemein;  die  Ebene  7",  dieses  Kegelschnitts 
real.  Wir  schliessen  daher:  Wenn  fünf  Schnittpunkte  1,  2,  3,  4, 
Flächen  II.  O.  auf  einer  Ebene  T  liegen,  so  zerfällt  die  Seh: 
der  beiden  Flächen  in  zwei  Kegelschnitte;  der  eine  auf  T 
isi  durch  die  Punkte  1  .  .  5  bestimmt,  derandere  kann  real  oder 
se  n;  die  Ebene,  die  ihn  enthält,  ist  auch  im  letzteren  Falle 

Oder:    Wenn  zwei  Flächen  II,  O.  einen  Kegelschnitt  gemei 
,    so  haben  sie  noch  einen  realen  oder  imaginären  Kegelschniti 
dessen  Ebene  stets  real  ist. 

Bezieht  man  die  Flächen  /  und  g  auf  ein  beliebiges  Coordinatens] 
ha   man  dabei  u.  A.  die  Substitution  auszuführen 

X  =  ax'  +  ^y  4-  fg', 


e  von  Fliehen  zweiter  Ordnung.     Kieissc! 

ng;   diese  acht  Punkte  dürfen  nicl' 

sein;  durch   acht  Schnittpunk 
iele  Schnittcurven  zweier  Fläc 
es  Ebenen  giebt,    die  eine  Fläche 
en  hierzu  zunächst  folgenden  Satz: 
;  n.  O.  in  ähnlichen  Kegelsch: 
;n  Schnittebenen  zur  A^F-Ebene  eir 
r  Fläche  in  Bezug  auf  dieses  SysCei 
\Bxy  -1-  .  .  +  A"=  0, 
Ispur  dieser  Fläche 
'»  +  IGx  -k-  'ilfy  +  K  =  0. 
ider  eine  Hyperbel,  oder  besteht  si 
lehmen  wir  die  beiden  Symmetriei 
;  die  Gleichung  der  Spur  die  Forr 

Dy^  -{-  K  =  Q. 
liglich  des  neuen  Systems  ist  dabei 

+  2£>s  +  Fz*  -+■  ^Jt  -^  K  = 
^K-Ebene  und  von  derselben  um  . 
'urve,  deren  Gleichung  ist 

2£>'»c  +  Fss^  +  2/«o  +  K  = 


c^H  ^'*' 


^)- 


DU- 


^)'--. 


Wz^  —  %Jz^  —  K. 

I  Kegelschnitte  an,  dessen  Achsen  i 
ttelpunkt  die  Coordinaten  hat  %  ^  ■ 
isen    n,     und    b^     dieses    Kegelscl 

man  hat  demnach 

1  =  v':ö  :  1^4 ; 

it  also   fUr  alle  parallelen  Schnitte 

nlich  und  haben  parallele  Achsen. 

Parabel,  so  wähle  man  die  Achsi 
illpunkte;  die  Gleichung  1.  geht  da 

+  %Gx  =  0; 
h  des  neuen  Systems  ist  daher 
\Eys  +  Fz^   +  ^Gx  +  27*  =  ' 
;r  Ebene  »  =  «o  hat  die  Gleichunf 
i„  4-  Fz$  +  2G*  -h  2/^0  =  0 

A*"*"  2^{G+C«„)  ) 

abel,  deren  Achse  der  Achse  der  S| 
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chtet,  in  ein  Geradenpaar  zerfallen, 


einlacher  Reduction 


I 


•  i(i-i).-i(i-iV-(4-i)(i-i)-- ■ 

Sieht  man  r  als  gegeben,  die  Coordinaten  e  und  /  als  unbestimmt  an,  so 
e^ebt  sich  hler.-us  der  Satz:  Die  Kugeln  mit  gegebenem  Radius  r,  die 
einen  Kegel  II.  O.  in  Kreisen  schneiden,  haben  ihre  Centra  auf  einer 
Ellipse,  die  auf  einem  Hauptschnitte  liegt 

Aus  3.  ergiebt  sich  für  den  Winkel  et,  den  die  Kreisschnittebenen  des  Kegels 
mit  der  A^K-Ebene  bilden 


...=  .y(^-i):(^.±)  = 


'   <!»  +  <:»• 

\  Die  KreisschniCte  des  Kegels  II.  O.  sind  rechtwinkelig  zu  dem 
Haaptschnitte  des  Kegels,  dessen  Mantellinien  den  kleineren  Winkel 
mit  der  Kegelachse  bilden,  und  bilden  gleiche  Winkel  (90°  — a)  mit 
der  Achse. 
^  13.  Kreisschnitte  des  Ellipsoids.  Ist  k  ein  Kreis  auf  einem  Ellipsoide, 
so  1^  man  eine  Ebene  parallel  zu  k  durch  das  Centntm  des  Ellipsoids.  Diese 
Ebene  schneidet  das  Ellipsoid  ebenfalls  in  einem  Kreise,  und  durch  diesen  Kreis 
kann  man  eine  Kugel  legen,  deren  Centrum  in  das  Centnim  des  Ellipsoids  fallt 
Um  also  die  Kreisschnitte  des  Ellipsoids  zu  finden,  hat  man  die  Kugeln  aufzu- 
suchen, die  mit  dem  Ellipsoide  concentrisch  sind  und  dasselbe  in  zwei  ebenen 
Curven  schneiden.     Die  Gleichungen  des  Ellipsoids  und  der  Kugel  sind 


^=^+^  +  ^-1=0,      S^  x^  - 
a*        **        c' 

Die  Determinanten  A  und  A,  der  Function /- 


=  0. 


Die  Gleichungen  i  =  0  und  i,  =  0  haben  die  gemeinsamen  Wurzeln 


Für  diese  erhält  man 

SCHLOBOUH,  Handbuch  der  UuliafiiAtili.    1 
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drei  Cylinder  ü.  O.,  welche  durch  die 
erden  können;  ihre  Manteilinien  sind  der 
larallel.  Setzen  wir  voraus,  dass  a  >  i,  so 
er  zweite  und  dritte  hingegen  sind  elliptisch. 
Sbenenpaar  ausarten,  und  zwar  tritt  dies  ein, 


(  1 


i)' 


die   durch   die  X-Achse  gehen,   und  deren 
:  sich  ergeben  aus 


ide  giebt  es  zwei  Systeme  von  Kreis- 
schnitten; die  Ebenen  derselben  sind  normal  zu  dem  hyperbolischen 
Hau^tschnitte,  der  die  kleinere  Hauptachse  hat  und  sind  gegen  den 
elliptischen  Hauptschnitt  gleich  geneigt. 

14.  Kreisschnitte  des  zweischaligen  Hyperboloids.  Da  die  durch 
das  Centrum  gehenden  Ebenen,  welche  die  Fläche  treffen,  dieselbe  in  einer 
Hj^rbel  schneiden,  so  geht  kein  realer  Kreisschnitt  durch  das  Centrum,  wir 
haben  daher  die  Kugel  S  in  allgemeiner  I-age  vorauszusetzen.  Die  Gleichungen 
des  Hyperboloids  und  der  Kugel  seien 


.f  =  - 


'  ^s  ' 


I 


=  0, 


FUr  die  Function  F — nS  hat  man  die  Determinanten 


Die  Wurzeln  der  Gleichungen  i,  =  0  sind 


Für  diese  Werthe  von  n  geht  die  Determinante  A  über  in 

-  ä  (ii  +  Jä)  (^  +  i>) .       b«-    4r  (ji  +  Ja)  (/ä  -  p)  ■ 

Soll  einer  dieser  drei  Werthe  verschwinden,  so  muss  entweder   *  ^  0,  oder 
=  0,  oder  g  -^ü  sein.    Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man  die  Gleichungen  : 


-(Vi'V-fe^)" 


:r  Klasse  umschrieben  is 


!)■ 


=  0  ist,  muss  also  f  =  0  oder  / 


Wurzel    der  Gleichungen  4^0   und 
0  sein.     Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 


Diese  Gleichungen  sind  die  Gleichungen  von  Cylindem,  deren  Achsen 
parallel  der  ^-Achse,  bez.  der  F-Achse  sind;  setzt  man  a  >  b  voraus,  so  ist  1.  ein 
hi'perbo lischer,    2.  ein  elliptischer  Cylinder.    Nur  der  erstere  kann  für  besondere 


Werthe  von/,  g  und  r 


s 


1  Ebenenpaar  ausarten,  i 

/ 


r  tritt  dies  ein,  wenn 


Diese  Gleichung  giebt  entwickelt 

rO-^>-0-^)(.-fy- 


1 


Hieraus  erhält  man  nach  einfacher  Umrechnung  die  Gleichung 
/■  +  2(»  -  i){g  -  '''  ^  "')  -  0. 


Für  einen  gegebenen  Weith  r  ist  dies  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren 
Achse  mit  der  Z-Achse  zusammenfällt,  die  sich  in  der  Richtung  der  negativen 
Z-Achse  erstreckt,  deren  Parameter  gleich  der  Differenz  (a  —  i)  ist  und  deren 
Scheitel  die  Ordinate  hat  «  =  (r*  +  a»)  :  a . 

Wählt  man  nun  /,  g  und  r  der  Gleichung  3.  gemäss,  so  zerfällt  der  Cylinder 
1.  in  zwei  Ebenen,  die  der  XAchse  parallel  sind,  und  für  deren  Winkel  a  mit 
der  ^y-Ebene 

'-  =  -i/FlH  =  -^^- 

Im  elliptischen  Paraboloide  giebt  es  also  eb< 
von  Kreisschnitten;    dieselben    sind    normal   zu 
Hauptschnitte,  der  den  kleineren  Parai 
die  A"y-Ebene  gleich  geneigt. 


falls  zwei  Systeme 
iu  dem  parabolischen 
nthält,  und  sind  gegen 


g  10.    Die    abwickelbare  Fläche,    die    zwei  Flächen   zweiter  Klasse  um- 
schrieben   ist.     Gemeinsame    Tangenten  ebenen    dreier    Flächen    zweiter 
Klasse.    Umschriebene  Rotationskegel. 

I.   Die  Coordinaten  der  Ebenen,  welche  zwei  Flächen  n.  Kl, 
1.  9  =  Au^     ■+■  %Bvv    +  .  .  .  +  %Jw    +  Ä"   =  0, 

1  4.  =  ^,«>  +  2.ß,»w  +  .  .  +  2/,»  +  Ä"!  =  0 

»gleich  berühren,  genügen  den  beiden  Gleichungen  9  ^  0  und  ■}!  =  0. 

Eliminirt  man  z.  B.  -w  aus  1.  und  2-,  so  erliält  man  eine  Gleichung  vierten 
Gades  in  u  und  V,  betrachtet  man  diese  Gleichung  als  die  eines  Gebildes  in 
dr:r  A'F-Ebene,  so  erkennt  man:  Die  Spuren  der  Ebenen,  die  zwei  Flächen 
D  Kl,  berühren,    umhüllen    in   jeder   Coordinatenebene    eine   Curve 


.  Fliehen  Eweilei  Kbsse  umschrieben  is 


«95 


ieiten  des  Polygons,  und  lässt  von  jeder 
Schenkeln  eingeschlossenen  Winkel  sowie 
man  die  beiden  Scheitelwinkel  wegnimmt, 
sehnet  ungleichsinnig  sind,  so  erhält  man 

le  geeignet  gewählte  Ebene  ist  von  dem 
Polygone  J^,',  F^' ,  /*,',  F^  .  .  .  begrenzt,  so  dass  der  von  dem  Polygone  ausge- 
schlossene Theil  der  Projectionsebene  von  der  Protection  der  Fläche  bedeckt 
wird,  während  die  innerhalb  F^' ,  F^'  .  . .  liegenden  Punkte  nicht  Projectionen 
von  Punkten  der  Fläche  sind. 

Sind  die  auf  einander  folgenden  Werthe  »,,  Uj,  »,,  «,  .  .  .  nur  wenig  von 
ooander  verschieden,  so  unterscheiden  sich  auch  die  Stellungen  der  Ebenen 
Tj,  7", ,  T",,  T^  .  .  nur  wenig  von  einander.  Gewisse  Ausnahmestellen  abge- 
rechnet, ist  daher  der  Flächenwinkel,  der  an  dem  positiven  Theile  der  von  Fi 
sich  eretreckenden  Geraden  d-i,  ,•  liegt,  sowie  dessen  Scheitelwinkel,  der  an 
dem  von  P,--~\  sich  erstreckenden  negativen  Theile  derselben  Geraden  liegt,  nicht 
viel  von  einem  gestreckten  Winkel  verschieden;  dagegen  ist  der  Flächen  Winkel, 
der  an  der  Kante  /*,-— i  Fi  liegt,  als  Supplement  eines  nahezu  gestreckten 
Winkels,  ein  sehr  kleiner  Winkel;  das  Polygon  F^,  F^,  F„  .  .  .  erscheint 
daher  als  eine  scharfe  Kante  der  Fläche. 

Denkt  man  sich  die  Fläche  entlang  des  Polygons  F^,  F^,  F^  .  .  .  zer- 
schnitten, so  zerfällt  die  Fläche  in  zwei  getretmte  Mäntel,  die  gleich  und  ähnlich 
sind;  zu  jedem  Mantel  ge-  Cj^ 

hört  von  jeder  Ebene  nur 
noch  ein  Winkelfeld.  Zer- 
sclmeidet  man  einen  solchen 
Mantel  entlang  einer  Ge- 
raden, z.  B.  (?ij,  so  kann 
man  die  auf  7",  folgende 
Ebene  7*,  um  fPj,  drehen, 
bis  sie  mit  T^  zusammen- 
^t  und  die  vorhandenen 
Winkelfelder  von  7",  und  r,  , 
nicbt  auf  einander  liegen. 
Verfahrt  man  ebenso  mit 
jeder  folgenden  Ebene,  erst 
mit  7\ ,  daiui  mit  7\  u.  s.  w., 
so  wird  dadurch  der 
ganze  Mantel  derFläche 
in  eine  Ebene  ausgebreitet. 

Lässt  man  u  nun  alle  realen  Werthe  von  —  »  bis  +  <»  stetig  durchlaufen, 
so  geht  das  unebene  Polygon  F^,  F^,  F^  ...  in  eine  Raumcurve  Über;  die 
Geraden  der  Fläche  werden  zu  Tangenten  dieser  Curve,  da  sie  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  der  Curve  verbinden;  die  Winkel  unter  denen  die  beiden  Mäntel 
entlang  der  Curve  F  sich  treffen,  werden  verschwindend  klein;  die  Eigenschaft 
beider  Mäntel,  sich  in  eine  Ebene  abwickeln  (ausbreiten)  zu  lassen,  bleibt  be- 
stehen. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  in  eine  Ebene  abwickelbare 
Fläche  von  dem  eben  beschriebenen  Typus  ist;  denn  eine  solche  Fläche  ist  noüi- 
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5  andere  Fläche  zweiten  Grades  berühren, 

n  ist 

4-   .  .  .   -t-   2/,»  +  ^,   =  0, 

g  2.  genügen;  setzt  man  diese  Werthe  ein, 

7.'  +  A//"  +  -Si/r'/.'  +  Pxf'^ 

les  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y,  z; 
len  Tangentialebenen  der  Flächen  /  ^  0 
en  also  noch  auf  der  durch  die  Gleichung 
nso  beweist  man  den  analogen  Satz:  Die 
;  11.  O.  längs  einer  auf  ihr  liegenden 
en  noch  eine  Fläche  11.  O.;  denn  der 


h  .  . 

.  +  2/w  + 

K  = 

0 

tot  die 

Gleichung 

B   + 

t™' 

'  •  10    +    <pr' 

=  Ü 

<i. 

'  ^  Bu  + 

Bv 

4- 

Hw 

f. 

fr 

»-<?«  + 

Hv 

+ 

fw 

nach 

loch  eine  zweite  gegebene  Fläche  zweiten 

1-  ...  -1-  2/,«  +  Ä",  =  0, 
50  müssen  die  Werthe  4.   der  Gleichung  5.  genügen;    man  erhält  also  flir  die 
u,  V,  w  die  Bedingungsgleichung 

^,9.'»  -f-  2-5,9.'<po'  +  2C,9»'ip„,'  +  ^if"'^  +  2£,ipt'9„'  +  J^i<^J* 

—    2C,ip,'<pr'  —  ilfi<f„'fr'   —   2/(p„'ip','   +  Kifr''    =    0. 

Diese  Gleichung  ist  zweiten  Grades  in  a,  v,  w;  alle  Ebenen,  welche  die 
Fläche  f  längs  ihrer  Schnittcurve  mit  der  Fläche  /  bewähren,  sind  daher  auch 
Tangentenebenen  der  Fläche  6. 

6.  Die  abwickelbare  Fläche,  die  zwei  Flächen  U.  Kl.  umschrieben 
ist,  ist  unzählig  vielen  Flächen  11.  Kl.  umschrieben.  Denn  die  Ebenen, 
welche  die  Flächen  ip  =  0  und  tji  =  0  berühren,  berühren  auch  alle  Flächen, 
deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 

wobei  Ä,   und  Xj  zwei  Zahlen  von  beliebigem  Verhältniss  bedeuten. 

Wir  schliessen  daher:  Auf  einer  zwei  Flächen  IL  Kl.  umschriebenen 
abwickelbaren  Fläche  giebt  es  unzählig  viele  Raumcurven  IV.  O.  1.  Sp. 
Und  dem  entsprechend:  Durch  die  Punkte  einer  Raumcurve  IV,  O.  1.  Sp. 
gehen  unzählig  viele  abwickelbare  Flächen  IV.  Kl.  1.  Sp. 

7.  Wenn  die  Fläche 

1  Au>   +  2Buv  +  2Ciiw  +  .  .  .  +  2Äi<  +  2/w  +  X=  0 
V >n  acht  gegebenen  Ebenen  T^,  Tj  .  .  .  Tg  berührt  wird,  so  ist 

2  ^B»+25»,i',+2C«,«',+i?i.,"+2£'»,w,-t-.^K'?+2G'w,-f-2Äi',-t-2/M',+Ä'=0, 

3  Aul+1£u^Vt+ +2/a',+Ä:=0, 

4  Aul-\-2BujV^+ 4-2/a'j+^=0, 

9  ^»5"+2ÄgZ'g+ +2/a'8+AVÜ. 
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timmte  Zahlen  H,  J,  K  auf;  für  jeden 
3.  eine  Fläche  II.  O.  dar,  die  von  den 

0,  u>  ^  0  werden,  wie  man  sieht,  von 
erfüllt,     Ausser  diesen  sieben  Ebenen 

8)  noch  eine  d  rch  den  Verein  der 
Ute  achte  Tangentenebene  gemein;   wir 

die  von  sieben  gegebenen  Ebenen 
chte  gemeinsame  Tangentenebene, 

enen  eindeutig  bestimmt  ist. 
:ht  Ebenen  ist  eine  abwickelbare 
itimmt,  wenn  dieselben  nicht  ein 
enen  dreier  Flächen  II.  O.  bilden 
m  Kegel  II.  O.  eingeschrieben  sind,  so 
velchem  die  Z-Achse  durch  die  Spitze 
ie  Gleichung  der  Kegelspitze,  so  müssen 
mgen  der  beiden  Flächen 

...     -*-  2/«/    +  K  =Q, 

+  2/,«'  + JiT,  =  0 

lien,  geometrisch  gleich  bedeutend  sein, 
1er  Spitze  w  ^  iv^  aus  umschriebenen 
:ahl  m  gilt  also  die  Idendtät 

DyV^  +  lE^viti^  +  FyW^  +  2ff,« 

hungen 

H—  mH^  =  —  {E  —  m£,)w^, 
>«V-2(/-/«/,)H'o. 
Mipj,  SO  erhält  man  in  Rücksicht  auf 

i)vw  +  (F—mFi)w'—2lC^mCt)wQU 
„    „_    .    _,,        _„__  -(7^-«^,)'^c?-2(/-«/,)a'o 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  fUr  alle  Ebenen,  welche  zugleich  die  Fläche  <f 
und  !p,  berühren,  entweder  w  =  a/u  oder 

ist;  und  dass,  umgekehrt,  alle  Ebenen,  die  den  Gleichungen  P  ^=  0  und  ip  =  0 
genügen,  auch  die  Gleichung  9,  =  0  erfüllen.  Dies  lehrt,  dass  die  beiden 
Flächen  f  und  ip,  noch  einem  Kegel  II.  O.  eingeschrieben  sind,  dessen  Spitze 
die  Gleichung  F  =  Q  hat.  Wenn  also  zwei  Flächen  II.  Kl.  <f  =  0  und 
^  =  0  einem  Kegel  II.  O.  eingeschrieben  sind,  so  sind  sie  noch  einem 
zweiten  Kegel  II.  O.  eingeschrieben;  es  giebt  dann  eine  bestimmte 
Zahl  m,  für  welche  die  Differenz  -^  —  m^  in  das  Produkt  zweier 
linearen  Functionen  zerfällt,  die  einzeln  gleich  Null  gesetzt  die 
Gleichungen  der  beiden  Kegelspitzen  ergeben. 


:t  Klasse  omschrieben  it 


g  von  /"n    erfüllt,    sobald    a  =  E 


Ist  /  keine  Kugel,  so  kann  den  Gleichungen  3.  genügt  werden,  wenn  /  =  0 
ist;  in  diesem  Falle  geht  der  Tangentenkegel  in  die  Berührungsebene  der 
Fläche  /  im  Punkte  /'^  über,  und  diese  kann  man  in  der  That  als  eine  Rotations- 
fläche ansehen.  Abgesehen  hiervon  kann  den  Gleichungen  3.  nur  dadurch 
Kenügt  werden,  dass  zwei  von  den  drei  Coefficienten  £,  C,  E  verschwinden  und 
dritte  von  Null  verschieden  ist.     Nehmen  wir  zunächst 

^  =  C  =  0,       £  ^  0,       also  aro  =  0. 
Nach  §7  No.  ISistalsdann  1.  eine  Rotationsfläche,  wenn  {D—Äj:E=E:{F~Ä); 
t  man  :Cq  =  0  in  2.  ein,  so  erhält  man  aus  dieser  Proportion 

[»-»)/.  -PV.'llft-»)/.  -i'«.')l  -  t'-:'y,''.'  -  0. 

Rechnet  man  die  linke  Seite  aus  und  unterdrückt  den  Faktor  /^ ,  so  ergiebt 


Die  Annahmen  B  =  E  =■  ü,   bez.  C=  E  =  0  führen  in  derselben  Weise 
die  Spitzen  der  umschriebenen  Rotationskegel  auf  die  Gleichungen 

«        '     Y  — «  "      i~  r^ 

Dies  sind  die  Gleichungen  dreier  in  den  Co ordinaten ebenen  liegenden  der 
Flache /=0  zugeordneten  Kegelschnitte;  man  bezeichnet  sie  als  die  Focal- 
kegelschnitte  der  Fläche/ 

13.  Wir  stellen  nun  die  Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  des  Eltipsoids 
und  der  beiden  Hyperboloide  der  Reihe  nach  auf  und  entscheiden  über  die 
Realität  der  von  ihren  Punkten  aus  der  Fläche  umschriebenen  Rotationskegel. 

A.  Für  das  Ellipsoid  ist  a=l:a»,  p=l:is,  ■\=l:c^.  Die 
Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  sind  daher 

-^ i  +  .i  "    ^9  —  1=0,         .  ""     ,,  +    .   '     ,;  —  1  =  0, 

Setzen  wir  a  >  6  >  c  voraus,  so  sind  dies  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 
einer  imaginären  Ellipse,  einer  realen  Hyperbel  und  einer  realen  Ellipse. 
Die  letztere  liegt  ganz  im  Innern  des  Ellipsoids,  daher  können  von  ihren  Punkten 
aus  reale  Kegel  nicht  um  die  Fläche  gelegt  werden.  Der  Ort  der  Spitzen 
der  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  umschriebenen  realen  Rotations- 
kegels ist  der  Theil  der  in  der  Ebene  der  grössten  und  kleinsten 
Achse  enthaltenen  Focalhyperbel,  der  ausserhalb  des  Ellipsoids 
liegt  Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  und  des  Ellipsoids  sind  die  Kreispunkte 
des  letzleren. 

B.  Für  das  einschalige  Hyperboloid  ist  et  =  1;«',  p=  1:6*, 
T  =  —  1  :  f*.     Die  Gleichungen  der  Focalkegelschnitte  sind  daher 


:ii  zweiter  Klasse  umschrieben  ist 

auf  Xq  =  jiq  =  0,    also 
muss  A  =  D  =  F  sein; 
uuiguug  isi  lur  Keinen  nioKi  aer  ^-Acnse  erfüllbar. 

Die  Parabeln  2.  und  3.  werden  als  die  Focalparabeln  des  P 
/  =  0  bezeichnet 

16.  Für  ein  elliptisches  Paraboloid  ist  a  =  1  :  ä,  p  =  1  : 
sind  die  Focalparabeln 

y^  =  2(3-a)(«-i<i),       xt  =  2(a-Ä)(5-.iö). 

Wie  man  sieht,  geht  jede  dieser  Parabeln  durch  den  Brennpunkt  < 
Ebene  der  andern  Hegenden  Hauptschnitts  des  Paraboloids;  der  Schi 
dieser  Parabeln  ist  der  Brennpunkt  der  anderen.  Ist  a>  b,  so  liegt 
Parabel  ganz  auf  der  concaven  Seite  des  Paraboloids,  während  die 
Paraboloid  in  zwei  realen  Punkten  schneidet  Dies  ergiebt:  Der  Ort  de 
der  einem  elliptischen  Paraboloide  umschriebenen  realen  R 
kegel  ist  der  auf  der  convexen  Seite  liegende  Theil  der  Focal 
die  auf  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegt,  der  den  kleinst 
meter  hat. 

Für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  a  ^  1  :  a,  ß  =^  —  1  : 
sind  die  Focalparabeln 

Jede  der  beiden  Parabeln  geht  durch  den  Brennpunkt  der  andern 
Scheitel  sind  die  Brennpunkte  des  in  der  Ebene  der  andern  Fe 
liegenden  Hauptschnitts;  keine  der  beiden  Curven  schneidet  das  I 
Wir  erhalten  daher:  Es  giebt  zwei  Systeme  Rotationskegel,  d 
hyperbolischen  Paraboloide  umschrieben  sind;  die  Spitzen  d 
Systems  liegen  auf  der  einen,  die  des  andern  auf  der  andei 
parabel. 

17.  Eine  Parabel  kann  man  als  ein  elliptisches  Paraboloid  an 
welches  i  :=  0  isL  Die  Rotationskegel,  die  eine  gegebene 
enthalten,  haben  daher  ihre  Spitzen  auf  einer  congruenten 
deren  Ebene  normal  zur  Ebene  der  gegebenen  Parabel  ist 
zum  Scheitel  den  Brennpunkt  derselben  und  den  Scheitel  ( 
benen  Parabel  zum  Brennpunkte  hat. 

18.  Für  die  Lage  der  Achsen  der  einer  Fläche  Ü.  O.  umsi 
Kotadonskegel  ergiebt  sich  noch  ein  bemerken» werther  Satz. 

Bei  centralen  Rotationsfiächen  besteht  unter  der  Annahme  C  =  . 
die  Stellungswinkel  der  Symmetrieebenen,  welche  durch  die  Rotationsac 
die  Gleichung  (§  7  No.  13) 

1.  (A~J')eas<t  +  Bcos^  =  0; 
ferner  ist 

2.  {A-~F):B  =  B:(p  —  J!). 

Nun  ist  Hir  einen  der  Fläche  /  ^=  0  umgeschriebenen  Rotationsk 
der  gemachten  Voraussetzung,  und  wenn/  central  ist  (No.  12,  2) 

Aus  der  Proportion  2.  und  der  von  P^  erfllllten  Gleichung  d 
XK-Ebene  liegenden  Focalkegelschnitts  No.  12,  7  folgt 


(« -  7)/o  -  «»V  =  "'i',,^^  ■  V ; 


daher  erhält  man  aus  1. 


:s  Punktes  und  der  Ebene  etc.  305 

m  derselben  das  Tetraeder  abschneidet; 
:itigen  Ecken  gebildete  an  den  Kanten 

er  Ebenen  des  Tetraeders,  so  kann  er 
zunächst  im  Innern  des  Tetraeders  oder  an  einer  der  an  den  Tetraederecken 

■jpnnrii  anliegenden  dreiseitigen  Ecken  liegen;  in  jedem  Falle  liegt  dann  einer  der 

^kf  Punkte  ABCDE  im  Innern  des  von  den  vier  andern  bestimmten  Tetraeders. 

Btenn  nimmt  man  z.  B.  E  im  Innern  der  an  A  gelegenen  Ecke  an,  so  liegt  Ä 
im  Innern  des  Tetraeders  BCDE.    Befindet  sich  hingegen  E  in  einem  der  vier 

I  dieiedugen,  an  den  Tetraederflächen  oder  in  einem  der  sechs  zweieckigen, 
an  den  Tetraederkanten  aussen  anliegenden  Gebiete,  so  liegt  immer  einer  der 
fünf  Punkte  in  dem  an  einem  Dreiecke  des  von  den  vier  andern  bestimmten 
Tetraeders  aussen  anliegenden  Raumtheile;  denn  ist  E  z.  B.  in  dem  an  DC 
li^cenden  keilförmigen  Gebiete,  so  liegt  ofienbar  D  in  Bezug  auf  das  Tetraeder 
ABCE  in  dem  an  EAB  aussen  anliegenden  Gebiete. 

^Wi^  beweisen  nun  folgenden  Satz"    Für  je  fünf  Punkte  A,  B,   C,  D,  E 
des  Raumes  ist 
k  1-  EABC  —  EBCD  +  ECDA  —  EDAB  =  DABC, 

oder,  in  anderer  Anordnung 
kl  ABCD  +  BCDE  -1-  CDEA  +  DEAB  +  EABC  =  0. 

■  Nimmt   man  zunächst  an,   einer  von  den  fUnf  Punkten  liege  im  Innern  des 

■  Tetraeders  der  vier  andern,  und  bezeichnet  diesen  mit  E,  die  andern  mit  A,  B, 
C,  D,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  vier  Dreiecke 

ABC,      BAD,      CBD,      CDA 
von  E  aus  gesehen  in  gleicher  Drehrichtung  erscheinen,  und  zwar  in  derselben, 
»ic  ABC  von  D  aus.     Daher  haben  die  fünf  Tetraeder 

EABC,      EBAD,      ECBD,      ECDA,      DABC 
gleiche  Vorzeichen. 

Nun  ist,  abgesehen  noch  vom  Vorzeichen,  die  Summe  der  vier  Tetraeder, 
welche  die  Seiten  eines  Tetraeders  ABCD  zu  Basen  und  einen  Punkt  im  Innern 
desselben  zur  gemeinsamen  Spitze  haben,  gleich  dem  Tetraeder  ABCD;  man 
hat  daher  die  nun  auch  in  Bezug  auf  die  Vorzeichen  genaue  Gleichung 
3.    EABC  +  EBAD  +  ECBD  +  ECDA  =  DABC.  ^  ^  _ 

Da    nun   EBAD   und  EDAB,    sowie  ECBD   und        /  A         X^ 
EBCD  Permutationen  ungleicher  Klasse  sind,  so  ist  /  *    \ 

EBAD  =  —  EDAB,      ECBD  =  —  EBCD;  I 

indem  man  dies  in  3.  einführt,   erhält  man  1.  und  durch    W- 
geeignete  Permutationen  hieraus  2.  \ 

Um  die   richtige  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  in        \,^    j) 
S.  sicher  und  leicht  zu  treffen,    kann   man  die  fünf  Buch-  -  -  '' 

«abcn  in  der  Reihenfolge  ABCDE  hinter  einander  an  die  («-«W 

Peripherie  eines  Kreises  schreiben.  /       A 

Man  hat  nun,  von  jedem  der  fünf  Punkte  anfangend,  / 
und  immer  in  derselben  Richtung  fortschreitend,  je  vier  auf  js 
einander  folgende  Punkte  aufzuschreiben.  l 

VerUuscht  man  irgend  zwei  benachbarte  der  fUnf  \ 
Bpchstaben,  z.  B.  B  und  C,  so  erhält  man  die  beistehende      \ "  S 

HDlfsfigur,  und  daher  für  die  Summe  2.  die  Tetraeder  ~~ -^ 

ACBD,      CBDE.      BDEA,      DEAC,      EACB .  <"■  ««> 


2;ese 


man  zunächst  den  Punkt  mit  £,  der  in  Bezug  auf  das  Tetraeder 
ABCD  in  dem  an  einer  Seite  anliegenden  dreieckigen  Gebiete 
ICD  diese  Seite,  so  dass  also  E  und  A  auf  verschiedener  «<"'■« 
n  und  EA  die   Ebene  BCD  in   einem  im  Innern  des  D 
Punkte  schneidet,  so  werden  die  Dreiecke  ABC,  BCD, 
y  DBA,  von  E  aus  unter  derselben  Drehr 

t"^  gesehen,  und  zwar  unter  der  entgegengt 

"v  Drehrichtung,   wie  BCD  vom  Punkte 

\  ^  Daher  haben  die  Tetraeder  EABC,  l 

\  ,a£CDA.    EDBA,    ^C^-D  dasselbe  Z 

--\- — '""-       /  Nun    giebt    riicksichtlich    der    ab 

,,-  \"       /  Werthe  die  Summe  der  Tetraeder,  weh 

',      /  in    an  A   liegenden   Seiten  des  Tetrafet 

^  .--ii/  Basen  und  E  zur  gemeinsamen  Spitze 

'  vermindert  um  das  Tetraeder,   welches 

Spitze  und  die  A  gegenüberliegende  St 
Tetraeder  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D.  Daher  gilt  aucl 
rzeichen  die  Gleichung 

BC  +  EDBA  -\-  ECDA  —  EBCD  =  ACBD. 
BD  =  —  ABCD,    EBCD=  —  BCDE,    ECDA=C 
4B,  so  folgt  aus  4.  die  Gleichung  2. 
iliesst  man  wie  im  vorigen  Falle,  dass  die  Gleichung  2.  fi 
fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  gilt. 

e  Gleichung  2.  für  jede  Lage  der  fünf  Punkte  und  für  je( 
;n  gültig. 

ie  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene,  so  ist 
id  man  erhält  daher  aus  1. 
lABC  —  EBCD  +  ECDA  —  EDAB  =  0. 
nogene  Coordinaten  des  Punktes  P  verwenden  wir  die 
bstände  des  Punktes  von  den  Ebenen  eines  Tetraeders 
er  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Ai  gegenüberliegenden 
wird  mit  *,  bezeichnet,  und  *,-  wird  positiv  oder  negativ  ge- 
idem  P  und  Ai  auf  derselben  Seite  der  Aj  gegenüberliegenden 
sich  befinden  oder  nicht.  Für  einen  Punkt  im  Innern  des 
daher  alle  vier  Coordinaten  positiv.  Für  einen  Punkt  in  einem 
lerfläche  aussen  anliegenden  Gebiete  ist  die  auf  dieser  Fläche 
ate  negativ,  die  andern  sind  positiv.  Für  einen  Punkt  in  einem 
aussen  anliegenden  Gebiete  sind  die  Coordinaten  negativ,  die 
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altenden  Tetraederebenen  sind,  die  andern 
;r  Gegenecke  einer  Tetraederecke  gelegenen 
^ativ,  die  auf  den  Seiten  dieser  Ecke  nonnal 
tiv.     Für  keinen  Punkt  des  Raumes  sind  alle 

es  Achsentetraeders  A^J4^J4^A^  mit  A,,  ^,, 
A,  auf  die  gegenüberliegende  Fläche  gefällte 


(      0      0      A4, 
erkante  sind  zwei  Coordinaten  Null;  z.  B.  fUr 
jeden  auf  y^,^,   gelegenen   Punkt   ist   x^=x^^=0.    Für  jeden  Punkt   einer 
Tetraederfläche   ist   eine  Coordinate   gleich   Null;    z.  B.   fllr   die   auf  A^A^A^ 
liegenden  Punkte  ist  x,  ^  0. 

3.   Fttr  jede  Lage  des  Punktes  /"  gilt  die  Gleichung  {No.  1,  1) 
PAfAjA^  —  PAfA,A^  -+-  PA^A^Af  —  PAiA^A^  =  A^A^A,A^. 
Hieraus  folgt 

PAtAtA^  PA^A^Aj  FA^  A^  A^  PA^A^A^ 

A^AtA^A^  "*"  A^A^A^Ai  ~^  A^A^A^A^  "*■  A^A^AjA^  ^  ^' 
Das  Verhältniss  der  Tetraeder  PAiAiA„  :  AiAi,AiA„  ist  numerisch  gleich 
dem  Verhältniss  der  von  P  und  Ai  auf  die  Ebene  A/AiA/  gefällten  Normalen, 
also  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  dem  Verhältnisse  x, :  A,. 

Liegen    nun    P    und  A/    auf  derselben    Seite    von  AtA/At,,    so    ist    sowol 
Pj1kA/A„  :  AjAkAiA^  als   auch  jt,  :  A,   positiv;    und  liegen  P  und  At  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  AkAiA^,  so  sind  beide  Verhältnisse  negativ.    Es  gilt  also 
auch  rUcksichtlich  der  Vorzeichen  die  Gleichung 
2.  PAkAiA^  :  AiAkAiAM  =  x,- :  Ä,. 

Hiemach  folgt  aus  I. 


■■  1. 


Die  vier  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  genügen  also 
der  Gleichung 

Umgekehrt  schliesst  man  leicht:  Wenn  vier  Strecken  dieser  Gleichung 
genügen  so  sind  sie  die  homogenen  Coordinaten  eines  durch  sie 
eindeutig  bestimmten  Punktes. 

i.  Als  homogene  Coordinaten  einer  Ebene  T  verwenden  wir  die 
Quotienten  aus  den  Abständen  der  Ebene  T  von  den  Eckpunkten  des  Achsen- 
dreiecks und  dem  Abstände  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte  C.  Sind 
die  Abstände  der  Ebene  T  von  A,  und  von  C  bez.  f,  und  p,  so  sind  die  Coordi- 
naten von  T  die  Zahlen 

V,  »,  V,  V. 

f  *        P  P  *        P 

Sind  ^1,  Sf,  5j,  5,  die  Spuren  von  T  auf  den  Geraden  A^C,  A^C,  A^C, 
Afi,  so  sind  daher  die  Coordinaten  von  T  den  Verhältnissen  gleich 


n  des  Punlites  und  der  Ebene  c 


CSi 


CA^AtA^{\—u,)—CAiA^A^{l—u{)-i-CA^A^Ai{\—u;)^CA,A^A^{\—Ut)=Q. 

(Löst  man  die  Klammem  auf  und  berücksichtigt,  dass  nach  No.  1,  1 
CAfA^A,  —  CAjA^A^  +  CAjA^A,    —  CA^A^A,  =  A^A^A^A^, 
so  erhiUt  man  zunächst 

CA^AtA^^u^—CA^AiA^•u^  +  CA^A^A,  ■  u,  ~  CA^AiA^   u^  =  AfA^A^Ai. 
,  Da  nun  (No.  3,  2)  CAkAiAm  '•  A,AtA/A„  =  p,  :  A,,  so  folgt  schliesslich 


Wir  haben  daher  den  Satz:     Die  < 
Ebene  rerfüUen  die  Gleichung 
1  Pl„    ^P». 


.Es. 


ogenen  Coordinaten  jeder 


.  ei. 


Umgekehrt  schliesst  man:  Wenn  vier  Zahlen  u^,  u^,  u^,  u,  dieser 
Gleichung  genUgen,  so  sind  sie  die  Coordinaten  einer  eindeutig  be- 
stimmten Ebene. 

7.  Sind  Bi,  B^,  B^  die  Schnittpunkte 
eiuer  Ebene  T  mit  den  Kanten  A^A„ 
A^A^,  A^A^  des  Coordinaten tetraMers, 
und  theilt  ein  Punkt  P  der  Ebene  T  das 
Dreieck.5,.5,f ,  imVerhältnisse» , : » , :  n,, 
änd  femer  %^„,  £j„,  £(„,  |j„  die  Coor-  J  ^ 
dinaten  von  Bm,  so  sind  die  Coordinaten 
von  P  (§  2,  No.  28) 


1. 


oi.vm 


k=l.%  3,  4. 

Nun  gilt  für  die  Coordinaten  von  B„,  wenn  k,  l,  m  eine  Permutation  von 
1,  3,  3  ist 
ä-    J*-  =  ^-,  =  0,      Si«  :Ä,  =^«.ff,  : /4„^,,      l„„•.h„  =  A^B„■.A^A^. 

Da  nun   BkA^  :  B„A^  ^  ir^  ;  zi^  ^  »„  :  »^ ,    so  ist 


-4»^«  :  ^„/i.  =  ^„.S„  :  {A^B„  +  .ff»^^  )  =  1 :  (l  - 

-S)' 

/i^  B^  :  A^A^=  ^«  J«  :  (^4  .ff«  +  X-4„)  =  1 :  ( 1  - 

-^)- 

Daher  gewinnt  man  aus  2. 

ä.- -..-..''..   «---«.-«.•*- 

Folglich  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  Ä,.  -S,.  -ff, 

^"■"57=;r*"   5>,  =  o.           £.1=0.           5. 

ä.  !„_o,                £..-i^*..    5.,-0,                E. 

■  -    "■    'S.; 

i„_o,               S„  =  o,               5.i  =  ;rifi-''>'    £4 

■-Ä^'- 

Führt  man  diese  Werthe  in  ■ 
Coordinaten  von  P,  wenn  man  n 


\  diese  Werthe  in  b.  ein, 


Hienus  folgt  die  Gleichung 


Wenn  also  der  Punkt  P 
Coordinaten  des  Punktes  P 
von  Coordinaten  lineare  Gle 

Umgekehrt:  Wenn  die  Coon 
so  ist  auch  7.  erfüllt;  man  kann 
Gleichungen  6.  ableiten,  und  erhä 
4.  und  5.,  welche  mit  den  Gleich 
dinaten  der  Punkte  B^,  B^,  B^ 
die  Coordinaten  eines  PunI 
genügen,  so  liegen  der  Pun 
liegt  auf  der  Ebene), 

8-  Haben  die  Coordinaten  i 
die  Gleichung 

i.  A 

A,  "'^'   "^  A,  "'*• 

die  Bedingungsgleichung  fllr  die  ( 

Hegen,   ist   also   die  Gleichunj 

hingegen  die  Coordinaten  des  Pi 

1  1 

die  Bedingungsgleichung  für  die  ( 
ist  also  die  Gleichung  dieses 
Jede  homogene  lineare 
Gleichung  einer  durch  die 
bestimmten  Ebene.     Sind  a,, 

die  Gleichung  der  Ebene,  deren 
»,  :  »j  :  »I  :  w, 
also  die  Werthe  haben 

«,   ^  ka^h-y ,      u,  =  ^ 

wobei    k  =-\  :  I 

Jede   homogene   lineare 


xDTdinsten  des  Punkte»  und  der  Ebene  elc. 

Verhältnisse  der  Coefficienten  eindeu 
<ti,  sj,  ttj,  <t^  beliebige  Zahlen,  so  ist 
»"»   +  a,«,  +  »,»4   =  0 
sen  Coordinaten  sich  aus  der  Proportion  erget 


lleichung 


,  +  ».). 


ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  deren  Coordinaten  nach  No.  8  die  Werthe  haben 
w,  ^  »,  =  w,  =  «,  =  1.  Diese  Ebene  Iheilt  die  Strecken  A^C,  A^Q  A„C, 
A^C  aussen  im  Verhältniss  1.,  ist  also  unendlich  fern. 

Wenn  in  der  homogenen  linearen  Gleichung  in  Punktcoordinaten 

2.  i*™  Ol«,    +-  a,»,  -f-  dj«,  +  a,u^  =  0 
die  Summe  der  Coefficienten  verschwindet 

3.  a,   +  dj  +  o,  4-  a^   =  0, 
so  wird  der  Gleichung  durch  die  Werthe  genügt 

der  Punkt  P  liegt  daher  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  und  ist  somit  selbst 
unendlich  fern. 

10.  Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  Z*,,  P^,  /",  bestimmten 
Ebene  erhält  man  durch  Elimination  der  Constanten  n,,  a^,  a^,  a^  aus  den 
vier  Gleichungen 

-    -        ■■  a,Ä,     +  fl,*,     +  a^x^     =  0, 


-«enn  mit  j;,,, 


,  =  0, 


,  x^i  die  Coordinaten  des  Punktes  /",  bezeichnet  werden. 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  sich  die  gesuchte  Gleichung  in  Determinanten- 
form 


Die  Gleichung  des  den  Ebenen  7",,  7",,  T^  gemeinsamen  Punktes  /"ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Coefficienten  aus  den  vier  Gleichungen 
a,a,     +  a,aj     -(-  a^Wj     +  a^u^     =  0, 


II.    Die    Coordinaten    des    Schnittpunkts    der    Ebenen    7, 
7*1  =  0,  7*1  ^  0  sind  die  Lösungen  des  Systems 
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Lei  der  dem  Eckpunkte  At  gegenUber- 
uegenaen  1  eiraeaereoene  m  cesug  aui  ein  rechtwirfkeliges  Coordmatensystem, 
dessen  Nullpunkt  im  Innern  des  Tetraeders  Hegt,  a,  ß,  7  die  Stellungs winke)  der 
Ebene  T  und  ä  ihr  Abstand  vom  Nullpunkte,  also  die  Gleichung  von  T  in 
Nonnaltorm 

T  —  cesi  ■  X  +  «jp  -y  -H  (os^  -z  —  d  =  Q; 
feiner  seien  jc,-,  yi,  ■,-  die  Coordinaten  von  Ai',  alsdann  ist 

Cffsn  ■  x■^  +  cos^  -_j',  -t-  cost  ■  s^  —  1/  ^  —  ff,  , 
ecii  •  x^  ■+■  cci^  •  y^  -\-  cos-\  •  «,  —  rf  =  —  »j , 
(oiiL  ■  *,  +  wjß  -y^  +  wr  -  »,  —  rf  =  —  r,  , 
«j*  ■  «4  +  c«ß  •_y4  +  C0J7  ■  z^  —  ä  =  —  v, . 
Löst  man  dieses  System  linearer  Gleichungen  zunächst  in  Bezug  auf  c^ja 
auf,  so  erhält  man 


y» 


1 


l  yt     Xk     1      ^lAiAkAiCOSa.m 


.  4  ist;    ferner  ist  der  Faktor  von 


\  yi    *i    1  I 

wenn  t,  i,   l,   m  eine  Permutation  von 

cwa  dem  sechsfachen  Tetraeder  Volumen  entgegengesetzt  gleich  (§  3,  7). 

hat  man  aus  2. 

—  3  ■  A^AfAfA^  ■  cosa  ^  A.iA^A^  •  cesa^  •  v,  ■+■  A^A^A,  ■  (osa^ 
+  AjAfA^-  föjaj  ■  »j   +  A^AjAf  ■  cwo,  -Vf  . 

Dividirt  man  durch  3.  A.A. A.A.,  so  erhält  man 


.  +   r  -^"^«t 


Ebenso  erhält  man  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen 

f,  »j  p,  V, 

Quadrirt  man  diese  drei  Gleichungen   und   addirt   äe  dann,    und   beriick- 
lichtigt,  dass,   wenn  man  mit  t,*  den  Winkel  der  den  Ecken  Ai,  Aj,  gegenüber- 
liegenden Tetraüderflächen  bezeichnet,  die  Gleichungen  gelten 
c«'a  +  cos^^  -t-  cos^f  ^   1, 
<rw»a,-H-  f«'p,+  cos*-ii=  I, 


so  erhall 


Ci 


man  schliesslich  die  gesuchte  Gleichung: 


14.   Um  nu 


1  der  Gleichung  (No.  12,  4) 

p  —  k-T,      4=p:t. 
den  Faktor  k  als  Function  der  Coefficienten  von  7*  und  der  Dimensionen  des 
Tetraeders  jt^jl^AjA^  zu  bestimmen,  setzen  wir  fUr  den  Punkt  P nach  einander 
die  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^.    Dadurch  erhalten  wir 
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r*  und    vergleicht    das  Resultat    mit 
nd  des  Punktes  C  von  der  Ebene 
rist.     Daher  ist 

die  Coordinate  von  T  in  Bezug  auf  J',  d.  i.  der  Quotient  aus  den  Abständen 
der  Ebene  T  von  /"  und  von  C. 

17.  Der  soeben  gefundene  Werth  für  «  führt  auf  die  Transformations- 
formeln  für  Ebenencoordinaten. 

Sind  B^,  ßg,  Bf,  B,  die  Eckpunkte  des  neuen  Coordinatentetraeders  und 
ist  die  Gleichung  von  Bi 

und  a,,-     ■+■     a^i     ■+-     «j,      +     «4/     =  a,', 

änd  femer  (/,,    1/^,    f„    (/,    die  Coordinaten  einer  Ebene  T  in  Bezug  auf  das 

Tetiaeder  B^,  B^,  B^,  B^,  so  hat  man  die  Gleichungen 

£/,     =    —(«11«!    +  «Sl»J    +  <»Sl"s    -+-  «41"»)» 

Die  Auflösungen  dieses  Systems  ergeben  homogene  lineare  Functionen  für 
die  K,;  wir  sehen  daher:  Der  Uebergang  von  einem  homogenen  Coor- 
dinatensy steine  zu  einem  andern  erfolgt  für  Ebenencoordinaten  eben- 
falls durch  homogene  lineare  Substitutionen. 

18.  Die  Determinante 


kann  als  der  Werth  betrachtet  werden,  den  die  Gleichung  der  durch  je  drei  der 
vier  Punkte  F^,  /■„  /*„  F^  bestimmten  Ebene  (No.  10)  annimmt,  wenn  man  in 
derselben  *,,  x^,  x^,  «,  durch  die  Coordinaten  des  vierten  Punktes  ersetzt. 
Werden  daher  die  Höhen  des  Tetraeders  P^,  F^,  F^,  i",  mit  /f,,  /T,,  Jfg,  /f«, 
and  mit  i,-  der  Faktor  k  flir  die  lineare  Function 

(/,  /,  m,  n  eine  Permutation  gerader  Klasse  von  1,  3,  3,  4) 

bezeichnet,  so  hat  man 

1.  A   =  *,jy,  =  k^Hj  =  kf/fj  =  i^ff^. 

Andererseits   ist,    wenn   mit  F  das  Tetraedervolumen  F^F^F^F^   und  mit 
Ci,  G„  G,,  G^  die  Flächenzahlen  der  Seiten  dieses  Tetraeders  bezeichnet  werden 

2.  ZV=  G^Hy  =  G^H^  =  G^H^  =  G^H^. 
Hieraus  folgt  die  Proportion 

i,  :  *,  ;  *3  :  i«  ;  A  =  (P,  :  Gj  :  Gj  :  (?4  :  %V. 
Man  kann  daher  setzen   Gi  ^  \ki,    3f  =  X&. 
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=  ^ij  =  ^j,  =  ^g,  =  A^^  •=  0, 

cirt  sich  auf 

x^  +  iA^^x^x^  =  0. 

lOch   eine  verfügbare  Constante,   nämlich  das 

:,  doss  eine  Fläche  11.  O.  durch  ein  auf  ihr 

len  Punkt  eindeutig  bestimnit  ist. 

ler    homt^enen    quadratischen    Function    in 

t 

„«,«,  -^  ^ßi^u.u^  +  ^„tt^  4-  25,j»j«, 

der  Ai  gegenüberliegenden  Tetraederfläche 
g  durch  die  Coordinaten  ut  =  ui  =  u^  ^  0 
chiing  einer  dem  Coordinatentetraeder 
:er  Klasse  ist  demnach 

Enthalt  die  Mäche  die   letraederkante  A.Ai,,  so  wird  der  Gleichung  ^  =  0 
lieh  Ui  ^  ut  =  ü  unabhängig  von  ui  und  u„  genügt,  also  ist 
Bii  =  Bi„  =  Ä.»  =  0. 
Ist  das  Viereck  A^A^A^A^  auf  der  Fläche  gelegen,  so  ist  daher 
5,,    =  Ä„  =  ^33  =  B^^  =  Aa  =  -»!»  =  ^.4  =  B^^  =  0, 
id  die  Gleicliung  der  Fläche  reducirt  sich  auf 

<p  ■»  2Ä,j»(,«,  +  2Ä,4»jM^  =  0. 
Da   diese  Gleichung   nur   eine  Constante   enthält,    nämlich  das  Verhältniss 
,j:5,«,   so  folgt,  dass  eine  Fläche  11.  O.  durch  ein  auf  ihr  liegendes 
lebenes   Viereck    und    durch    eine   Tangentenebene   eindeutig   be- 
immt  ist. 

3.  Zur  Vorbereitung  der  nächsten  Untersuchungen  schalten  wir  folgende 
emerkung  ein:  Die  Coordinaten  xt,  des  Punktes  P,  der  die  Strecke  P^P^  im 
erhältnisse  Xj  :  X,  theilt,  wobei  X,  +  X^  =  1  sei,  sind  bekanntlich 

Die  Ebene  T,  deren  Coordinaten  Uk  aus  den  Coordinaten  ux-^  und  w>,  noch 
en  Formeln  abgeleitet  werden 

»i  ^  XjW*,    +  X,»*,,       X,   +  Xj  ^  1 , 
at  die  Gleichung  (§  11,  ä) 

7"  =  St-  (X,w*,  -(-XgWij);c*  =  0,       *  =   1,  2,  A,  4. 
Hierfür  kann  man  setzen 

r—  X,  ■S^»*,:c*  +  X,  ■^^Kis:.'*^  0. 
Setzt  man  nun 

7-,  »  2^Wi,**,      T,  =  2j^u,^XM, 
■  dass  also  7",  =  0  und  T^  =  ü  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  T^  und  7", 
tA,  so  hat  man 

7"—  X,7',  +  Xjr,  =  0. 
Die    Faktoren  i,    und  4j   der   Functionen    7",    und   7",    {§  11)    haben    hier 
e  Werthe  r,  und  r^,  wenn  man  hiermit  die  Abstände  der  Ebenen  7*,   und  T^ 
n  £7  bezeichnet;  setzt  man  nun 
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lie  Fläche  y  =  ^,  ,«,»  +  ..  =  0  berührt, 

giebt  sich  hieraus 

'»»+?) , '  ■  «s  j  +  ?4 1 '  ■  »« s)  +  J'»*  ■  ?s  =  0. 
;,  welche  die  Function  f  für  die  Coordi- 
:;  femer  sind  f^',  f^',  cp,',  ip^'  die  ab^e- 


wobei  ein  zweiter  Index  (  andeutet,  dass  die  veränderlichen  Coordinaten  durch 
die  der  Ebene  T,  ersetzt  worden  sind. 

5.  A.    Liegt  der  Punltt  F,   auf  der  Fläche  /  =  0,  so  ist  /,  =  0,   und  die 
Gleichung  No.  4,   1  erhält  somit  die  selbstverständliche  Wurzel  X^^=0. 

Soll  auch  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  /",  /"j  und  der  Fläche  / 
mit  /*,  zusammenfallen,  soll  also  /*,  I"^  die  Fläche  in  J'^  tangiren,  so  muss  der 
CoefScient  von  X,  Xj  verschwinden.  Unterdrücken  wir  die  zweiten  Indices  bei 
den  Coordinaten  von  Pj,  so  erhalten  wir  daher  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene  der  Fläche/=0  im  Punkte  J^j  desselben 
1.  y  »=  /„' .  X,  +  /„■ .  X,  +  /„'  .  X,  +  /,/ X,  =  0. 

B.  Wrd  die  Fläche  y  ^  0  von  der  Ebene  7",  berührt,  so  ist  9,  -=  0;  die 
Gldchung  No.  4,  4  hat  alsdann  eine  Wurzel  X,  ^0.  Soll  auch  die  zweite  durch 
den  Schnitt  von  7",  T^  gehende  Tangentenebene  der  Fläche  9  mit  T,  zusammen- 
^len,  so  muss  die  Gleichung  noch  eine  Wurzel  Xg  ^=  0  haben,  es  muss  also  der 
Coefficient  von  X,  X,  verschwinden.  Lasst  man  den  Index  2  bei  den  Coordinaten 
der  Ebene  T^  weg,  so  erhält  man  für  den  Tangentialpunkt  der  die  Fläche 
?  berährenden  Ebene  T,  die  Gleichung 
i.  ^=.  9, ,'.«,+  ^j,'-K,  +  9j,'-a,  +  <fti'-tn  =  0. 

6.  A.    Wenn  es  einen  Punkt  giebt,  für  dessen  Coordinaten 

'■  /,■-/>'-/■'-/,' -0, 

so  ist  flir  diesen  Punkt  zufolge  No.  4,  3  auch/^  0,  der  Funkt  liegt  also  auf 
der  Fläche.  Für  diesen  Punkt  verschwinden  alle  Coefficienten  in  der  Gleichung 
der  Tangentenebene  (No.  5,  1),  und  die  Gleichung  No.  4,  I  hat  unabhängig  von 
der  Lage  des  Punktes  y»  zwei  Wurzeln  X^  =  0;  jede  durch  diesen  Punkt  gehende 
Gerade  hat  daher  mit  der  Fläche  zwei  Punkte  gemein.  Der  Punkt  ist  somit  als 
Doppelpunkt  der  Fläche,  die  Fläche  selbst  als  Kegelfläche  II.  O.  gekenn- 
zeichnet 

Der  Verein  der  Gleichungen   L  wird  durch  das  Verschwinden  der  Determi- 
niote  bedingt 


t  dal 


oordt 
1  die 

I  zu  1 
=  Sg 

=-  1 
t  der 
.     Ffli 

X,»  I 
ide  d 
>.  Hi 
ichungen  3.  wird  durcli  das  Verscliwinden  det  Deui- 


Ai 


A. 


■ff.t 


=  0. 


■*ii     -^Ji     -^»j     ■*«» 

■*i*     -öj*      ^»4     ■*4< 

^  0  hat  die  Fläche  f  also  eine  Doppelel 
r  dieser  Bedingung  eine  Grenzfläche  II.  0 
1  der  Doppelebene  ergeben  sich   aus  dem  lii 

der  Coordinaten  ut  der  Ebene,  die  eine  Fläche 
Jen  berührt,  ei^eben  sich  aus  den  Gleichunge 


A,fX 


'^■^,- 
1  die  Gleichung 

I  I 

=  0, 

)  Verein  dieser  fünf  fUr  x, 
,,     W,»    v4,,     A„    Ji 


lllen   die   Coordinaten   der  Ebenen  T,   welch 
thin    ist  7  =  0   die    Gleichung  der  Flücl 


des  Punktes,    in  denen  eine  Fläche 
d,  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 


1    +   -^.4 


-^■ä:- 


1 


,   =  0, 


so  ergiebt  sich  für  den  Verein  dieser  in  Bezug  auf  w,|,  wj,, 
Gleichungen 

5,1     ^,,     5,j     ^,4 


unktcoordinaten. 
so  wird  die  Fläche /^O  von 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Fläche  in 

8.  A.   Liegt  /*!  nicht  auf  der  Fläche /  = 
der  Geraden  J'^  P^  berührt,  wenn  die  Gleichung  No.  4,  1  zwei  gleiche  Wurzeln 
für  das  Verhältniss  X,  :  Xj  ergiebt.    Die  Bedingung  hierfUr  ist 

/l   •/»    —   (Ai'-^U   +/»l'-^13   -t-/s/-*SS   +/4l'-*4j)*    =   0- 

Denkt  man  sich  P^  als  gegeben  und  P^  als  veränderlich,  und  unterdrückt 
man  demgemäss  bei  den  Coordinaten  des  letzteren  Punktes  den  Index  2,  so  er- 
hält man  als  Gleichung  des  der  Fläche/  vom  Punkte  P^^  aus  umschrie- 
benen Kegels 

1-  /,•/-(/,,'■«,+/>, '•«!+/., '•*,+/., '■«.)'    -0. 

Die  Punkte,  in  welchen  dieser  Kegel  die  Fläche  /  berührt,  erftlllen  ausser 
der  Gleichung  1.  noch  die  Gleichung /=  0,  folglich  erfUUen  sie  auch  die 
Gleichung 

2.  7-  — /„■.*,  +/,,'-*»  +/ji'-*s  +/4i'-*4  =  0- 

Dies  ist  daher  die  Gleichung  der  Ebene  der  Berührungspunkte;  sie 
ist  real,  auch  wenn  der  Kegel  ausser  der  Spitze  keinen  realen  Punkt  hat. 

B.  Berührt  T  die  Fläche  if  =  0  nicht,  so  wird  die  Fläche  von  der  Geraden 
7",  7",  berührt,  wenn  die  Gleichung  No.  4,  5  für  das  Verhältniss  X^  :  Xj  gleiche 
Wurzeln  ergiebt,  also  wenn 

Ti  ■?!  —  ('Pii'  ■  »i»  -t-Tsi'  ■  «1»  +  Tai  ■  ««2  +  9i\  •W4s)*  =  «■ 

Denkt  man  sich  T^  gegeben  und  ersetzt  7",  durch  T,  so  erhält  man 

3.  ?i  "  ?  —  (Ti  i'  '  *!  "•"  ?si'  ■  "s  "*"  Tsi'  '  "»  "•"  ?4i'  ■  ''4)*  ^  ^  ■ 

Diese  Gleichung  wird  von  allen  Ebenen  T  erfüllt,  welche  die  Ebene  T^  in 
einer  Tangente  der  Fläche  if  schneiden;  sie  stellt  daher  die  der  Fläche  f  ein- 


FIHchen  i 


r  OidnuDg. 


3^3 


Pol  einer  Ebene  T  in  Bezug  auf  eine 
1er  imaginären)  Kegels,  welcher  die 
:  r  berührt 

:    Ist  P  der  Pol  einer  Ebene  T  in 
ich  7- die  Polarebene  von  P. 
direkten  algebr^schen  Beweis.    Hier- 
(Ür  machen  wir  zunächst  auf  einige  bei  diesem  Beweise  zu  verwendende  Identi- 
täten aufmerksam. 

Mit  ixik  mag  das  Produkt  der  Determinante,  die  aus 


durch  Unterdrückung  der  /ten  Horizontal  reihe  und  der  iten  Verticalreihe  hervor- 
geht, mit  dem  Faktor  (—  1)'  +  *  bezeichnet  werden.    Dann  ist  bekanntlich 
1.  A^i  •  «,i  -+■  Afi  -  «j*  +  A^i  •  ttjt  +  A^i  •  a^i  =  A  oder  =  0, 

je  nachdem  (  =  i,  oder  *  von  A  verschieden  ist,  wenn  wir  dabei  An  und  An  als 
gleichbedeutende  Symbole  gelten  lassen.     Nun  ist 
2-  Ol*//  +  ai*/s'  +  o-s*/i'  ■+■  «4*/«'  ■= 

{-4,,ai*  +  -4j,agA  -t-  Aj^a^k  •+■  ^tiH*)  ■*! 

+    {Ana^t    +    ^s^ij*    ■+-   -^34^»*    +    ■^4*".*)   *4  ■ 

In  Rücksicht  auf  1.  ergiebt  sich  hieraus 
3.  «]*/l'  +  »j*/»'  +  «i*/»'  +  »4*/*'  =  Ä  •  **■ 

Sind  nun  »,,,  Vgj,  »jj,  »^^  die  Coordinaten  der  Polarebene  des  Punktes  P^, 
so  haben  wir  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  der  Polarebene  die  Proportion 

-/i,' :/..':/.,' :/.,■■ 
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'  ersetzen.     In  RUck- 


"si  ".i\ 


:bene  T  eines 
eil  Q  auf  r,  im 
Punkte   eine 


so  liegen  dere 
"  T^  liegen  mü 
kte  der  Gera 


in  Bezug  auf 
n.  O.  conjugirte  Gerade  derart,  dass  jede  der  beiden 
Pole  der  Ebenen  enthält,  die  durch  die  andere  Gerade 
Geraden,  die  den  Geraden  einer  Ebene  conjugirt  sind,  gehen  dur( 
Ebene;  die  Geraden,  die  den  durch  einen  Punkt  gehenden  Ger 
sind,  liegen  auf  der  Polarebene  des  Punktes. 

12.  Der  Punkt  P^,  der  die  Strecke  P^P^  im  Verhältniss  \^ 
die  Coordinaten 

^*0    =    ^1^*1    +    *»**!. 

wenn  man  voraussetzt,  dass  X,  +  Xj  =  1  ist    Da  man  nun  offen 

so  hat  die  Polarebene  von  P^  die  Gleichung 

i-  T^  =  x,r,  +  x,r,  =  0, 

wobei 

n   «/,/.*,    +/„'•:<:,   +Ai'-^S   +/4i'-^4   = 
^»  =-/ii'-^i   +/»»'-^a  -*-/ss'-^s  +/*s'-'^4  = 
die  Gleichungen  der  Polarebenen  von  ^,  und  P^  sind. 

Die  Gleichung  1.  bestätigt,  dass  die  Polarebene  von  P^  dur 
gerade  der  Polarebenen  von  P^  und  /"j  geht,  dass  also  die  Polarebei 
der  Geraden /*,/",  ein  Büschel  bilden;  sie  lehrt  aber  zugleich,  dai 
einer  Geraden  mit  dem  Büschel  ihrer  Polarebenen  proje 

Durch  die  Polarebenen  der  Punkte  der  Geraden  P■^P^  wird  auf 
eine  Punktreihe  ausgeschnitten,  die  mit  der  auf  P^  P^  liegenden 
projectiv  ist.  Die  Beziehung  der  Punkte  beider  Reihen  ist  wech 
wenn  11  auf  der  Polarebene  von  /*„  liegt,  so  liegt  auch  P^  auf  i 
von  n.  Folglich  fallen  die  Gegenpunkte  beider  Reihen  zusammei 
selben  Punkte  der  Geraden,  nämlich  dem  unendlich  fernen,  entspre 
folgt  weiter,   dass  die  beiden  projectiven  Punktreihen  eine  Invo! 

13.  Die  Gleichung  der  Polarebene  eines  Punktes  P^  in  Bezi 
und  die  Gleichung  des  Poles  einer  Ebene  T,  in  Bezug  auf  ^  =:  0  1 
der  Identitäten  No.  4,  4  und  8  auch  geschrieben  werden 

1.  r,  »/,'■:(,,  +/,'•*,!  +/.'■*.,  +  A'-*4.  = 

2.  P^  —  ,,/■  «,,   +  T,'-*,,   +  7,'-«a,   +  ?4'-«4i   = 
Hieraus    erhält    man    leicht   die    Gleichungen    der   Polai 

Ecken  des  Achsentetraeders;  nämlich  flir  die 

Polarebene  von  A^\     /,'  ^  -^n^i  +  A^^^x^  + -^ij^s  +-^1 
„      „        „     A^:    /j'  ^  ■^U'^i  -t-  •^ij^j  +  '^»»■^3  +  ^t 

I.  I>  II        ^K-       fl!    ^    ■^14^1    +  ^%K^%    +   -^H^J    +   -^4 

Aus  Gleichung  2,  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Pole  der 
AchsentetraSders;  man  erhält  für  den 
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\M  und  ist  R  der  Schnittpunkt  dieser 


IM.  461.) 

A^A^   und   die   Mitte   der   gegenüber- 

;himg  \i  '.  h^  =^  \^  '.  h^,  dass  M  auf  der 
mit   der  Mitte  der  gegenüberliegenden 

entren  aller  Flächen  IL  O.,  die  ein 
ehalten,  liegen  auf  der  Geraden, 
1  dieses  Vierecks  verbindet, 
[te  Af  die  Polarebene  T^  in  Bezug  auf 
;  A^  auf  T^  und  construirt  die  Polar- 
A^\  wählt  man  auf  der  Schnittgeraden 
und  bestimmt  dessen  Polarebene  T*,,  so 
unkt  A^ ,  den  T^ ,  T^  und  7',  gemein 
A^^,  A^  und  A^  geht,  also  ist  diese  die 

^A^A^,  dessen  Seitenflächen  die  Polar- 
sind;  ein   solches  Tetraeder  wird   als 

et 

ele  Polartetraöder  einer  Fläche/;  einen 
tchpunkt  {^A^)  kann  man  beliebig  im  Kaume  wählen;  den  zweiten  Eckpunkt  {A^ 
kann  man  beliebig  auf  der  Polarebene  von  Ay^  wählen;  den  dritten  Eckpunkt 
kann  man  beliebig  auf  einer  Geraden,  dem  Schnitte  der  Polarebenen  von  y,  und 
T^,  wählen;  der  vierte  ist  durch  diese  drei  bestimmt. 

Oder  man  wählt  eine  Ebene  (T,)  beliebig  im  Räume;  die  zweite  Ebene  (T^ 
kann  man  unter  den  durch  einen  Punkt  (den  Pol  von  7",)  gehenden  Ebenen 
bchebig  wählen;  die  dritte  kann  man  unter  den  durch  eine  Gerade  (die  die  Pole 
von  7'j  und  T^  verbindet)  gehenden  beliebig  wählen;  die  vierte  ist  durch  diese 
cl-ei  bestimmt 

■}  Den  Beweis  dafür,  dass  MR  die  Seite  A^A^  halbiit,  kann  man  dem  SaUe  (anilTt. 
Pinimetrie  §  5,  No.  13)  entnehmen:  Theill  man  die  Seilen  ^.W,,  A^A^,  A,A,  eines 
Irdeck«  der  Reihe  nach  in  den  Verhältnissen  »[!»,,  ti^:it^,  «,;»,,  und  verbindet  die 
1  leilpunkte  mit  den  gegentlberUegenden  Ecken,  so  gehen  diese  diei  Geraden  durch  einen  Punkt. 
1  leilt  man  also  A,/i  im  Verhältnisse  m  :  n  =  A^N-.A'fi  und  RA^  im  Verhältnisse  RQ:  QA, 
■-    XJV:A'A,=n:m,    so   wird  A,A,    von   Ä/)/ im  VerhSltnisse   m:m  getheilt,    folglicli   ist 


sich   die  Coordinaten  des 


i^  des  Centrums 

^•  =  ^*' 

wenn  man  ^  abkUrzungs weise  fiir  ß,  +  pj  +  ßj  +  P4   setzt 

17.  Wenn  man  durch  Coordinaten transformation  von  der  Gleichung 
einer  Fläche  11.  O.  in  Bezug  auf  ein  Polartetraeder  zur  Gleichung 
derselben  Fläche  in  Bezug  auf  irgend  ein  anderes  Polartetraeder 
übergeht,  so  bleibt  sowol  die  Summe  der  Coefficienten  in  der 
Gleichung  für  Punktcoordinaten.  als  auch  in  der  Gleichung  für 
Ltniencoordinaten  ungeänderL  Sind  die  Gleichungen  im  ursprünglichen 
Systeme 

und  im  neuen  Systeme 

^,  i?  +   ^j  £,»  +  ^,  £?  +  A,  12    =  0. 
BiW^  +  B^w^  ■+■  B^w^  +  BiV'i  =■  0, 
so  gelten  die  Gleichungen 

a^  +  a,  +  a,  +  a^  =  A ^  +  A^  -\-  A^  +  Ai  , 
Pi  +  p,  +  Pa  +9^  =  B^  -h  B^  +  B^  -h  B^. 
Beweis.     Da  in  unseren  Gleichungen  nur  die  Quadrate  der  Coordinaten  vor- 
kommen, so  kann  in   den  Trans fonnationsform ein  §  11,  No.  15,  1  und.  No  17,  1 
Über  die  Coefficienten  immer  so  verfügt  werden,  dass 
1.  ij  =  i,  =  i,  =  i,  =  +  1      und     9,  4-  o,  +  Oj  +  a^  =  +  1  . 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  die  Transformationsformeln 
El  =  a,  ,JCi  +  «j  iX^  +  «j  ^x^  -h  a^  ^x^  ,     Ej  ^  a^  ^x^  +  a^  ^x^  ■+-  «,  .,.Vj  -t-  a^  j jr^ , 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  der  Fläche 

Ali?  -{-A^i^  +  AH  -^^*^i  =  0. 

so  erhält  man  aus  der  Identität 

1  A^i?  +  /f,E>  +A^iS  +  A^ii  =  tL^xf  +  aj*|  -t-  a,*?  4-  ««.v? 

lunächst  folgende  vier  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  in  der  transformirten 

Gleichung  die  Coefficienten,  welche  Produkte  von  je  zwei  Coordinaten  multipliciren, 

verschwinden 

3.  .^j«/,«*,   +  A^a.^at^  ■+-  -4ja,-,a*j  +  ^440/40*4  ^=  0, 

wobei  man   für  /',  i  jede  Combination  zu  zweien  aus  den  vier  Ziffern  1,  2,  3,  4 
lu  nehmen  hat,  so  dass  man  sechs  Gleichungen  dieser  Art  erliält. 
Femer  erhält  man  aus  2. 

tu-  ^  A  a^     I     A  a  "     1    A  a  ''     1    .ja? 
daher  ergiebt  sich  die  Coefficientensumme 

4.  a,  +  a,  4-  iXj  +  »4  =  lAt  (a?*  +  a^t  +  ä>*  +  a»*) ,       ^  =  1,  2.  3,  4 . 
Multiplicirt  man  nun  jeden  der  sechs  Ausdrücke  3.  mit  2cose,i  (§  11,  No.  13,  6) 


-h  hz}  + 

;n  Coefficienten  komi 

iv,  fl«+,   .  .  .  a,  negi 

i,,  ij  .  .  .  i„  positiv,  ^H+i  ■  ■  .  br  negativ.     Nimmt  man  nun  zunäc 

sei  «  <  «,  so  wäre  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  in  dem  Polynor 

also  kleiner  als  r.    Setzt  man  alle  y,  welche  negative  Coefficienten  hat 

Null,  also 

ö-  ym+t  =  ym+i  =  ...=>  =  0, 

so  kann   man  noch   ausserdem  über  die   z  so   veriiigen,    dass   man   a 

Function  ijSj*  -(-  ijZjS  -(_  , . .  mit  positiven  Coefficienten  versehenen  a  anr 

6.  z,   =  Sj   =  s,  =  ...  =  »,=  0 

annimmt    Denn  die  letzten  r  —  m  der  Formeln  2.  gehen  dann  in  r  — 

gene  lineare  Gleichungen  der  r  —  n  Grössen  «„+5,  a,+  i  .  . .  »r  über, 

also  mehr  unbestimmte  Grössen,  als   die  Anzahl  der  Gleichungen  be 

sind  daher  auf  mehr  als  eine  Weise  durch   von  Null  verschiedene  W 

Unbestimmten  erfüllbar. 

Durch  die  Substitutionen  5.  und  6-  verschwinden  in  4.  alle  negative 
da  nun  eine  Summe  von  positiven  Grossen  nicht  verschwinden  kann 
dass  die  Annahme  falsch  ist;  also  ist  «  nicht  kleiner  als  m. 

Nimmt  man  an,  n  sei  grösser  als  m,  so  kann  man,  ohne  auf  widers 
Bestinmiimgen  zu  stossen,  alle  y  gleich  Null  setzen,  welche  in  der  F 
positive  Coefficienten  haben,  und  alle  s,  welche  in  3.  negative  Co 
laben.  Daim  fallen  in  4.  alle  positiven  Grössen  hinweg,  im  Widerspm 
dass  die  algebraische  Summe  aller  in  4.  stehenden  Glieder  identisch  ver 

Es  ist  nicht  überflüssig,  hervorzuheben,  dass  diese  Schlussweise  in 
»i  =  n  ihre  Anwendbarkeit  verliert;  denn  setzt  man  alle  y,  deren  Co 
negativ,  und  alle  z,  deren  Coefficienten  positiv  sind  gleich  Null,  so  e 
aus  den  letzten  r  —  m  Formeln  der  Gruppe  2.  ebensoviele  homogei 
Gleichungen  für  die  Grössen  z„+^  .  . .  z„  die  gerade  so  viel  Unbestii 
halten,  als  die  Anzahl  der  Gleichungen  beträgt,  und  daher  im  Allgem 
durch  verschwindende  Werthe  der  Grössen  z„,+^  .  .  .  Sr  erfüllt  werde 
Aus  »„+,  =  j„^j  __  .  .  2_.  _  0  folgt  dann  auf  Grund  der  Gleicl 
dass  auch  die  übrigen  y  verschwinden,  so  dass  nun  die  Identität  4.  er 
dl  alle  Glieder  derselben  verschwinden. 

19.   Wenn  in  der  Gleichung 

7    =    P,«,»    +    ßa«j3    +    P3«J»     +    p,«,»    =    0 

km  Coefficient  Null  oder  unendlich  gross  ist  und  auch  die  Summe  d 
cienten  nicht  verschwindet,  so  ist  die  Fläche  keine  Grenzfläche,  k( 
"id  kein  Paraboloid;  man  kann  dann  die  Gleichung  durch  die  Sui 
Coefficienten  dividiren.     Man  kann  daher  im  Falle 

Pl     +    Pl    +    fs     +    P4    ^    0 

ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass 

h    +h  +h   +  h  =  i- 
Geht  man  nun  durch  die  Transformationsformeln  zu  irgend  eine 


ler    1 


Für  die  Coordinaten  des  Centmms  nimmt  /  den  Werth  an 

/«,.  £i.  5».  £4)  =  ^f  +  ^1  +  *|  -  ^ä  = 

fti  die  Coordinaten  der  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^  erhält/  die  \ 
1  :  *?  ,      1  :  *| ,      I  :  *^  ,      —  i  :  *^  . 
Daher  liegen  drei  Ecken  jedes  Polartetraeders  A^,  A^,  A^ 
»af  derselben  Seite  der  Fläche,   die   vierte  A^    wird  von  M  • 
getiennt. 

Für  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Strecke,  die  das  C< 
Punkte  /(  der  Ebene  -4,  A^  A^  verbindet,  von  /  geschnitten 
jetzt  die  Gleichung 

1        j  1 

s  welcher  folgt 


_        1/  1  1  ^ 

.,  -r  «,  _  Xj  |/  1  _  ^^^^^  x^^  +  ^^^,  jtj,  +  ^^ 

Der  Radicand  wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  x^^, 
unendlich.  Wir  sehen  daher;  Die  Ebene,  die  durch  das  Cei 
Ebene  eines  Polartetragders  gelegt  wird,  deren  Ecken  mit  dem 
selben  Seite  der  Fläche  liegen,  hat  mit  der  Fläche  keinen  real 
Es  giebt  daher  Ebenen  durch  das  Centriim,  die  die  Flächt 
Folglich  ist  die  Fläche  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  des  Elüpsoids  und  des  zwi 
boloids 

*W-*!W  — V^a''  — W  =  0,     bez.    b^x^  +  b^x^^l 
der  Reihe  nach  jc,  =;  0  und  x^  =  0,  so  erhält  man 

-iM  —  i^x?  — 6^x^  =  0,    bez.    b\x^  ^  b^x^  ■+ . 

Beiden  Gleichungen  kann  durch  reale  Punkte  nicht  ge 
jedem  Polartetra^der  eines  Ellipsoids  und  eines 
Hyperboloids  giebt  es  daher  eine  Ebene,  welche  d 
schneidet.  Hierdurch  wird  bestätigt,  dass  auf  dem  Ellipse 
iweischaligen  Hyperboloide  keine  Geraden  liegen;  denn  von  e 
jede  Ebene  in  einem  realen  Punkte  getroflen. 

C  Sind  zwei  Coefficienten  der  Function  9  positiv,  und  zwi 
man  setzen 

9  =  b^ul  +  b^ul  -  blul  -  b^u^  . 

Die  Coordinaten  des  Centrums  sind  jetzt 

l^  =  b»A, ,      Ej  =  b^A, ,      Ea  =  —  /'l-ij ,      £<  = 

Die  Gleichui^  in  Punktencoordinaten  ist 

-^  "  IfÄ^  '''   "^  I^  ''^  ~   Ifh^  ^^   ~  Tfk}  ' 
Für  die    Coordinaten    des    Centrums    und    der    Ecken    d 
Dimmt  die  Function  /  die  Werthe  an 

1.    1  ;*?,       1  :*|,      ~  l  :  b^  ,       -  1  :  ä^ 
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Daher  liegen  z 
auf  derselben  Seite 
Fläche  vom  Centrui 
die  andern  beiden 
eckigen  Räume.     G 


/ 


H. 


M7  •-" 

so  wird  der  Gleicht 
kUrlicher  Wahl  des 

welche  also  den  be 

Diese  Ebenen 
in  denen  T,  und  7 
Dies  charakCerii 
20.    Ist  in  der 

kein  Coeflicient  Nu) 

so  sind  die  Coord 
ein  Paraboloid  (No. 
gleiche  Zeichen. 

A.  Haben  drei 
schreiben 

f  ' 

Daher  ist  die  C 

/-.-^ 

Setzt  man  in  bi 
giebt  sich 

Beiden  Gleich« 
ntigt  werden.  Wir 
Ecke,  durch  wel. 
legen  lassen,  ui 
Tetraeders  hat  n; 

Hierdurch  ist  d 
linige  Fläche  wird 
durch  jeden  Punkt  • 

Für  die  Coordi 
die  Werthe  an 


Flachen  zweiter  Ordnung. 

,  A.,  durch  die  Flächt 
Lanten    und    Flächen 
;n,  die  andern  nicht 
asselbe    Zeichen ,    so 

j«?  ~  i^ui  =  0. 

daher 

chung  des  einschalige 

wir  haben  daher  das  h 

Paraboloid  vor  uns. 

m        Für  die  Coordinaten  der  Tetraederecken  erhält  /  die  Werthi 

I  1  :*»,       l:il,      —l:il,      —  1  :  ^s . 

■         Daher  werden  Aj    und  A^,  sowie  A^  und  A^    durch  die  F 

■trennt,  während  die  Tetraederkanten  AiA^,  A^A^,  A^A^,  A^A^ 

geschnitten  werden,    und  zwar,    wie  aus  den  Polare  ige  nschaiten 

I innerhalb  jeder  Strecke  nur  ein  Schnittpunkt  liegt,  —  eine  Ben 
Bezug  auf  jede  Fläche  II.  O.  von  jeder  Kante  eines  Polartetraedi 
Fläche  in  realen  Punkten  trifft. 
21.     Wir   schliessen   hieran   die  Frage   nach    den  Punkte 
welche   in  Bezug  auf  zwei  Flächen  II.  O.  dieselbe  Polar 
Wir  beziehen  beide  Flächen  auf  ein  Polartetraeder  einer  df 
I  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  seien 
^  —  i,  X»  +  i^x}  -{-6^x1   -h  \x}  =  0 , 
/™  a,,j;»  ■+■  2aj^x^x^  -[-...  +  «,,*/  =  C 
Die  Polarebenen  eines  Punktes  I'^  bezüglich  beider  Flächen 
T   ^  ^i^iir  ■  *]   +  ^s*io  ■  *s  +  *j*jo  '  *i  "•"  ^4'*4o  ■ 
7"  =/io'-*i  +/,o'-^s  +/»o'-*,  +/*o'-*«   =  0 
Sollen  T  und  T'  geometrisch  gleichbedeutend  sein,  so  muss 
durch  Multiplicadon  mit  einer  Zahl  X  identisch  mit  T"  werden. 
,    die  Gleichungen. 

"11*10  "*"  "li^ao  +  ''\t^to  "•"  "i4**o  '^  i^ijX^ 

"is^io  +  "»i^jo   +  *^si*Jo   ■+■  "si^*«  =  ^*s*s 
Reducirt  man  diese  auf  Null,  so  erhält  man 

(flu  —  ^^i)-»^!«    ■+■   "iS-"^*«    +    "iS^JO    +   <'li-*40    = 

''is^io  +  "aa^so  +  (**»»  —  *^s)'^jo   +  "34*40  = 

"14*10    +    "jf^JO    +    "31*30    +    ("*4    ^*4)*40    '^ 

Der  Verein   dieser   vier  homogenen   linearen  Gleichungen  ' 
Verschwinden  der  Determinante  bedingt 

i  —  Xi^  «,,  o,j  o,« 

"is  "aa  "33  —  '^^»  «34 

"14  "a4  "»4         "44 

Dies  ist  eine  Gleichung  vierten  Grades  für  \.    Hat  man  si 

man  die  Wurzeln  der  Reihe  in  das  System  2.  ein  und  erhält 


sind  die  gleii 
conjugiit  comp 

auch  die  Gle 
unkte  conjugir 
jgirt  complexe 
ei  conjugirt 
ie  bestimmte 
1  eine  reale 
;.  O.  haben  ii 

jlfe   der   Gleit 

+  ^4  «^»  =  ( 
ond  '"ii"!*  +  2f,j«|«j  +  . . ,  +  c^^u^  ^  ( 

die  Gleichungen  von  F  und  /  in  Ebenencoordinaten,  so  erl 
Wien  der  Ebenen,  deren  Pole  für/  und  ^zusammenfallen, 
jes  Systems 

(f,i  — ).rfi)w,  +  c,,»,  -+-  <-u»s  +  ':^^u^  = 

TObei  i  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist 

'U  '^S4  *■»*  '^44—^'^. 

Die  Gleichungen  C=  0  und  T  =  0  haben  daher 
Anzahl  reale  Wurzeln. 

22.  Die  soeben  mitgetheilte  Untersuchung  hängt  aufs  I 
der  Frage  nach  den  Kegeln  II.  O.,  die  durch  die  St 
Flächen  II.  O.  gehen,  sowie  mit  der  Frage  nach  den  Gi 
die  den  gemeinsamen  Tangentenebe.nen  zweier  Fl: 
schrieben  sind;  oder  allgemeiner:  mit  der  Frage  nach  di 
in  einem  Flächenbüschel  II.  O.  gehören,  bez.  nach  den 
einer  Schaar  von  Flächen  II.  Kl.  gehören. 

Sind  /  und  F  zwei  quadratische  Functionen  in  Punktci 
I  /-*  «u^fi*  +  2ai,*iJ:s  +  ..  +  a^^x 

F  ^  ^11^1'  -t-  ^l>i3X^x^  +  .  .  +  l>itx 
so  versieht  man  unter  einem  Flächenbüschel  II.  O,  die  < 
Flächen,  deren  Gleichungen  unter  der  Form  entha 
2.  9  =.  ?i,/+  X,/'=  0. 

Alle  Punkte,  fiir  welche  /=0  und  zugleich  F ^=  i 
Gleichung  9  =  0.  Jede  Fläche  des  Büschels  enthält  also  aj 
und  ^  =  0  gemeinsamen  (realen  oder  imaginären)  Punkte. 

Umgekehrt:  Alle  Flächen  II.  O.,  die  durch  eine  gegeb 
1.  Sp.  gehen,  bilden  ein  Büschel.  Denn  es  ist  in  §  9, 
worden,  dass  die  Gleichung  jeder  dieser  Flächen  die  Forn 
und  ^"=0  die  Gleichungen  zweier  bestimmten,  die  Rai 
Flächen  D.  O.  sind.     Ferner  folgt  aus  §  9,  No.  2:    Durch  i 
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blh  ein  Büschel,  und  treflen  die  Gerade  «  ausser  in  A  in 
Cj.  C,  .  .  .  ,  die  mit  der  Involution  |*i,  (i,,  jij  .  .  .  proje 

Da  die  Reihe  By,  B^  .  .  .  mit  der  Involution  \,  Xj  . 
Involution  [i,,  ji.,  .  .  .  ;  und  da  letztere  mit  der  Reihe  C^, 
so  sind  anch  die  Reihen  B^,  B^,  B,  .  .  .  und  C,,  C„  C, 

Diese  beiden  Reihen  haben  offenbar  den  Punkt  O  zun 
sind  daher  besdmmt,  wenn  man  noch  zwei  Paar  entsprecl 
md  Bf,  C,  kennt.  Der  zweite  Doppelpunkt  B  dieser  Reih 
welchen  die  gesuchte  Fläche  /  mit  der  Kante  m  ausser 
Jim  findet  diesen  Doppelpunkt  auf  linearem  Wege,  wenn  n 
auf  die  Bildfläche)  B^,  £,  von  einem  Punkte/?,  und  C^,  ( 
Punkte  E  aus  projicirt;  die  Punkte  O,  D,  E,  sowie  die  Sc! 
nnd  EC^,  sowie  von  DB^  und  EC^  bestimmen  den  Kege 
äch  je  zwei  von  D  und  E  nach  entsprechenden  Punkten 
5,  , . ,  und  C,,  C„  C|  ...  gehende  Strahlen  schneiden, 
pankt  P  ist  daher  der  Punkt,  in  welchem  dieser  Kegels 
(ausser  in  O")  schneidet. 

Hat  man  B,  so  hat  man  auch  die  drei  Kegelschnitte  . 
die  Ebenen  a,  ß,  7  die  gesuchte  Fläche  /  treffen. 

Legt  man  nun  z.  B.  eine  Ebene  S  durch  A^  und  A^ 
tinearem  Wege  den  weiteren  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
Kegelschnitte  L\  nach  der  in  der  vorigen  Nummer  gegeben 
man  (auf  linearem  Wege)  aus  diesen  drei  Punkten  und  i 
den  Kegelschnitt  finden,  in  welchem  /  von  der  Ebene 
Dreht  man  S  um  die  Gerade  A^  A^ ,  und  wiederholt  flir 
itmction,  so  erhält  man  die  gesuchte  Fläche  vollständig. 

3.  Man  kann  diese  Lösung  so  anordnen,  das 
tretenden  Constructionen  linear  sind. 

Man  durchschneide  die  Kanten  /  und  m  mit  den  Gerac 
und  nehme  als  Kegelschnitte  Z,  und  L^  die  durch  E  i 
B  tschels  AA,  A^  A^ ;  die  Punkte  E'  und  G',  in  welchen  L, 
tiich  schneiden,  geben  die  beiden  Paare  Eß'  und  GG'; 
1   und  X,  der  auf  der  Kante  /  liegenden  Involution. 

Die  Geraden  EA^  und  E'A^  bilden  daim  den  Kege 
C  iiaden  GA^  und  G'A^  den  Kegelschnitt  Jf,, 

Durchschneidet  man  die  Kante  m  mit  der  Geraden  E 
C  Af  in  Gl',  so  ist  EiE^'  das  Paar  jji,,   und  GiG^'  das 


ibUndd  und 
man  sofo 

und  K^  \ 

,uch  die  n 

eder  aiif  ( 

;de  C  = 

und  den 

=  0.     Da 

ikt  gehen, 

,  enthält. 

:hli  essen 

kte  gern 

in;   die   : 

welche   den  Geraden   in  2'  entsprechen,   haben   da 

ame  Funkte.     Dem  Schnittpunkte   zweier  Geraden 

pricht  der  vierte  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelsct 

;nd  T^  entsprechen. 

Die  drei  Funkte,  in  denen  sich  die  Kegelschnitte  K  der 
icissen  die  Grundpunkte  auf  S. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  jeder  Geraden  T  au 
V  auf  S'  entspricht,  und  dass  alle  diese  Kegelschnitte  drei 
laben,  welche  als  die  Grundpunkte  auf  2'  bezeichnet  we 
Der  Verein  der  drei  Gleichungen  Ä",  =  0,  Ä",  =  0,  J! 
die  Proportion  ersetzt  werden 
5.  A:B:C  =  D:E:F. 

Die  drei  Grundpunkte  auf  S  erfüllen  diese  Propordoi 
Funkte  werden  also  die  Verwandtschaflsgleichungen  2.  ident 
Jedem  Grundpunkte  auf  2  entsprechen  die  Punkte  d 

^x"  +  5y  +  C  =  0, 
wenn   man   darin   x,  y   durch   die   Coordinaten   diei 
ersetzt;    ebenso    entsprechen   jedem  Grundpunkte    a 
der  Geraden 

Äx  +  B'y  +  C  =  0, 
wenn  man  hierin  für  x',  y  die  Coordinaten  dieses  Gi 
Das  Vorhandensein  dieser  ausgezeichneten  Funkte  ur 
Systemen  2  und  2'  fordert  dazu  auf,  homogene  Coordinatei 
m  legen,  und  die  ausgezeichneten  Elemente  zu  den  Achsendreii 
In  Bezug  auf  zwei  beliebig  gewählte  Coordinatendreiecke 
man  die  Verwandtschafisgleichungen 

C/j:,  +  Gj'jcj  +  ffj'^j  =  0  und  H^' x^  +  H^  x^ 
Torin  die  G'  und  H'  lineare  Functionen  von  a:,',  *,',  x^  % 
Wir  wollen  nun  in  2  die  drei  Geraden  zu  Coordinatenacl 
d  n  Grundpunkten  in  2'  entsprechen,  und  zwar  mögen  den 
ll|',  Üj'  der  Reihe  nach  die  Achsen  j:^  =  0,  jc,  =  0,  a 
Heraus  folgt,  dass  für  die  Coordinaten  von  H,'  die  Functii 
md  H^  verschwinden,  sowie  femer,  dass  für  die  Coord 
I  mctionen  ff,'  =  ff,"  =  H-^'  =  H^'  =  0  sind,  und  endlid 
C  xmlinaten  von  n,'  hat  ff,'  =  Gj'  =  H^  =  H^  =  0. 
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len  giebt  es  also  ein  Paar  gleich- 
ngleichsinnig  congruente  Gerade. 
IS,  denen  congruente  Gerade  im 
l  symmetrisch  zu  der  Gegenachse 

iden  projectiven  Strahl büscheln  zwei  ent- 
haben  die  beiden  Büschel  noch  ein  paar 
n;  denn  die  Doppelstrahlen  zweier  auf 
eal  oder  beide  imaginär.  Da  man  nun 
;ise  so  auf  einander  legen  kann,  dass 
ein  bestimmtes  Paar  entsprechender 
eder  Strahl  in  einem  von  zwei 
weierWinkel,  die  den  entsprechen- 
le  nach  gleich  sind;  zwei  dieser 
:h,  die  andern  beiden  sind  ent- 
man,  dass  bei  zwei  projectiven 
m  Punkte  der  einen  Reihe  zwei 
ihenden  Strecken  dem  absoluten 
ier  sich  entsprechenden  Strecken 
1  entgegengesetzt  gleich. 
en  congruenten  Geraden,  die  sich  ohne 
zur  Deckung  bringen  lassen,  sowie  P, 
:  congruente  Gerade,  so  lege  man  die 
den  Punkte  von  T  und  V  sich  decken; 

1  Strahl bUschel  haben  einen  entsprechen- 
noch  ein  Paar  entsprechende  durch  A 


echenden  Punkte  A  nach  einem  selbst- 
entsprechenden Punkte  auf  f.  Es  decken  sich  folglich  zwei  entsprechende 
StrahlenbOschel  beider  Systeme  und  ihr  gemeinsamer  Träger  ist  A. 

Da  nun  von  den  Strahlen  durch  A  entsprechende  Gerade  in  enteprechenden 
Punkten  geschnitten  werden,  so  folgt,  dass  MJf  =  M'N';  folglich  sind  die 
Dreiecke  MN^  und  AfN^^  congruent,  und.  i  auf  der  Mittellinie  des  Streifens 
■i[r,'l  gelegen. 

Dreht   man  hierauf  die  Ebene  2'  um  die  Achse  P   um  einen  gestreckten 
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1  nahe  an  P, ,  so  sind  die  Dreiecke  /",  /*,  7*3 
n,  und  die  Ausdrücke  /^i,,  -^g-j.  ^aa  einander 
;rsch windend  kleiner  an  den  entsprechenden 
ntsprechenden  Flächen  /  und  /'  hat  man  also 

/' "  Ä  ■ 

inigen  Worten  auf  eine  Abart  der  projectiven 

auch  Aj  =  Bj  ^  0  und  die  Functionen  äTj  und 
itanten  C,  und  V^.     Wenn  man  sie  noch  als 

bez.    von  ^   und  y  betrachten  will,    so  muss 
trachten,  in  denen  die  Coefficienten  der  Coor- 
Den  Gleichungen 

0    und     ff^'  =  0 
grosse  Werthe  der  Coordinaten  genügt  werden, 
iesem  besonderen  Falle  der  projectiven 
enachsen  unendlich  fern.    Man  bezeichnet 
£  Affinität.     Das  Verhältniss   entsprechender 

j^lfl.  _  £1 

r  Punkte  /•,  /*,  -P,.  Wir  haben  daher  den  Satz, 
:haft  affiner  Systeme  ausspricht:  In  affinen 
entsprechender  Flächen  constant. 
n  unendlich  fernen  Funkte  in  2  ein  unendlich 
femer  in  2'  entspricht,  so  folgt  weiter:  Je  zwei  entsprechende  Gerade  in 
affinen  Systemen  enthalten  ähnliche  Punktreihen. 

13.  Die  Gleichungen  entsprechender  Punkte  zweier  projectiven  Systeme 
No.  5,  7  beziehen  sich  auf  Coordinatensysteme  in  den  Ebenen  S  und  2';  durch 
die  Coefficienten  Xjii,,  XjHj,  X^ii,  .  .  .  werden  Beziehungen  ausgedrückt,  die 
von  jeder  Coordinaten bestimmung  unabhängig  sind,  diese  Gleichungen  gelten 
luch,  wenn  die  Punkte  von  2  und  2'  auf  räumliche  Coordinatensysteme  bezogen 
werden.  Wir  wollen  für  die  folgende  Untersuchung  voraussetzen,  dass  sie  auf 
ein  Coordinatentetraeder  bezogen  sind. 

Aus  den  Functionen  /■,,  P,,  P^  .  .  .  und  aus  einer  willkürlich  gewählten 
linearen  Function  in  Ebenencoordinaten  n  bilden  wir  die  Functionen 

Pi  =  -P,  -H  a,n,     />;,'  =  Pj,  +  8,  n,     -Pj'  =  -Pj  -f-  s,n. 
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kann  man  sich  ein  Stralilbündel  als  den 
irch  welche  die  Punkte  einer  Ebene  vom 
;n. 

[en  haben  wir  die  Vorstellung  einer  mit 
inktsystem)  mit  der  Vorstellung  der  mit 
radensystem)  vereinigt;  ebenso  wollen  wir 
enbtlndel  immer  vereint  vorstellen;  man 
1er  der  andern  Bezeichnung  bedienen,  je 

bei  einem  ebenen  Querschnitte  der  Figur 
;n,   oder  die  Schnittgeraden  der  Ebenen 

und  ein  StrahlbUndel,    durch   welches  S 

tprojKun  wira,  in  uezienung  setzen,  mdem  man  jedem  Punkte  auf  2  den  pro- 
jidrenden  Strahl,  jeder  Geraden  auf  S  die  projicirende  Ebene  zuordnet. 
StrahlbUndel,  welche  projeclive  ebene  Systeme  projiciren,  werden  als  pro- 
jective  StrahlbUndel  bezeichnet,  und  zwar  entsprechen  sich  darin  die  Strahlen, 
welche  entsprechende  Funkte,  sowie  die  Ebenen,  welche  entsprechende  Gerade 
projidien. 

In  zwei  projectiven  Strahlbündeln  entspricht  jedem  ebenen  Strahlbüschel 
des  einen  Systems  ein  projectives  ebenes  Strahlbüschel  des  andern;  jedem 
EbenenbUschel  des  einen  ein  projectives  EbenenbUschel  des  andern. 

Ebene  Querschnitte  projectivcr  StrahlbUndel  sind  projectiv.  Entsprechen 
den  vier  Ebenen 

r,  =0,    r,  =  0,    Ti  —  0,    7"«  —  a,  7",  +  a,  Tj  +  «,  7",  =  0 
dnes  Ebenenbündels  die  Ebenen 

T^'  =  0,    7",'  =  0,    Tj'  =  0,       T^'  —  i^  T,'  +  i^  T,'  +  6^  7",'  =  0 
eines  projectiven  EbenenbUndels,  so  sind  die  Gleichungen  je  zweier  entsprechenden 
Ebenen  beider  Bündel 

Denn  setzt  man  in  diesen  Gleichungen  z.  B.  <  =  0,  so  erhält  man  die 
P"  Gleichungen  der  Geraden  der  Querschnitte  beider  Büschel  mit  der  A'K-Ebene, 
I     und  erkennt  sofort,  dass  beide  Querschnitte  projectiv  sind. 

Entsprechend  den  congmenten  Geraden  und  den  congruenten  Strahlbüscheln 
ebener  projectiver  Systeme  giebt  es  in  zwei  projectiven  Strahlbündeln  zwei  Paar 
entsprechende  congruente  ebene  Strahlbüschel  und  zwei  Paar  entsprechende 
congTuente  Ebenenbüschel;  wir  müssen  uns  indessen  versagen,  hierauf  näher 
anzugehen.*) 

16.  Doppelelemente  auf  einander  liegender  projectiver  Ebenen. 
Werden  zwei  auf  einander  liegende  ebene  Systeme  auf  dasselbe  Coordinaten- 
system  bezogen,  so  fällt  ein  Punkt  J'  mit  seinem  entsprechenden  P"  zusammen, 
wenn  man  X  so  wählt,  dass  die  Gleichungen  zusammen  bestehen 


X,a,  +  X,Oj  H-X,«,  X,*,  +  A,i,  +  Xjij 

X,  g,j,  +Xaa,>a  +  X,ai^,  ^  h^iJ't'  +  ^^3^1   +  hhyt' 
X,«,  +■  X,aj  +  X,a,  Xj*,  +  X,i,  +  X,*,  ' 

Setzt  man  abkürzungsweise 


*)  Vei^  u.  A.  de»  Ver&ssen  Schrift:  EUmeote  der  analytischen  Geometrie  i: 
^ootdinaten.     Bnumschweig  1S73,  pag.  319. 
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llel  zu  PiP^  gelegt  wird,  entspricht 
inkte  auf  Py  ^%    verbindet. 


C,  sind,  und  auf  denen  von  Py  P^ 
he  der  auf  G  von  P^  Pj  und  o  ab- 
geschnittenen Strecke  gleich  sind,  sind  die  Geraden  P'  und  F,',  denen  in  S 
congniente  Gerade  T  und  T,  entsprechen. 

Dem  von  /"//"j'  und  *'  bestimmten  Sttahlbüscliel  entspricht  das  Farallel- 
ttrahlenbUschel,  zu  welchem  P^  P^  und  n  gehören.  Die  beiden  Strahlen  des 
Büschels  (Pj'Pj,  1'),  deren  Winkel  mit  C,  gleich  den  Winkeln  der  Geraden  a 
und  G  sind,  enthalten  die  Punkte  i'  und  i,';  die  entsprechenden  Strahlen  in 
£  enthalten  die  Punkte  &  nnd  A,;  man  erhält  die  Träger  A,  A,,  i',  A,',  der 
cxingruenten  Büschel,  indem  man  auf  diese  beiden  Paaren  entsprechender  Strahlen 
die  Punkte  bestimmt,  deren  Abstände  von  G  und  G^  gleich  dem  Abstände  der 
Geraden  T'  von  G,   bez.  der  Geraden  P   von  G  sind. 

Die  entsprechenden  Strahlen  zweier  entsprechenden  Strahlbiische!  in  zwei 
auf  einander  liegenden  projectiven  Systemen  schneiden  tiich  auf  Punkten  eines 
Keltisch nitts,  der  durch  die  Doppelpunkte  der  beiden  Systeme  geht;  denn  zwei 
Strahlen  der  beiden  Btlschel,  welche  nach  demselben  Doppelpunkte  gehen,  sind 
entsprechende  (ierade.  Sämmtliche  Kegelschnitte,  die  durch  die  Paare  ent- 
sprechender Strahlbtischel  erzeugt  werden,  haben  also  die  drei  Doppelpunkte 
gemein.  Zwei  von  diesen  Kegelschnitten,  welche  durch  die  in  A  und  A',  bez. 
durch  die  in  ß  und  S  liegenden  entsprechenden  Strahl enblischel  erzeugt  werden, 
haben  ausser  den  Doppelpunkten  noch  den  immer  realen  Punkt  gemein,  in 
welchem  sich  die  Geraden  AB  und  A'ff  schneiden;  denn  Aß  und  A'£'  sind 
entsprechend  in  beiden  Paaren  von  entsprechenden  StrahlbUscheln.  Die  Con- 
struction  der  Doppelpunkte  und  Doppelgeraden  zweier  auf  einander 
liegenden  ebenen  Systeme  ist  somit  auf  die  Fundamentalaufgabe  für 
Constructionen  dritten  und  vierten  Grades  zurückgeführt;  Die 
Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte  zu  finden,  von  denen  ein 
Schnittpunkt  bekannt  ist 


3^2  Analytische  Geometrie. 

§  15.  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  abwick 

1.  Als  Raumcurve  HI.  O.  (Ä,)  definiri 
welcher  sich  zwei  Flächen  IL  O-  durchdrin 
gemein  haben. 

Diese  Gerade  bildet  mit  R^  zusammen  c 
zweier  Flächen  II.  O.,  also  eine  Raumcurve  IV.  < 
Raumcurve  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  geme 
Raumcurve  III.  O.  von  jeder  Ebene  in  drei 
von  denen  wenigstens  einer  real  ist. 

2.  Ist  a  eine  Gerade,  die  mit  Ä,  zusammen 
zweier  Flächen  II.  O,  bildet,  so  lege  man  durch 
F^  und  F^.  Die  durch  a  gelegten  Ebenen  schnei 
des  Systems,  zu  welchem  a  nicht  gehört.  Projic 
bez.  auf  F^  von  einer  Geraden  et'  auf  F^,  bez. 
aus,  die  mit  ot  zu  demselben  Systeme  gehören, 
EbenenbUschel,  deren  Träger  die  Geraden  a,  a', 
Büschel  erzeugen  F^,  das  erste  und  dritte  erzeug 
Äj  treffen  sich  drei  entsprechende  Ebenen  der  di 

Umgekehrt:  Sind  a,  a',  a"  die  Träger  dreier 
erzeugen  die  Büschel  a  und  a'  eine  Fläche  11. 
II.  O.  F^ ;  F^  und  /",  enthalten  beide  die  Gerade 
dem  noch  in  einer  Ä,,  in  deren  Punkten  je  drei 
Büschel  zusammentreffen. 

Wir  schliessen  daher:  Der  Ort  der  Schi 
dreier  projectiven  EbenenbUschel  ist  ein« 
der  drei  Träger  dieser  Büschel  bildet  mi 
ständigen  Durchschnitt  zweier  Flächen  II. 

3.  Die  Büschel  a'  und  a"  erzeugen  eine  Flä( 
zweimal  schneidet.  Construirt  man  zu  den  beid' 
Büschel  a'  und  a",  welche  nach  einem  solchen 
sprechende  Ebene  durch  a,  so  erkennt  man,  das 
punkte  drei  entsprechende  Ebenen  der  drei  BU 
daraus:  Jede  Gerade  a,  welche  mit  einer 
ständigen  Durchschnitt  zweier  Flächen  II. 
realen  oder  conjugirt  complexen  Punktet 
daher  Secanten  der  Ä,. 

4.  Durch  einen  Punkt  des  Raumes,  de 
nur  eine  Secante  einer  R^,  d.  i.  nur  eine  Ge 
oder  conjugirt  complexen  Punkten  trifft 
Secanten  möglich,  so  hätte  die  Ebene  dieser  Seca 
im  Widerspruche  mit  No.  1. 

Jede  Secante  von  R^  bildet  mit  Äj  den  i 
zweier  Flächen  11.  O.  Denn  wenn  a!  Secante  ' 
a,  Ä,  und  einen  Punkt  F  auf  a',  der  nicht  auf  Ä, 
bestimmte  Fläche  II.  O.  F^ .  Diese  Fläche  enthält 
sowie  die  beiden  Schnittpunkte  mit  F,  enthält.  1 
dazu  projectives  a'  projiciren  die  Geraden  auf  F,, 
a  und  ein  dazu  projectives,  dessen  Träger  n"  auf  j 
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Geraden  auf /"j.  Entsprechende  Ebenen  der 
T  durch  gemeinsame  Punkte  von  F^  und  P^, 
;nn  ist  A  auf  a.  gelegen,  so  entsprechen  den 
m  zwei  verschiedene  Ebenen  des  Büschels  a, 
e  Fläche  II.  O.,  die  Ä,  und  a'  enthält,  also 
lurchschnitt  diese  Fläche  und  der  Fläche  ^j. 
nen  II.  O.,  die  S^  enthalten  und  nicht  zu 
iie  Flächen  F^  und  F^  aus  No.  1,  und  die 
d  a"  erzeugte  Fläche),  so  ist  die  Gleichung 
lält,  von  der  Form 
-(*,/",  +  (*,/",  =  0. 
liebige  Punkte  des  Raumes,  so  geht  durch 
h  diese  Secanten  und  durch  Ji^  ist  eine 
Iso  ist  durcli  Ji^  und  zwei  beliebige  Punkte 
ndeutig  bestimmt.  Sind  nun  F^i,  F^,,  F^,- 
F,,  F^,  Fg  Rir  die  Coordinaten  von  /*,  an- 
nehmen, so  enthält  die  Fläche  II.  O. 

I  -^1       ^1      ^t    I 
2.  ^=  LFi,     /■,,     ^,,     =  0 

die  Punkte  Fj    und  F^,   sowie  alle   gemeinsamen   Punkte  von  F,,   /",   und  F^, 
also  die  Ä,,  und  ist  von  der  Form  1. 

6.  Durch  einen  Punkt  F  auf  ü^  gehen  unzählige  Secanten  der  X^;  durch 
iwei  derselben  a  und  a'  und  durch  die  Ä,   ist  eine  Fläche  II.  O.  /  bestimmt 

Die  Fläche /ist  ein  Kegel;  denn  wäre/ kein  Kegel,  so  würde  aa' Tangenten- 
ebene von  /,  folglich  die  Tangente  der  Raumcurve  in  F  auf  aa'  gelegen  sein; 
dies  ist  aber  fUr  keinen  Punkt  der  Raumcurve  der  Fall,  da  sonst  die  Ebene  aa' 
ausser  dem  Punkte  F  und  den  zwei  noch  auf  a  und  a.'  gelegenen  Curvenpunkten 
noch  den  unendlich  nahe  bei  F  gelegenen  Punkt  der  Curve  mit  derselben  gemein 
haben  wUrde.  Wir  erhalten  somit:  Eine  Ä,  wird  von  jedem  ihrer  Punkte 
ans  durch  einen  Kegel  11.  O.  projicirt. 

Sind  sechs  Punkte  1,  %  3,  4,  5,  6  einer  ^,  gegeben,  so  ist  damit  auch  der 
Kegel  II.  O.  bestimmt,  der  die  F^  von  einem  dieser  Punkte  z.  B.  von  1  aus 
projicirt.  Denn  alsdann  sind  von  diesem  Kegel  Ä",  die  fünf  Mantellinien  bekannt, 
die  I  mit  den  andern  fünf  Punkten  verbinden,  imd  durch  fllnf  Mantellinien  ist 
ein  Kegel  ü.  O.  eindeutig  bestimmt.  Ebenso  ist  der  Kegel  K^  bestimmt,  der 
J,  von  2  aus  projicirt.  Beide  Kegel  haben  ausser  der  Mantellinie  ]  2  eine 
bestimmte  F^  gemein.  Daher  schliessen  wir:  Eine  Raumcurve  III.  0.  ist 
durch  sechs  Punkte  bestimmt  Zugleich  ist  ersichtlich,  wie  eine  F^  aus 
sechs  gegebenen  Punkten  linear  construirt  werden  kann. 

7.  Legt  man  eine  Ebene.  T  durch  eine  Secante  01  (No.  1)  einer  Fg,  so 
schneidet  diese  die  Fläche  F^  ausser  in  a  noch  in  einer  Geraden  p,  welche  mit 
!i  nicht  zu  demselben  Systeme  gehört.  Auf  a  liegen  zwei  Punkte  der  Äj,  welche 
real  oder  conjugirt  comptex  sind;  folglich  liegt  auf  p  der  dritte  immer  reale 
Schnittpunkt  der  Ebene  T  mit  der  Curve  Ä,.  Wenn  alo  die  Fläche  F  die 
Raumcurve  j?j  enthält,  so  haben  alle  Geraden  auf  F,  die  nicht  Se- 
canten von  Ff  sind,  mit  .^3  einen  realen  Punkt  gemein. 

8.  Wenn  die  Gerade  p  mit  der  Raumcurve  Ä,  nur  einen  Punkt  F 
gemein  hat,  so  erfüllen  alle  Secanten  von  Ä,,  die  ß  schneiden,  eine 
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{er  zweier  Büschel  zwei  Tangenten  9  und  t 
die  Secante  a  der  Ji^  benutzt,  welche  die 
;enten  9  und  t  verbindet, 
ebenen  (§  10,  No.  3)  in  den  Punkten  A  und 
lischeis  3  den  Ebenen  der  Büschel  a  und  t, 
Punkte  A  unendlich  nahen  Punkte  treffen; 
;he  die  Tangente  o  enthält,  denn  diese  ent- 
iahe bei  A  gelegenen  Curvenpunkt;  und  im 
rade  a  enthält.     Es  entsprechen  sich  daher 

:  "»  7K  f"- 

Ebene  des  Büschels  9  angesehen  werden, 
welche  Jt^  in  einem  dem  Punkte  £  unendlich  nahen  Punkte  trifft;  im  Büscliel  a 
entspricht  ihr  daher  die  Ebene,  welche  die  Tangente  t  enthält  und  im  Büschel  t 
die  Schtntegungsebene  7*,.  Es  entsprechen  sich  also  die  drei  Ebenen 
aa  7^  üT  7^  T,  . 
Sbd  7",  =  0  und  7",  =  0  die  Gleichungen  der  Ebenen  aa  und  ta,  so  kann 
man  sich  die  Functionen  T,,,  T^,  T^,  T.^  immer  mit  solchen  Faktoren  multiplicirt 
denken,  dass  die  Gleichungen  dreier  entsprechenden  Ebenen  der  drei  projectiven 
Büschel  a,  a,  t  die  Form  haben 

Twmx^T^  —  *s?'i  =  0,    r  =  ;i, r,  —  ^t^  =  o,    r'^Xj^^  —  Xjr,  =  o. 

Dividirt  man  diese  Gleichungen  durch  X,  und  ■  bezeichnet  den  Quotienten 
1| :  X,  mit  k,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in 

I.  T-=  To  —  iTi  =  o,     r'  —  r,  —  xr,  =  0 ,     r"  —  r,  —  xt-j  =  o . 

Diese  drei  linearen  Gleichungen  für  j:,  y,  z  enthalten  einen  veränderlichen 
Parameter  X,  und  zwar  erscheint  X  als  die  einzige  unabhängige  Veränderliche. 
Durch  X  kann  man  die  Coordinaten  jedes  Curvenpunktes  ausdrücken,  indem  man 
das  System  1.  nach  x,  y,  z  auflöst. 

Die  Auflösungen  eines  Systems  von  drei  linearen  Gleichungen  sind  be- 
kanntlich Quotienten,  welche  als  gemeinsamen  Nenner  die  Determinante  der 
Gleichungen  und  als  Zähler  Determinanten  dritten  Grades  in  den  Coefficienten 
der  Gleichungen  haben.  Die  Coefficienten  der  Gleichungen  1.  sind  lineare 
Functionen  von  X;  die  Lösungen  des  Systems  1.  liaben  daher  die  Form 
X  =  (flo  +a,X  +  OjX>  +<ijX^):  (rf„  +</,X  +  </sX»  +rfjX»), 
a.  y  =  {b^  -I-  b^\  +  b^V  +  i,X»)  :(</„+  ^,X  4-  rf,X*  -(-  </j,X»), 

,  =  (f,  +fjX  +<:,Xä  +<r3X»):(rf„  +rf,X-l-rf,X»  +a',X»). 

Die  Coordinaten  der  Punkte  eines  R^  lassen  sich  daher  als 
gebrochene  rationale  Functionen  eines  Parameters  X  darstellen,  und 
ivar  in  der  Form 


wobei  fg,  f,,  fj,  fj  ganze  Functionen  dritten  Grades  von  X  sint 
Setzt  man  die  Werthe  2.  in  die  Gleichung  eines  Curvenpunktes  ein 
XU  -\-  yv  -¥  sw  —  1=0, 
so  erhält  man,  nachdem  man  mit  f,  multiplicirt  hat 

To"  ■+  "Pi*  +  ?a^  —  ?3  =  *^- 
Ordnet  man  dies  nach  steigenden  Potenzen  von  X,  so  entsteht 
4.  ^a  +  X  .  ^,   +  X>  ■  ^a   +  XS  .  ^j  =  0 , 

wobei 


0,  -4,  =  0,  ^,  = 


,  wenn  X  alle 
II.  O.  erfüllen, 
der  Gleichung  I 
lineare  Gleichui 
e  demgemäss,  sc 

'.)!■  +  (',-■ 
'■)»'  +  (»,-. 

ninante  dieses  S 


Ült  in  ein  Polyn 
h winden,  weicht 
diesen  Determini 
bleiben  mithin  r 

-C«,V,)-( 
-'■  (/'■?*'■')  <^'ß  r 

■  Weise  reducirei 

-  K^^i)  + 

-  («,io^.)  + 

LUngen  3.  ergebe 

ichungen 
-  xr,  =.0, 
I  Gleichungen  N 
genschaft,  dass  d 
ichen  Parameter 
nd  mit  den  Keg 
A^,  Af  lineare 
nkte,  deren  Gle 
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[t  für  die  Coordinatcn  jedes  Punktes 


1   von   A   sind. 
1er  Form  enthalten  sind 
»Aj  =  0 

4iA^;  denn  die  Coordinaten  dieser 
g  von  X, 

oordinatensy Stern,  dessen  A'K-Ebene 
setzen  dann  w  =  Q;  Iiierdurch  mag 

.ff,  =  0. 

ichung  eines  Punktes  unserer  Curve 

System  XO  Y.    Aus  dieser  Gleichung 

"  i'o  -h  c,  X  +  <r,  Ä»  ' 
en  als  hneare  Gleichungen  in  Bezug 
an  der  Form 
=  ^0  :  Tj  , 
ordinalen  x  imd  y  sind.    Aus  diesen 

r, . 

lurch  die  erste  derselben  und  durch  4. 
;en  behält 

-  xr,  =  0. 

ie  der  Gleichung  2.  entspringen,  die 
eier  projectiven  BUschel  sind;  die 
bt  sich  durch  EHmination  von  X  aus 
",*  =  0 .  Aus  derselben  ist  ersieht- 
den  Punkten  berühren,   in  denen  sie 

.  O,   iwei  Punkte  A  und  B  gewählt, 
j  bestimmt;  die  Functionen  T^,  7",, 
einen  constanten  Faktor  bestimmt 
it,  und  schneiden  sich  in  demselben 
die  Ebenen 

1.  «0  T^  —  a^T^=  0,      «,  T",  —  a,  T",  =  0,      «,  7*,  —  aij  7",  =  0, 

so  sind  die  Vierhältnisse  der  Coefficienten  a,,  a,,  a,  bestimmt,   und  die  Punkte 
der  Cuive  werden  für  jedes  X  als  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen  erhalten 

2.  7",  —  x-o, r,  =  0,'   «, 7",  —  ».-«jr,  =  0,     o,r,  —  x.fl,r(  =  0. 

Hieraus  ist  ersichtlich:  Eine  Raumcurve  III.  O.  ist  durch  zwei  Punkte, 
die  Tangenten  und  die  Osculationsebenen  in  diesen  Punkten,  sowie 
durch  einen  dritten  Punkt  eindeutig  bestimmt. 

Der  Punkt  A,  in  welchem  sich  die  Ebenen  7^^,   7^,,   T^  schneiden,  dessen 

*)  HöHius,  Der  baiyc.  Caicul,  5.  Kapitel.  Clebsch,  Uebet  diejenigen  ebenen  Curven,  deren 
CoonUoalen  ntioiiale  FuDCtionen  eines  Paiameleis  sind.     Cielles  Journal,  Bd.  64,  S.  43.     1865. 


Schmi  egungseben  e 
von  X  reduciren  si 

Dividirt  man  < 
sich  die  Gleichung 
dessen  SchmJegun^ 
kann  daher  drei 
0,  oo,  1  zuerthe: 
der  Curve  einde 

Wenn  wir  vora 
werthe  0,  =»,  1  zu 
durch   die   ihnen 
Punkten  X„  X,  .  . 

14.    Die  Gleic 

lässt  sich  schreibet 

Sie  enthält  da 

folglich  auch  den 

^0  —  ' 
Da  man  aber 

so  schliesst  man,  < 

die  Ebene  der  Pui 

Die  EbenengU 

kann  man  in  den 

s,  —  r,  -  X,  5 

und  schliesst  darau 

die  Ebene  ß,  X,,  : 

Der  Verein 

I. 

charakterisirt  sc 

Ist  X,  von  X, 
X,Xj  Tangente  dei 
Falle  X,  =  X,  zu  s 
im  Punkte  A 


15.  Die  Eben« 
i.  3-r„-cx, 
lässt  folgende  Anoi 

2.  3«ir„-(x, 

3.  —  ?'o  —  {X, 
Die  Gleichung 

geht  durch  den  Sc 

durch  X,  und  Xj  g 

3  —  r„  -  (X,  H 
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i  Ciirvenpunkte  X„   X,,    Xj 

Tangente    des   Ciirven- 
,   geht  aus  4.  hervor,  wenn 

Tj  —  li^Xj?",  =0, 

hält  man  die  Gleichung  der 

man  in  5.  Xj  ^  X,  zu  setzen, 
sebene  im  Punkte  X 
T3  =0. 

■^^-Pj^  +  Ia«  — 8j. 

lene  zu 

i,X+  3S,X»  —  BjX»), 

i,x+  3e,x"— SjX'), 

i,X  +  36jXä  — S^X»).   . 
e    sind    also    gebrochene 
rameters  X. 

ner,   und  betrachtet  die  dann 
der  drei  Grössen  X,   X",  X*, 

.ä-(a,-8,«)X»=0, 

^*  — (Ts  —  eia')X3  =0. 

eme  No.  11,  1   schliesst  man, 

luotienten  linearer  Functionen 

Form 

l  =  /'s  :  /*, , 

des  Systems  sind 


nachheriger  Beseitigung  der 
/>.  —  XA  =  0. 


g)"  —  /',  —  XP,  =0 
hen,    welche  zu  Trägem  die 


nde  Punkte  $  und  $'  gehen, 
aus  den  Gleichungen  4j3  =  0 


ungen    5ß  =  0    und 


kelhare  Flächen  dritter  i 

ojectiven  Reihen  a' 
T  SRj  eingeschrieben 
ächen  gj  und  83  da 
'  und  a"  mit  JHj  eini 

are  Fläche  III.  Kl 

te  dreier  projecti 
en  sind  die  Tr 
nmen    eine    vollst 

Umgekehrt  schliess 
!chenden  Punkte 
ine  JHj. 

der  9tj,  welche  zu 
eis,  welche  enteprec! 
en  projectiven  Reiht 
ir  schliessen  daher: 
en  eine  vollständij 
n  zwei  Ebenen  de 
ie  in  zwei  Ebenei 

einen  nur  eine  Li 


ü.,  die  nicht  zu  den 
wird  die  Gleichung 

t^sSs  =  0. 

nicht  berühren,  entl 
iiden  Linien  und  dui 
ist  durch  eine  9tj  un 

II.  Kl.  eindeutig  bt 
^n  S,.  Ss.  Sa   ftir  di 


1  den  Ebenen  T^  ur 
leichung  ist  von  der 
ien  wir:  Die  Lini 
er  JRj  liegen,  besi 

in  welchen  eine  ] 
umhüllen  einen  K 
ler  9t,  ist  die  Grenz 
i'on  den  fünf  andern 
lelebene  hat  und  voi 

allen  Ebenen  der  SK 
lein.  Dies  zeigt:  Eit 
nen  bestimmt. 


Ue 
der  Schnitt  P^  von  a  und  o,  und  auf  t  der  Sehn 

Die  Ebene  von  JRa,  welche  der  Ebene  a/j 
/■j,  a  in  ^,  und  t  in  /*,,  also  entsprechen  sich  ; 

Die  linearen  Functionen  P^,  /*,,  P^,  P^  lasst 
Zahlen  tnultipliciren,  dass  die  Gleichungen  entspre 
P^Pi,  PjP,,  P,Pi  die  Form  haben 
P~1t,P^-y.,P,=Q.    P<~iL,P,~j^,P,= 

Dividirt  man  durch  ji,  und  setzt  Hj :  n,  ^  0, 

1.  /»-i  P^—p.Pj=0,         P'  wbP^-^  i^P,  = 

Jede  Ebene,  deren  Coordinaten  diesen  drei 
Werth  der  veränderlichen  Zahl  genügen,  berührt 
selben  v,  v,  w  durch  [t.  ausdrucken  und  erhält  s 
Ebene  der  9),  als  rationale  Functionen  ei 
lösungen  des  Systems  1.  haben  die  Form 

2.  p  =  (ßo  H-  ß,  ^1  +  ßj  fj:^  +  ß,  tt')  :  (Bo  -t 
»  =  (7o  +  Ti  t*  +  7i  (**  +  Hj  t**) :  (So  -(■ 

Setzt  man  die  Weithe  2.  in  die  Gleichung  eii 

ux  -<r  vy  -\-  wx  —  1  I 

so  erhält  man  nach  Beseitigung  des  Nenners  eine 

Af^  ■+■  )Aj4|  +  jx^^j  +  |x'. 

worin  A,,,  W,,  A^,  A^  lineare  Functionen  in  Punl 

11.  B.  Ebenso,  wie  in  No.  11,  schliesst  mai 
deren  Gleichungen  aus 

A^  H-  y.A^  +  v-'A,  ■+■  fi* 
erbalten  werden,  indem  man  dem  Paramet 
bis  +  oo  ertheilt,  umhüllen  eine  abwickelb 

12.  B.  Die  Eigenschaft,  dass  die  Coordinaten 
Functionen  eines  Parameters  ausdrücken  lassen, 
m.  Rl.  mit  der  Geraden  und  dem  Kegel  II.  O.  % 
Gleichungen  dreier  Ebenen,  so  geht  jede  Ebene,  dei 
l-  A  +  ft^i  =  0 
durch  die  Gerade  AqA^. 

Jede  Ebene,  deren  Gleichung  die  Form  hat 
3-  A^  +  jtAf  +  t*M,  = 

gehl  durch  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  A^A^, 
Ton  T  auf  der  XK-Ebene  entsteht,   wenn  man  in 
dann  eine  Gleichung  von  der  Form 
3-  ^0  +  iJi5,  +  [t*^j  = 

worin  Bf,,  Pj,  £j  lineare  Functionen  von  x  und , 
erhält  man  für  die  Coordinaten  der  Spur  Ausdrücl 

.  _  ..  +  ..i^  +  ..i.'      .,  _  5. 


li  sie 

:nen 
iffen, 

hnitt 
te,  di 
er  mi 
een  V 
noct 
habet 

.Ä, 

isl  isi 
rch  I 
dui 


e  Wu 

odei 

Wurzeln,  oder  eine  reale  und  zwei  conjugirt  complexe  Würz 

Curve  drei  getrennte  reale,  zwei  vereinte  und  einen  von  diesei 

oder  drei  vereinte  reale,  oder  nur  einen  realen  unendlich  : 

Tangenten  der  Curve,  die  sie  in  den  unendlich  fernen  Punkte 

als  Asymptoten  der  Curve  bezeichnet.    Giebt  es  drei  reale  j 

ferne    Punkte,    so    giebt    es    drei    Asymptoten,    die    nicht    an 

sind  zwei  unendlich  ferne  Punkte  real  und  vereint,  so  hat 

endlich  ferne  Tangente  (unendlich   ferne  Asymptote),  und  ai 

Asymptote,   die  nicht  unendlich  fem  Ist;   sind  drei  reale  unei 

vereint,  so  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  Osculationsebene  de 

realer  unendlich  femer  Punkt  vorhanden,  so  hat  die  Curve  nur  ei 

Hiemach   zerfallen  die  Raumcurven  III.  O.  in  vier  Gn 

to  ihren  Gestalts  Verhältnissen  nach  wesentliche  Verschieden! 

Cubische  Hyperbel,  mit  drei  realen  Asymptoten; 

cubische  hyperbolische  Parabel,  mit  einer  realen  As 

unendlich  fernen  Tangente; 
cubische  Parabel,  mit  einer  unendlich  fernen  Osculation 
cubische  Ellipse,  mit  einer  realen  und  zwei  imaginären 
19.    Eine  Raumcurve    wird    von   einem   Punkte  /"^    aus  > 
projidrt. 

Die  beiden  Punkte  der  Fläche  II.  O.  /  =  0,  welche  auf 
li  gen,   theilen  die  Strecke  /"o.^  in  Verhältnissen  jt,   welch 
C  .eichung  sind 
!■  /o  +  2(i(/,o'«,  +/sa'*,  4-/3o'«j  +A<,'^*)  +  (* 


chnung, 


ung. 

derlichen  Grösse 
n  verschiedene 
unction  der  V 
l>a  j  sich  mit  x  ätidcit,  so  ist  auch  y  eine  veränderliche  Gros 
ron  y  von  den  Weithen  der  Grösse  x  abhängen,  so  bezeicl 
liängige  Veränderliche  im  Gegensatze  zu  der  unabhän 
liehen  x. 

Wir  beschranken  uns  bis  auf  Weiteres  darauf,  Funcdoni 
zu  betrachten. 

Wenn  man  nur  die  Thatsache  ausdrücken  will,  dass  y  ei 
ist,  ohne  die  Art  der  Abhängigkeit  anzugeben,  so  bedient 
Zeichnung  y  ■:=f{x)\  verschiedene  Functionen  kann  man  durcl 
Buchstabens  oder  durch  Indices  unterscheiden  F[x),  7(^1),  <|>(' 

Um  den  Werth  anzudeuten,  den  die  Funcdon/(x)  flir 
von  X  annimmt,  setzt  man  diese  Werthe  hinter  das  Funci 
Stelle  von«;  demnach  sind/(0),/(l),/(2),  .  ./«),/(5)./(«»e 
welche  /(j;)  annimmt,  wenn  man  die  Variable  x  durch  die 
0,  1,  2,  E,  2t  «6  +  *  ersetzt. 

3.  Nimmt  die  Variable  x  um  einen  Betrag  ^x*)  zu,  & 
pontiven  oder  negativen  Betrag  zunehmen,  den  wir  mit  A/ 
dann  hat  man  also 

y  =/(*).    y  -^  ^y  =/(*  +  4*). 

Hieraus  folgt  durch  Subtracdon 

^y^f[x^^-)-Ax). 
Wenn  ^x  mehr  und  mehr  abnimmt,  und  der  Grenze  f 
niheit  sich  im  Allgemeinen  auch  A^  der  Grenze  Null.  Sow< 
soweit  also  einem  unendlich  kleinen  Zuwachse  A:):dei 
tin  unendlich  kleiner  Zuwachs  A^  der  Function  ent 
eine  stetige  Function  von  x. 
'  *)  ^x  iit  biei  ein  einheitliche«  Zeichen;   die  Vervechtelang  mit  de 

nwm  Faktor  A  ist  nicht  lu  befUrditen,  da  von  einem  solchen  Faktoi  n 


det 

der  Curve  PP^   im 
t  der  Tangente  FT  ; 


=  tangx 

I  bezeichnet.    Deutet 

orsetzung  der  Buchst 


klei' 


1  Zuwachs  von 


Differenzen  der  C 
Punkte  P^  und  P  sind,  haben  wir  in  dx  und  äy  die  versch« 
Differenzen  der  Coordinaten  des  dem  Punkte  P  unendlich  nahen 
und  des  Punktes  P  vor  uns;  im  Zusammenhange  damit  bezeichn 
dy  als  das  Differential  von  x,  bez.  von  ^,  und  demgemäss 
Differentialquotienten  von  >.     Aus  der  Gleichung 


dx 


=  /'(*) 
leitet  man  die  Gleichung  ab 

dy=f{x)dx. 
Nachdem  man  den  Grenzwerth 

_J{x+\x)-f{x) 


lim^- 


tiX 


=  /'W 


bestimmt  hat,  liefert  diese  Gleichung  das  Differential  von  y  als 
des  Differentials  der  unabhängigen  Variabein  x. 

Die   Differentialrechnung   hat  zunächst   die  Aufgabe, 
qiotienten   der  Functionen  zu  ermitteln;  hieran  reihen  sich  danr 
SV  :büngen,  sowie  analytische  und  geometrische  Anwendungen. 

6.  Ehe  wir  dazu  übergehen  können,  die  Differentialquotienten 
aufzusuchen,  haben  wir  einige  Grenzwerthe  zu  bestimmen,  ut 
Gimdlage  für  die  folgenden  Untersuchungen  zu  gewinnen. 


*]  Bma,  die  Greme. 

«,  HttDdbuch  da: 


werden  wir  Mittel  gewinnen,  e  bis  zu  jedem  verlangten  Gern 
leichter  MUhe  zu  berechnen;  wir  werden  dann  finden,  dass  e 
stellen  genau  den  Werth  hat 

e  =  2,718281828459. 
Ist  m  keine  ganze  Zahl,  sondern  zwischen  den  ganzen  Za 
gelegen,  so  dass 

n,=/>  +  r, 
wo  r  einen  echten  Bruch  bezeichnet,  so  ist  offenbar 

(-;)->(-.i)->(-.-hr 

Diese  Ungleichung  lässt  die  Schreibweise  zu 

Wächst  m  unendlich,  so  wächst  auch  /  unendlich  und  die 
(!  —  /■):(/+  1)  convergiren  gegen  den  Grenzwerth  Null ;  die 
Glieder  convergiren  daher  gegen  den  Grenzwerth  e,  folglich  auch 

Ist  m  eine  negative  2^hl,  etwa  m=  —  n,  so  hat  man 

Geht  nun  m  zur  Grenze  -  <»,  so  wird  »  =:  +  «>;  da  nui 
zur  Grenze  Null  übergeht,  so  sieht  man,  dass  auch  fUr  einen  n 
Werth  von  m,  ~  d.  i.  (Ür  jeden  unendlichen  Werth  von  m  die 


.—Jx. 


Irei  Fälle 
alquotienl 


bt  sich  fo 
C) 


!*)  —  ix' 


er  Functionen. 


\x) 

-ia„g, 

ix 

-  eosasii 

1 

^«p 

da 
'«^  =  1^ 
et  man  die 
i* 

nächst 
also  nach  1 

dx_ 
•'S*  x' 
'x,  so  folgt 


hält 
sinxdx 


ix     ~  cos* 
T  ergiebt  sie 


ix  ~ 
rc  sin  X  ven 
IS  eines  Bo{ 
folgt,  dass 
räum  innehä 
]. 


nl  die  Definilion  vt 
leBedentuDC  ^"^ 


Xid  Arteosx 
1  ist  das  Vo 


Unter  Are  ia 

jeden  realen 

reale  Weithe  der  Function  Arctangx,  und  zwar  unendlich 

mit  Are  tangx  den  zwischen  —  \-k  und  +  Jic  gelegenen  1 

gleich  X  ist,  so  dass  also 

—  iir  <  arc  tangx  <  +  ^n, 

so  findet  man  alle  möglichen  Werthe  von  are  tangx  aus 

Are  tangx  =  are  tangx  +  6it . 

Aus    Jtangv  =  — |—    findet  man 

if<f  ^  cos^f  •  dtangf  ■ 
Setzt  man  nun  tangf  =  x,  so  ist  a;  ^  Arc  tangf  und  i 
=  I  :  (1  -t-  *') .    Daher  hat  man 


d  Are  tangx  = 


dx  dArc  lang  x 

\-\-  X*'  Jx 


%  3.     Differentiation   zusammengesetzter  und  unenti 

1.  Differentiation  einer  Summe  und  einer  Dil 
zwei  Functionen  von  x,  so  ist 

d{u  ±  g)  _        a  +  Jw  ±  (p  +  Jp)  —{u±v)  _ 
Ix       "   '*'  Ix  ~    ' 

Daher  ist 

d{u  ±.v)        du        dv  j/    .1.    V 

2.  Differentiation  eines  Polynoms.     Ist 

und  bedeuten  a^,   a,  .  . 
Functionen  von  x,  so  ist 

il       r    "^  ^"i  "*"  ^"'^  +  •  •  +  «■(««  +  J».)  —  (a 
dx  ^  Ja: 

,.    /     äu.  Ja,  JB,\ 

V^  •  Jar         *  äx  Jx  J 

Hieraus  ergiebt  sich 

dji  du^  du^  dUf 

dx'=  "'d^'*'  "»1^'*'  "^'dJ^'*'  ■  ■  ■  ■ 
Oder 
A«!«!  +''a"i  +'»1«.  ■  ■  +  «»»■)  =  «,rf«,  +  <*)^«)  +  ' 

Hiemach  ist  z.  B.  (vergl.  g  2,  No.  4) 
d{l  +  x-hx*+x^+x*  +  ..-i-x-)  =  (J+2x  +  Ax^-i- 
dean    //(l)  =  0,      dx  =  dx ,      dx*=ixdx,      dx»  = 

3.  Differentiation  eines  Produktes. 


-A 

)- 

nx 

"Vi-.y             (1— )• 

(1-. 

-'"■^,. 

Da  run  aber  bekanntlich 

i^  ■=  1  +  »  +  «■  H 

h  j:»  +  ...  +  X», 

so  ist  aucli 

<l^-)= 


Vergleicht  man  1.  und  2.,  so  findet  man  die  Summenfonnel 

,        1  —  »^'^  +  {«  —  ') 
1  +  2,^-  3,.  +  .  .  .  +  „^-, (!_;), 

dieses  Resultat  kann  man  leicht  durch  Ausrechnung  des  rechts  si 
tienten  prüfen. 

7.   Differentiation  der  Function  einer  Function.    Ist  u 
von  X,  und  y  eine  Function  von  u,  so  dass  man  hat 
}-F(u),      »-/(«). 
so  ist   ^  =  F[/{x)\    und  daher 

Ü  „  ,,„  ^(«+A»)l-i1/Wl 

Nun  ist  aber  /(x  +  Ax)  =  u  +  \u,    daher 

äy_  ^       Fju  +  Au)  -  F(u) 
äx  ~    ""  iix 

Hierfür  kann  man  setzen 

^-Z  —  r    -^("  +  a«)  —  F{u)    lu 
äx  A»  Ä* ' 

Dies  ergiebt  als  Regel  zur  Differentiation  einer  Functic 
'unction 

äj  __  dFju)    du 
dx  du        dx ' 

Zur  Anwendung  berechnen  wir  den  Differentialquotienten  von 
^rcus,  dessen  Cotangente  gleich  x,  hat  eine  Tangente  vom  Betr 
lat  man 

arceoix  =  arctang  —  . 

Setzt  man  nun  l  ix  ^  u,  so  kann  man  die  vorige  Formel  ver\ 
nan  f{!u)  durch  arctangu  ersetzt;  man  erhält  zunächst 
darc  cetx       d  arctangu    du 
dx  du  dx ' 


nncntwickchn  Functit 


i  +x  ^  1  - 


■dx  xdx 


\dx  = 


dx 

n  +  x*' 


■  dx  —  xä^a  + 


\  +  bx*-dx  —  xdya  +  dx*  =  (yg  +  bx^  —       ^•^*      \äx 

Also  folgt 

,        X  adx 

Ya+Tx*         y(a  +  6x*)* 
H.   DifTerentUl  von  x/x  —  x. 

d(xix  —  x)  ^  xdix  +  Ix-dx  —  dx 

dx 
=  « \-  Ixdx  —  dx;    folglich  ist 

d(xlx  —  x)  ^  Ix  ■  dx . 
I.   Differential  von  Istnx  und  leosx. 
diinx 


dlsmx  =  - 


-dx,    d.  i. 


dl  sin  X  =  totx-dx. 
dcosx 


K,    Differential  von  Itangx. 

,-                  dtangx 
dltoHgx  = 


^:t 


(/« 


tangx        £os*xtangx       sinx  cetx' 
idx 

Setzt  man  ix  =  u,  so  ist  2(/jr  <=  i^»,  und  man  erhält 
»  ^» 

L.   Differential  von  leetx. 

Da  /iMi/x  K  /(l  :  tangx)  =  —  /tangx,  so  ist  auch 


folglich 
C 

fclglkh 

D. 

iF 

'y 

dx- 
YO,  F(x,y-)- 

Aus   F{x.,) 
=  -V*'-'  -y 

Ax  + 

Jiy  +  n 

Bx  + 

dF 

rx~ 

"y. 

Cy  +  £• 
xiiny^O 

-  liny, 
Jx        1 

-:,-  folgt 

ist 
smy 

—  X  coiy 
t  —  xy-^ 

dx 


xyh 


§  4.  Differential  einer  Function  mehrerer  Varia' 
1.  Unter  den  Functionen  mehrerer  unabhängigen  Variabelr 
tionen  zweier  Variabein  am  leichtesten  zugänglich,  weil  sie  am 
schaulich  t;cmacht  werden  können.  Sind  x,  y  zwei  unabhängig 
isl  s  die  abhängige,  so  dass  %  =/{x,y),  so  lehrt  die  analytisch) 
Raames  die  Variabein  x  und  y  als  Coordinaten  eines  Punktes  f 
Ebene  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystems  zu  betrachten, 
parallel  der  Z-Achse  gemessene 
Ordinate  eines  zum  Grundriss  I*  ge- 
hörenden Raumpunktes  P.  Durch- 
laufen nun  X  und  y  alle  möglichen 
realen  Werthe,  so  beschreibt  P'  die 
ganze  Horizontalebene,  und  P  be- 
schreibt eine  durch  die  Gleichung 
t  =  f{x,  y)  charakterisirte  Fläche, 
durch  welche  die  Function  f{x,  y) 
geometriscb  dargestellt  wird. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Fläche 
t=/{x.y).  und  OA  ==x,  AP  ^y,Y 
P'P=t.    Wächst  X  um  ^x  =  AB,  (M.474.> 

vitbrend  y  unverändert  bleibt,   so  bewegt  sich  P   parallel  der 
Pi,  und  man  hat 

a*      PE  4* 

Der  Grcnzwerth  dieses  Differenzquotienten  As  :  Aat,  der  ur 
setxung  gebildet  wird,  dass  _;■  dabei  als  constant  gilt,  ist  der  pari 
tialquotient  von  s  in  Bezug  auf;«  (oder  kürzer  *von  z  nac 


t^ 


40O 

trigonometrische 
Punkte  P  mit  de 
Aendert  siel' 
eine  Bahn  auf  d 
wenn  man  die  je 


Der  Grenzw« 
auf^;  er  ist  die 
Curve/*/*,  in  P 

Aendem  siel 
und  P  naeh  P^ 

bewegt  sich  der  _ _.     _,    ,    __^   j, ^_  _..  _, 

Weg,  den  er  dabei  auf  der  Fläche  beschreibt,  hängt  davon  ab,  in  welcher  W«se 
äx  und  Ay  abnehmen,  und  ist  unbestimmt,  so  lange  Über  die  Art  derAbr 
von  Ax  und  6y  nichts  Näheres  bekannt  ist.  Wenn  z.  B.  zuerst  äy  verschw 
und  dann  Ax,  so  geht  der  Punkt  von  P^  parallel  zur  KZ-Ebene  nach  P 
dann  parallel  der  A'Z-Ebene  nach  P,  verschwindet  zuerst  Jx  und  dann  J 
geht  der  Punkt  von  P^  zunächst  nach  P^  und  dann  nach  P;  nehmen  J*  ui 
zugleich  ab,  so  liegt  der  Weg  des  Punktes  im  Innern  des  Curven Vierecks  PP^. 

Um  einen  Weg  festzusetzen,  auf  welchem  P^  nach  P  gelangen  soll,  ki 

wir  den  Weg  vorschreiben,   den  die  Horizontal projection  durchlaufen  soll; 

geschieht,  indem  wir  y  als  eine  gegebene  Function  von  x  betrachten.    Setzi 

y  ^  t(*),  so  erschwnt  s  =f{x,y)  als  eine  Function  von  x  allein  und  es 

dz  ^  ^.^^/{x  +  j  j,  _y  +  Ay)  —  f{x.  y) 

dx^^  Jx 

Hierfür  kann  man  wie  in  §  4,  No.  9  setzen 

,-    /(^  -hdx,y+  Jy)  -  fix,  y  +  Ay)       f{x,y+4y)-/{x,y)    Jj 

^  _  ^  j_K  J> 

dies  ergiebt 

,  dt        df{x,y)        d/(x,y)     dy 

'■  dx  gx       '*'       Zy       '  dx' 

Durch  Multiplication  mit  dx  kann  man  dies  ersetzen  durch 

S.  i.  -      j^ 

Man  b«zeichnet  die  Ausdrücke 

als  die  partialen  Differentiale  von  s;  es  sind  dies  die  unendlich  kl 
Aenderungen,  welche  z  erßthrt,  wenn  nur  x  oder  nur  y  sich  um  unei 
wenig  ändern.  Der  Ausdruck  dt,  der  die  verschwindend  kleine  Aendening 
angiebt,  welche  durch  verschwindend  kleine  Aenderungen  beider  Van 
erzeugt  wird,  heisst  das  totale  Differential  von  t.  Man  erhält  somil 
Satz:  Das  totale  Differential  einer  Function  zweier  Variabein  is 
Summe  ihrer  partialen  Differentiale. 
Der  Sinn  der  Gleichung 

ist  folgender:    Je  näher  die  Veränderungen  Jx  und  äy  der  Grenze  Null  koa 


reter  Variibeln. 
fing  von  s  in 


ty\  \äx:  dy. 

^„       Variabein  x^, 

man  zunächst  x^  als  Function  von  x^  betrachten  und  nun  r 
gehenden  das  totale  Differential  von  y  linden.  Richtet  man 
so  ein,  dass  die  Art  des  Zusammenhanges  von  x^  und  x^  in 
Ausdruck  findet,  so  gelten  sie  unabhängig  von  jeder  Art  dieses 
leiten  also  ohne  Rücksicht  auf  jede  Abhängigkeit  von  x^ , 
nichts  anderes  sagen  will,  als  dass  sie  fUr  jede  mögliche  Abi 
haben). 
^  Denken  wir  uns  x^  als  Function  von  x^,  und  demgemäss 

ersetzt,  und  bezeichnen  das  Resultat  dieser  Substitution  mit  {J 

I  Auf  den  partialen  DifTerentialquotienten  von  y  nach  jc,    I 

fluss,    ob    man    sich    x^    mit    x^    verbunden    denkt    oder    nicl 
r>ifferentiation  beide  Grössen  als  Constante  betrachtet  werden; 


BXf  ™^  Sxf        ix^    äx^ 
Setzt  man  diesen  Werth  in  I.  ein  und  beseitigt  den  Divisor  < 

Nimmt  man  an,  die  Formel 

sei  für  eine  bestimmte  Zahl  »  bewiesen,  so  gilt  auch  die  Fom 

8.         df{x,  .  .  ».,  »„,)  _  ^  i»,  +  ^  ,f*,  +  . .  .  +  j 

Denkt  man  sich  bei  einer  Function  von  (« + 1)  VarialM 
x^+\  abhängig  von  jc.  und  ersetzt  dementsprechend  Xn+i  in  dei 
j.,  so  erhalte  man  hierdurch  die  Function  (/).    Man  hat  dan 

I  ^-  ''^^  ^"^  *''''  +  ei;  ''^»  +  ■■  "^  e^  ''*- 

Für  die  partialen  Differentiationen  nach  x^,  x^,  x^  .  .  .  : 
gültig,  ob  Xn  und  x^-t-i  abhängig  von  einander  sind  oder  nicli 
hier  Überall  {/)  durch  /  ersetzen.  Für  den  letzten  Differential« 
erhält  man  nach  No.  1,  1 

^  dXn   ^  dxn  "''  8jc»+i  '    äxn 

'  ScKUMHLCH.  Handbueta  ds-  Maihvwik.    Bd.  IL 


Vari 
gilt, 


und 
so  l 


Vari 
Fun. 
ergii 


so  1 
Vari 


mehrerer  Variabeln. 

/•I 
?i 
'V.  I 


ug  auf  die  veränderlichen  x^,  x,  x^. 
t  von  einander  abhängen,  so  ver- 
bestimmte Werthe  von  j;,,  Xj,  x^, 
)rt  dieser  Punkte  ist  die  durch  die 
Ordnung.  Für  jeden  Punkt  dieser 
Kegelschnitte/ =  0,  9  =  0,  +  =  0 
IT  Polaren  für  den  Punkt  x■^^,  x^,  Xg 

,,=0,  +.5, +<|',Es+'i'aE3=0; 
[Ut,  dass  diese  Geraden  ein  Büschel 
es  Punktes  der  Ebene  in  Bezug  auf 
verschwindet  /  für  die  Coordinaten 

tisch  verschwindet,   und  nicht  zwei 
1  bilden  die  Polaren  der  drei  Kegel- 
ei.   Sind  nun  ][,,  )r„  j:,  reale  oder 
chungen  /  =;  0,    ^  =i  0   genügen, 
(die   Coordinaten   eines   realen    oder   imaginären    Schnittpunkts    dieser    beiden 
Kegelschnitte),  und  setzt  man  diese  Werthe  in/,,/),  y,,  (pj,  ^j,  ^ij,  iji,,  "pj,  ^3 
ein,  so  ist  (Anal.  Geom.  d.  Eb.  §  13,  No.  2,  5) 

/if,  +Afa  +/ift  —  i/():i.  ff  h)  =  0- 

Folglich   geht  auch   die  Polare  von  j:,,  jj,  ):,   in  Bezug  auf  iji  ^  0  durch 
fv  Ti>  Ft>  ^  ist  also  auch 

Da  nun 

so  folgt,  dass  j,,  ):„  j:,  der  Gleichung  tj/  ^  0  genügen.  Der  Kegelschnitt 
i|i  =  0  geht  daher  durch  die  vier  realen  oder  imaginären  Schnittpunk'e  der 
Kegelschnitte  /  =  0  und  !p  =  0;  folglich  (Anal.  Geomet.  d.  Eb.  §  14)  bilden 
die  drei  Kegelschnitte  ein  Büschel,  d.  h.  es  giebt  zwei  von  den  Coordinaten 
unabhängige  Zahlen  X  und  n,  durch  welche  die  Identität  hergestellt  wird 

+  -■  V  +  f^T  . 
in  Uebereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satze  in  No.  5. 

10.   Wie  bei  homogenen  quadratischen  Functionen  dreier  Variabein,  so  sind 
ai  -^  bei  vier  Variabein  die  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  mehrfach 
w  ■wendeten  abgeleiteten  Functionen  die  halben  partialen  Differentialquotienten 
d  r  Function  nach  den  Coordinaten.     Ist 
yi™fl,,jCj'   -t-  'ia^^x^x^  +  'ia^^x^x^  +  ia^^x^x^   +  a^x^  +  la^^x^x^ 

+  '2la^^x^x^   ■+■  a^^x^  +  ^ia^^x^x^  +  ^^tX^ , 
X  »nd  die  abgeleiteten  Functionen 


Multiplicirt  man  dieselben  der  Reil 

so  erhält  man  die  Identität 

Ebenso  gilt  für  drei  Variable 

1^«  +  'J-, 

Diese  beiden  Fonneln,  von  denen 
Gebranch  gemacht  worden  ist,  können 
Satzes  über  homogene  Functionen  betrs 

Eine  ganze  algebraische  Function 
Summe  von  Gliedern,    deren  jedes  die 

worin  A  ein  constanter  Faktor  ist,  und 
ü,  1,  2,  3,  ...  «  bedeuten,  doch  so,  da 
Function  nicht  übersteigt.  Die  Function 
Eifponenten   in  jedem  Gliede  dem 

Setzt  man  zur  Abkilrzung 

V  ^  Ax^'•x^i 
so  erhält  man 

> —  =  a  ■  Ax,'-^xJ>x^i  .  .  .  1 
cx^  '  ^      * 

Ebenso  ergeben  sich 

Cv  „  cv 

-■ — JCj  ='  p»,      .- — x^  = 

Hieraus  erhält  man  durch  Addition 

cv  cv  cv 

CX^       '  dx^       '  CJTj      * 

Wendet  man  diese  Formel  auf  e 
Summe  u  von  A  solchen  Gliedern  »j,  v 

und  beachtet,  dass 


Hieraus  folgt  Euler's  Fundament 


:  und  TangcDtialpunkt  ebeoer  Curven. 
;»  +  a'y>  —  as*s  =  0  folgt 


erhält   man   seh 


Evolutengleichung  in  der  Form 

-5^  +  -r  =  f*  . 

Beseitigt  man  die  Nenner,  so  erkennt  man,  dass  sie  vom  vierte 
in  Uebereinstimmung  mit  No.   10. 

Für  die  Cycloide  haben  wir  die  Formeln  im  vorigen  Abschnii 
gestalten,  dass  sie  dem  Falle  entsprechen,  wenn  x  und  y  als  Func 
Variabein  /  gegeben  sind.     Nehmen  wir  die  Normalengleichung  zun 

Form  No.  2,  4  und  ersetzen  y'  durch    jT  l  jT  .  so  erhalten  wir 


dx    (dx  dy    \  dy    (dx  dy 

•-Ti'-Xii'  +  Ji']'  '"=ll-\7i'  +  Tty , 
und  man  erhält  somit  u  und  v  durch  t  ausgedrückt  Die  Evoluten/ 
die  Resultante  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf  t. 

Aus  den  Formeln  in  No.  6  ergiebt  sich  fiir  die  Cycloide 
dx  dy 

di'"^di^  =  ^/  +  aly  —  xy  =  aty, 
und  daher 

_}_  unt 1 

"       af      ^        at{\  —  cos  0       atlangy ' 
Die  Gleichung  der  Evolute  folgt  hieraus  zu 


g(£--)-5?(i-^)-» 


il. 


2.  M  —  vtangä —  =  0,    oder    %au  ■  arc  fang  ~  =  1. 

Aus  der  Gleichung  der  Cycloidentangente 

folgen  die  Coordinaten  der  Tangente 

"  ~  di  -yd/^      dl^ )'        "  d/  '\dt 

Da  nun 

^x  —  -^y  =  a'{tsinl  —  sin^i  —  l  +  2<:osi  —  eos^i) 

=  a^{tsint—%  ■+■  %cost), 
so  e^ebt  sich 

u  =  ^,       V  =  '^""^Tf   \       M=  tsint  —  2  +  2<r« 
aM'  aM 

Verschiebt  man  die  Coordinaten  ach  sen  und  wählt  den  Scheitel  / 

Nullpunkte,   so  erhält   man  die  Coordinaten    U  und   V  der  Tangent 

Systeme  aus  u  und  v  durch  die  Formeln  (Anal.  Geom.  der  Ebene  § 
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wobei  a  und  ß  c 

Da  nun 
1  —  an» 
so  erhält  man 

U  = 

Setzt  man   / 


Vergleicht  m 
der  Cycloide 
parallel  verschob' 
achse  und  um  — 

12.  Fusspu 
in  Bezug  auf  ein 
projectionen  des 
Coordinatenachse 

die  Gleichung  de 
der  Geraden  u,  i 

für  den  Winkel,  • 

Der  Endpuni 
sind 

i  = 

Hieraus  folgt 

Setzt  man  d 
die  Bedingung,  d 
Curve  normal  zu 
Fusspunktcurve ;  ' 


Daher  hat  c 
Eltipsentangenten 

Einen  Punkt 
legenen  Funkt  di 
Curven  bezeichne 
selben  las  st  sich 
einfacher  Weise  ci 


mtialpunkt  ebener  Curven 
[Koordinaten  der  verbu 


->)  =  !) 
Normalen  2 


it  man 

=  0,      oder 


so  giebt  die  vonge  G 
di-\-yäyi. 


den  Normalen  einer  Curve  von  der  Curve 
aus  nach  derselben  Seite  hin  eine  gegebene 
Strecke  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  eine 
neue  Curve,  die  als  Parallelcurve  der  gege- 
benen Curve  bezeichnet  wird. 

Der  Winkel  \,  den  die  Normale  der 
Curve  F{x,  y)  ^=  0  im  Punkte  x,  y  mit  der 
bsdssenachse  bildet,  eigiebt  sich  aus 


<s\  = 


'  ds  "" 


"vTl 


'  ^/^- 


Hierbei  ist  in  beiden  Formeln  derselbe  Werth  der  Wurzel  ^ 
Die  Coordinaten  \,  i]  des  Punktes  [T,  den  man  erhält,  wenr 
loimalcn  die  Strecke  /  abschneidet,  sind  daher 


%  =  x-l.- 


1  =  ^H 


1 


Die  Gleichung  der  Parallelcurve  ergiebt  sich,  indem  man  aus  di 
.  und  der  Gleichung  F{x,  ^)  ^  0  die  Coordinaten  x,  y  elinr 
'angente  der  Parallelcurve  im  Punkte  11  zu  erhalten,  schi 
leichungen  2. 

^=.  X  +  Icoi  X ,      ^  =  ^  +  ^««  ^ 
kl  differenziren ;  wir  erhalten 

di  =  dx  —  Isin  \dX,       drj  ^  dy  -\-  i C4>s  i.dX . 
Hieraus  folgt  weiter 

eos  Xrff  +  sin  Xdri  =  cos  \dx  +  sin  \dy . 
Aus  1.  ergiebt  sich  cosXdx  -\-  sin\dy  =  0;  daher  ist 
cos'kd^-i-  sinXd-^  =  0, 


folglich 

Die  Tangente  der  Pai 
Tangente  der  gegebenen  C 

Man  kann  daher  die  Parall 
definiren,  die  von  den  Geraden 
benen  Curve   parallel   sind  und 

14.   ConfocaleKegeUch 

1.  -A- H  - 

hervorgehen,  wenn  man  jj.  alle 
punkte;  denn  es  ist 


Man  bezeichnet  sie  daher  ; 
Die  Gleichung  des  Kegelsc 

(a»  -,-  ^)«>  + 

Die  linke  Seite  der  Gleichi 
a^u'  +  ^3i,s  _  1  und  u^  +  »* 
focalen  Kegelschnitte  mit  gege 
schnittschaar. 

Setzt  man  in  2.  nach  einan 
besondere  Kegelschnitte  der  Sei 
3.  {a»  —  i*)a»  —  1  = 

Aus  3.  folgt  «  =  ±  l:r, 
Brennpunkte. 

Aus  4.  ergiebt  sich  w*  = 
imaginäre  Punkte  auf  der  Ordi 
imaginären  Brennpunkte. 

Die  Kegelschnitte  der  Scha 
Ebene  gehen,  erhält  man,  indem 
6» 


2. 


Beseitigt  man  die  Nenner,  s 

S'(*'  +  ri  +  l'(« 

Ersetzt   man   in   dieser   qua 

—  Ä»,  —  **,  ■+-  oo,  so  erhält  . 

Der  erste  Werth  ist  negativ 
die  Gleichung  6.  immer  zwei  re 
und  —  ^*  liegt,  während  die  an 
Kegelschnitt  1.  eine  Ellipse,  flir 
Ebene  gehen  daher  zwei  Ke 
eine  ist  eine  Ellipse,  der  an 

Aus  den  beiden  Gleichunga 

»■  +  f.  + «'  +  ,>, 

folgt  durch  Subtraction  und  nach 
Faktor  jx,,  —  i*,  die  Gleichung 


mrr" 
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j  6'  ,  1' „ 

(«■  +  H)(''  +  !",)*(«'  +  !■.)(»•  +  !'.)" 
Bilden    die    durch    fl    gelegten    Tangenten    der    beiden    durch  n    gehenden 
Kegelschnitte  der  Schaar  mit  der  Abscissenachse  die  Winkel  7,  und  f, ,  so  ist 

Daher  hat  man 

also  mit  Rücksicht  auf  6. 

7.  tang  <fg  (ang  fi  =  —  1. 

Dies  ergiebt:  Je  zwei  Kegelschnitte  einer  confocalen  Schaar 
schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln,  wenn  man  unter  dem  Winkel, 
unter  dem  sich  zwei  Curven  schneiden,  den  Winkel  ihrer  Tangenten  im  Schnitt- 
punkte versteht  Zugleich  sieht  man,  dass  immer  nur  zwei  ungleichartige  Curven 
der  Schaar  sich  in  realen  Punkten  schneiden,  nicht  aber  zwei  confocale  Ellipsen 
oder  zwei  confocale  Hyperbeln. 

15.  Wir  fragen  nach  den  Curven  i]  =  f{x),  die  für  dieselbe  Abscisse  x 
gleiche  oder  entgegengesetzt  gleiche  Subnormale  oder  Subtangente 
haben,  wie  eine  gegebene  Curve^  ^/(*)- 

Sollen  die  Subnormalen  gleich  oder  entgegengesetzt  gleicli  sein,  so  hat  man 
die  Begehung 

dy[  dy 


ans  welcher  folgt 

a. 

^.t^^y'i-o- 

Nun  ist     M^  = 

-V.      vg-'-g-'.    d«.e,ro,^ 

3. 

•'(-*?=>')      0. 

dx 

Hieraus  schliesst  man,  dass  i]^  :^  y*  von  x  unabhängig,  also  gleich  einer 
Constanten  A  ist.    Man  erhält  daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  in  der 
Form 
4.  ri»  =/(*)»  +A,     bez.     yj»  =  -  /W  +  -4  . 

Da  A  in  beiden  Fällen  unbestimmt  bleibt,  so  giebt  es  fUr  beide  Aufgaben 
unendlich  viele  Lösungen. 

Die  Forderung,  dass  die  Curve  t)  ^  if{x)  für  alle  Funkte  gleiche  oder 
entgegengesetzt  gleiche  Subtangenten  haben  soll,  wie  die  gegebene, 
ßhit  auf  die  Beziehung 

i    ^  _  ±  i    ^ 
T)     dx  y'  dx' 

Hieraus  schliesst  man 

rfA,        dly        d{ly^  =F  iy^  _ 
dx^  dx   ~         dx         ~  " ' 
daher  ist  /»j  ^  ly  von  x  unabhängig;  bezeichnet  man  diesen  Werth  mit  lA,  so 
eihült  man 

/»)  zp  /j-  =  lA. 
Hieraus  folgen,  je  nachdem  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  die  beiden 
Gleichungen 


5.  ri  =  AJ 

Hat  man  Tangente  und  N 
erhält  man  ohne  Weiteres  aiicl 
Abscisse  gehörenden  Punkts  ein 

Ist  z.  B.  /=  bx:  a,  also 
gehende  Gerade,  so  sind 

die  Gleichungen  einer  Hyperbel 
Die  Subnormale  eines  Hyp 
hörigen  Asymptotenpiinktes,  um 
gegengesetzt  gleich  derSubnorma 
16.  Unter  der  Evolvente 
Curve,  die  von  einem  Punkte  e 
wird,  wenn  diese  Tangente  siel 
Bei  einer  bestimmten  T.age  de: 
beschreibende  Punkt  mit  einem 
Punkt  sei  A.     Berührt    die  Tai 


Die  Tangente  der  Evc 
Normale  der  Evolvente  fäll 

Hiemach  ist  die  gegeben« 
gegebenen  Curve  gehören  unzä 
scbiedenen  Lagen  des  Punktes 
alle  diese  Evolventen  sind  Para 

17.  Formeln  für  Polare 
Po  larcoordinate  n 

so  hat  man  flir  das  Differential 


Die   Polarcoordinaten    eines 
mf  ein  System,  welches  mit  de 

*)  Hermite,  Coure  d'Analyse  dt 


§  5»     Tangente,  Nonnale  und  Tangentialpunkt  ebener  Curven. 


4*3 


Abscissenachse   die   Nulllinie   des   polaren   ist,    hängen  bekanntlich   durch   die 

Formeln  zusammen 

X  ^=^  r cos^y      J'  =  r stn^. 
Nach  der  Regel  für  das  Differential  eines  Produkts  findet  man  hieraus 
1.  dx  =  cos^dr  —  r  sin  9  ^9,       dy  =  sin  9  ^r  -f-  rcos  9  ^9, 

dy  sin  f^  dr  -h  r  cos  (^  äff  r'  tangf^  -i-  r 

dx        cos^dr  —  r  sin  9  ^9         r*  —  rtang^ ' 
wobei  r'   für  den  Differentialquotienten  dr :  ^9  gesetzt  worden  ist.     Ersetzt  man 
äyidx  durch  iangz^  so  erhält  man  aus  2. 
^    ff  =  r(l  ■^tangxtangff)  ^  r 

tangx  —  tang^  fang  (x  —  9)  * 

Bezeichnet  man  mit  a  den  Winkel  (r,  7^, 
so  ist  9  s=  T  —  9,  und  man  erhält  daher 

r 

4.  tangfs  =  pr  • 

Durchschneidet  man  die  Tangente  T  und 
die  Normale  N  der  Curve  mit  einer  Geraden, 
die  durch  den  Nullpunkt  normal  zu  r  gelegt 
ist,  so  erhält  man  zwei  Abschnitte  MO  und 
OSy  welche  die  Namen  Polarsubnormale 
und  Polarsubtangente  führen.  Man  hat 
MO  =  OFcota,    OS  =  OPtang^  und  daher 

5.  Polarsubnorm,  =  r*,     Polarsubtang,  =  —  . 

Für  das  Bogendifferential  gewinnt  man 
aus  1.  durch  Quadriren  und  Addiren 

6.  ds  =  ^dx^  -h  dy^  =  i/dr^  -+-  {rd^)'^  =  i/r»  -f-  r'«  •  ^/9. 

18.  Wir  wenden  diese  Formeln  zunächst  auf  die  Kegelschnitte  an.  Nimmt 
man  einen  Brennpunkt  F  zum  Pol  und  die  grosse  Achse  als  Nulllinie,  und 
rechnet  sie  noch  dem  nächsten  Scheitel  positiv,  so  ist  die  Polargleichung  für 
alle  drei  Arten  von  Kegelschnitten 

1.  ^ 


(M.48t) 


Hieraus  ergiebt  sich 


r  = 


1  H-  8  ^^5  9  * 
pzsin^  r^tsin<p 


Daher  ist  die 


Dies  ergiebt 


(1  -f-  tCOS(f) 


2 


Polarsubtangente  =  — ,  s=  --^- — 
^  r         e««9 


sin^  •  Polarsubtangente  = 


e 


Die  linke  Seite  ist  offenbar  die  Projection  der  Polarsubtangente  auf  die 
luptachse;  die  rechte  Seite  ist  der  Abstand  des  Brennpunktes  von  der  zunächst 
legenen  Directrix.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Nimmt  man  einen  Brenn- 
inkt  zum  Pol,  so  reicht  für  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  die  Polar- 
btangente bis  zu  der  dem  Pole  zunächst  liegenden  Directrix.  Dieser 
Ja.  lehrt  eine  sehr  einfache  Tangentenconstruction.  Man  kann  aus  ihm  ersehen, 
SS  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Brennpunktscoordinate  sich  mit  einer 
rectnx  auf  der  Hauptachse  schneiden. 


er  Ampliti 
kommt  ä 


(11483.) 


Spirale  bezeichnet  In  Fig.  13  ist 
der  Theil  einer  Archimedisdien 
Spirale  aufgezeichnet,  der  den  Am- 
plituden y  =  0  bis  9  =  Jir  ent- 
spricht, also  2^  Windungen  enifaält 
_,  Die  Windungen,  welche  zu  9  =  0 
bis  9  =  —  |jr  gehören,  bilden  eine 
Figur,  die  mit  der  gegebenen  gegen 
eine  durch  O  gehende  Nonnale  nu 
Nulllinie  symmetrisch  liegt 

Aus  der  Gleichung  der  Spinle 
folgt 


Satz:     Die  Polarsubnormale  der  Archimedischen  Spirale  ist 
Hieraus  folgt,  wie  man  die  Normale  und  Tangente  in  jedem  Punkte 
:  in  sehr  einfacher  Weise  construirt. 
ie  hyperbolische  Spirale  hat  die  Gleichung 


iVerthe  9^0  gehört  der  Radius  r  =  ±  00  zu.    Die  Ordinate  anes 
ßktes  ist^  :=  rsiuf,  also  zufolge  1. 
sino 

f 
iwindet  9,  so  erhält  man 

,.  ,.    sinia 

Itmy  =  alitn =  a. 

? 
IS  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  nach  entgegengeseUten  Seiten  der 
ich  erstreckenden  unendlichen  Aeste  der  Spirale  eine  gemeinschaftliche 
haben,  die  parallel  zur  Nulllinie  und  von  ihr  um  die  Strecke  a  ent- 
wächst 9  von  0  bis  -t-  00,  so  erhält,  wenn  a  positiv  vorausgesetzt 
)sitive  Werthe,  die  stetig  abnehmen    und  gegen  die  Grenze  Null  con- 

vergiren;  die  Spirale  nähert  sich  also  in  unend- 

^ lieh   vielen  Windungen  dem  Nullpunkte;  num 

bezeichnet  aus  diesem  Grunde  den  Nullpunkt 
als  den  asymptotischen  Punkt  der  Spinle. 
Die  beiden  Theile  der  Spirale,  welche  positiven 

I ■*  und  negativen  Werthen  von  9  zugehören,  sind 

congruent  und  liegen,   wie  bei  der  Archime- 
(M.  4830  dischen  Spirale,  symmetrisch  gegen  die  durch 


:he 

nd  ; 

Punkte  der  Curve. 

21.  Die  logarithmische  Spirale  hat  die  Gl 
1.  r  =  e't. 

Wir  setzen  a  positiv  voraus  und  beschränken  i 
folgenden  positiven  Werthe  von  r.  Für  y  =  0  > 
bis  -t-  oo,  so  wächst  auch  r  bis  +  «j;  nimmt  f 
^gen  den  Grenzwerth  Null;  d«r  Nullpunkt  ist  also  ai 
Punkt  der  Spirale.     Die  Gleichung  1.  ergiebt 

daher  ist 

r         1 

tangi  =  p  =  -. 

Der  Winkel  zwischen  dem  Radius  vecto 
rithmischen  Spirale  und  der  Tangente  in  di 

22.  Wenn  bei  zwei  Curven  r  =  f{^  und  R 
den  Punkten,  welche  zu  derselben  Amplitude  tp  ( 
mit  dem  Radius  vector  bilden,  so  hat  man  die 

lijr  welche  man  setzen  kann 

im       dir 

Hieraus  schliesst  man 

ä.  IR  —  lr^  lA,      oder 

3.  R  =  Ar. 

wobei  A  eine  Constante  bedeutet  Zwei  solche  Cur 
Ra<üen  von  constantem  Verhältniss  haben,  sind 
Nullpunkt  ist  ihr  Aehnlichkettspunkt 

Verlangt  man  für  gleiche  <^  entgegengesetzt  gli 
die  linke  Seite  in  1.  ihr  Zeichen.  Man  erhält 
Gleichung 

IM  -^  Ir  =  lA, 
und  daher  den  Zusammenhang 

4.  Rr  =  A. 
Curven,   die   dieser  Bedingung   genügen,    wei 

bezeichnet. 

Verlangt  man  für  denselben  Werth  von  ip  glei 
man  der  Gleichung  zu  genügen 


I 


Ipunkt  ebei 

_^)  =  l 
Ete  der( 
ene  lief 
ual  entsp 

gen  auf  ' 

%')  = 

e  Tangei 

'  zugleich 

Die  Glieder  der  Function  /  lassen  sich  so  gruppiren, 

homogenen  Functionen  «ten,   (« — l)ten,   («—  2)ten   u. 

bezeichnet  man  diese  Gruppen  der  Reihe  nach  mit  9,,  t^»- 

/  r  tp,  +  T--1  -I-  'P,-2  +  .  .  . 

Nach  dem  EuLER'schen  Satze  ist 

(•■-i)».-i+ ("-ä 

Führt  man  dies  in  l.  ein  und  dividirt  durch  «,  so  e 

2.  f~f,  +  ir(«-i)<p._i+  («-2)T. -2-t- ...  - 

P         Der    Klammerinhalt    ist     vom     («  —  l)ten    Grade; 

Gleichungen  /^  0  und  ^^  0  in  Bezug  auf  die  Gliedt 
■        Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Umstandes  läsE 

Setn  man  u  =  /a  in  die  Gleichung  /  =  0,  so  enthalten 

T.-i  .  .  .  der  Reihe  nach  die  Faktoren  «",  «"— 1,  m--2  ,  . 

derselben  bleiben  Functionen  desselben  Grades  in  Bezug 

Iman  dieselben  durch   (7«),  (t«-i)<  .  .  . ,  so  erhält  man 
/(«,  tu)  =  a-{<p,)  +  B"-l(T„-i)  4-  a--!ä(<p, 
Die  Division  durch  »■  ergiebt 
*■  (T-)  +  -  (?— 1)  +   ^  (T-3)  +  .  .  . 

Für  jede  Curventangente,  die  durch  den  Nullpunkt 
,  man  dies  in  4.  ein,  so  bleibt  zur  Bestimmung  von  /  die 
I  5.  {?,)  =  0  . 

f  Die  Grösse  t  ist  die  Tangente  des  Winkels,  den  eii 
der  Abscissenachse  einschliesst.  Die  Gleichung  5. 
Richtungen  der  durch  den  Nullpunkt  gehenden  re 
Tingenten  derCurve/=0.  Hieraus  erkennt  man:  W 
Ton  Liniencoordinaten  /  und  F  in  Bezug  auf  i 
Pctenz  übereinstimmen,  so  fallen  die  durch  den 

►  Tingenten  der  Curven/=  0  und  J^=  0  zusammi 
Die  durch  den  Nullpunkt  gehenden  gemeinsamen  T 
/=0    und    F=0 
emhalten  im  Allgemeinen  keine  auf  der  beliebig  gegeben 
,     Be  -ihningspunkte;    also    sind  von  den   «*   gemeinsamen 

i 


angenti&lpunict  ebener  Cnrven.  419 

die    Ableitung    der    Gleichung    der 
i  für  homogene  Punkt-  und  Linien- 

e  die  Curve  «ter  Ordnung 
X,)  =  0 

Dann  ist  zunächst 
+  ttjÄj  =  0. 
Coordinaten  der  Tangentenpunkte,   so 

-  a,e,  =  0. 

/*  der  Curve  mit  dem  nächst  benach- 

Uen  sind 

dxg ,      x^  +  äx^ ; 

^a)  +  «b{*)  -f-'^-fj)  =  0. 

irt,  so  bleibt 

+  »jrfxj  =  0. 

4.  gewinnt  man  die  gesuchte  Tangenten- 

rt;  man  erhält  sie  zunächst  in  der  Fomi 

s.    I 

',    \-o- 

I  Differentiation  für  die  Differentiale  der 
+  /»'''.  =  0. 

tze 

^ /.*.-/, 

<  ist 

1  man/i  und/,  durch/,  ausdrücken; 


I  äXf     äxj  I  '  I  äXj     dxj  I ' 

nach  den  Gliedern  der  ersten  Zeile,  so 

•«>  + JÄ,  "A,\-^'~o- 

in  9.  durch  die  proportionalen  Werthe 
der  Tangente  in  der  endgültigen  Form 
£j  +A-Ei  =  0. 
;en  fUhren  zur  Gleichung  des  Punktes  I", 


cd.    Sind  nämlich  x^,  x^,  x^  die  Coor- 

u,  -t-  jTjUj  =0. 

Geraden   »,,    »j,    «,  und   u^ -{- äu^, 

Gleichungen 


te  mit  F=0  identisch   ist,  während  die   andere   durch  Differendatioii 
eichung  entsteht.     Hieraus  erhält  man 

I    ""l         ''"i    I         I    ""i  «"l     1         I    «"l  ""i    I 

13.  und  14.  folgt  die  gesuchte  Gleichung  des  TangentialpunkCes 
^  =  /■.  .  u,   +  /■»  ■  u,  +  /",  -  u,  =  0 . 


ngentenebene  und  Tangentialpunkt  von  Flächen;  Tangente  und 
alebene  von  Raumcurven;  Gerade  auf  abwickelbaren  Flächen. 
egt  man  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  /"  der  Fläche  /{x,  y,  «)  =0, 
ch  den  Punkt  /*,  der  Fläche,  dessen  Coordtnaten  x  +  ^x,  y  +  Aj, 
ind,  so  gilt  für  die  Richtungscosinus  dieser  Geraden  (d.  i.  für  die  Cor 
Winkel  mit  den  Coordinatenachsen)  die  Proportion 

costf  :  cosi/  :  cos-f^  =  4a:  :  ^y  ;  4«  . 
ergiren   Lx  und    ^y,   und  damit  auch   im   Allgemeinen    4<  gegen  d< 
h  Null,   so   wird  die   Gerade  zu  einer  Tangente  der  Fläche.    P 
mgscosinus  einer  Tangente  ist  also 

cos^  :  ces^  ;  cos'(_  =  dx  :  dy  :  dt . 
1  DifTereatiation  der  Flächengleichung  folgt 

man  hier  aus  2.  für  die  Differentiale  dx,  dy,  ds  die  proportionale 
■sif,  cos^,  ces'i  ein,  so  erhält  man 

Geraden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  und  deren  Richtung 
urch   eine  Gleichung   verbunden  sind  (ausser  der  selbstverständliche 

cos^<^  +  eos*^  +  cos^y^  ^=  1),  sind  die  Mantellinien  einer  KegelflSchi 
tze  der  gegebene  Punkt  ist.  Die  Gleichung  dieser  Kegelfläche  wir 
venn  man  in  4.  die  Coordinaten  E,  15,  C  eines  Punkts  einer  dieser  G( 
i.  also  eines  Punkts  der  von  den  Geraden  beschriebenen  Regelflich< 

Formeln  einführt 


ialpuokt  von  FUche 

-y      ! 


eseitigt  den  Divis 

-K«->  =  ' 

£,  rj,  C.  Sie  lehi 
I  Punkte  P  be 

wird  aus  diese 
srtlhrungspunk 
ne  der  Fläche 

T  gelegt  wird,  1 
nalen  mit  den  Co 


d 

~    a/  ■ 


irm  gegeben 

=  0 
hat  dann 

enebene 

>)-«-»)■ 


blgen  aus  6. 


Eliminirt  man  x,  y,  z  aus  ( 

so  erhält  man  die  Gleichung 
2.  Unter  einer  Cylinderf 
einer  Geraden  beschrieben  wir<j 
Die  Bewegung  der  Geraden  kati 
durch,  dass  sie  entlang  der  Sehn 
dass  sie  beständig  eine  gegebei 
Gleichungen  der  erzeugenden  Gi 
veränderliche  Grösse  vorkomim 
Veränderungen  der  Geraden  bed 
Hat  man  die  Cylindergleic 
Schnittcurve  des  Cy lindere  mit 
parallel  ist,  so  erhält  man  eine 
auf  der  Ebene  E;  man  kann 
Geraden  deüniren,  die  einer  ge 
Curve  C  treffen.  Insbesondere  k. 
und  somit  den  Cy  linder  durcl 
Horizontalspur  definiren. 

Wir  machen  zunächst  von 
/(£,  i)  =  0  die  Gleichung  < 
Winkel  der  Mantel linien  mit  c 
die  durch  den  Punkt  11  der  Cur 

cosa. 
Hieraus  folgen  die  Werthe 

1.  h  =  X  ~ 
Subsdtuirt   man   diese  Werl 

2.  f\x 

Sind  die  MantellJoien  mit  d 

-     CUJ 
und  die  Gleichung  wird  einfach 

Sind  zwei  Oberflächen  f{x, 
deren  Schnittcurve  die  Gerade  ; 
curve,  so  erhält  man  die  Cylindc 
des  Punktes  fl  aus  den  vier  Gle 

J  —  6 _^— 1 _  g  —  C 

C0S1  COjfl  (0S1 

Sollen  die  Mantellinien  Tan 
filr  die  Coordinaten  der  Beruh ru 

Dies  ist  die  Gleichung  eine 
und  von  den  Winkeln  a,  %,  f  at 
Fläche  /  sind  die  BerUhningspui 
den  vorhergehenden  zurückgeftlhi 
zu  eliminiren 


ccip  +  gT  cos-(  =  0 
angentenebene  eim 
partialen  Difierentialqi 

f{x.y,z)_ZM.yf, 

dy  dti 

rfij  cosa.     df 

äs  c«7     di 

ne  ist  daher,   wenn 


r  = 


{f  -  *)  - 


-i^-y) 


•n'  Hl) 


Sind  y,  i)".  X  ^'^  Winkel,  welche  die  Normale  von  T  mit  d 
schliesst,  so  ist 

Hieraus  erkennt  man,  dass 

cosftoia  4-  cos^cos^  +  cos-f^cos-i  '=  0. 

Dies  zeigt,  dass  die  Ebene  T  die  Richtung  a,  p,  7  enthäli 
somit  den  Satz:  Jede  Tangentenebene  eines  Cylinders 
Cylinder  längs  einer  Mantellinie,  so  dass  jeder  Punkt  d 
linie  ein  Berührungspunkt  ist. 

3.  Unter  einer  Kegelfläche  versteht  man  eine  Fläche,  wc 
Geraden  beschrieben  wird,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht;  die: 
die  Spitze  des  Kegels.  Man  kann  die  Bewegung  der  Gerade 
Weise  näher  definiren,  wie  bei  der  Erzeugung  des  Cylinders. 

Ist  /(£,  I))  =  0  die  Gleichung  der  Horizontalspur  des  Kegels 
dass  die  Spitze  5  nicht  auf  der  X  K-Ebene  liegt)  und  sind  a,  6,  c  < 
der  Spitze,  so  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  115 


'  — «     y- 


-5- i~T -      ^     ' 
jeder  dieser  Quotienten  ist  dem  Veriiält- 
niss  J'S :  Si\  gleich.  Aus  den  GInchungen 
1.  ergiebt  sich 


-s  = 


6-r>  =  - 


imd  hieraus  folgt  weiter 
,       at  —  ex 


Setzt    man    diese    Werthe    in    die 
G  ächung    der    Horizontalspur    ein,     so  1 
e:  lält  man  die  Gleichung  der  Kegelfläche 


/(^ 


-^)- 


*)  In  den  DifferentiBlquotientcD  von  /(5,  17)  sind  £.  7)  durch  die  Werthe 


Verl 
den  alte 


3. 

Hiei 
Kegelfläc 
Abstand 
so  wird 


Ist/  eine  atgebraische  Function  nten  Grades,  so  wird  die  Kegelgleichung 3. 
nach  Beseitigung  der  Nenner  eine  homogene  Gleichung  ttten  Grades. 

Wird  verlangt,  dass  die  Mantellinien  des  Kegels  die  Schnittlinie  zweier 
Flächen  /(£,  »i,  0=0,  ^£,  ij,  0  =  0  treffen,  so  hat  man  E,  17,  C  aus  den 
Gleichungen  zu  eliminiren 

?^-i^-7^.    /ft  1.0-0,     ^ft  ,,  t)-o. 

.  Verlangt  man  den  Kegel,  dessen  Mantellinien  die  Fläche  /(£,  ij,  C)  berlihren, 
HO  gelten  fllr  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer  Mantellinie  und  ihres  ßedlhnings- 
punkts  zunächst  wieder  die  Gleichungen 

^-i^:-^.  /ft.o=o. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Gerade  116'  mit  den  Achsen  bildn, 
sind  proportional  den  Differenzen  a  —  E,  i — %  c  —  K',  ist  {\.S  Tangente  der 
Fläche  /  im  Punkte  D,  so  gilt  daher  die  Gleichung 

«.  ?((«-s) +  ?{(«-,) +  ||:(.-o-o. 

Durch  Elimination  von  E,  i),  C  ^us  5.  und  6.  ergiebt  sich  die  gesuchte  Kegel- 
gleichung. 

Ist  /  eine  algebraische  Function  nten  Grades,  so  ist  die  Gleichung  6.  eben- 
falls vom  «ten  Grade;  sie  kann  aber  durch  eine  Function  f«  —  l)ten  Grades 
ersetzt  werden.     Ordnet  man  nämlich  die  Function  /  nach  dem  Grade  der  < 
zelnen  Glieder,  so  erscheint  /  als  Summe  von  homogenen  Functionen  vom  Gn 
«,  («  -  1),  («  -  2) 

/  ^  W«  +    «»-l  +   «»-2  +    .    .    .    . 

Nach  dem  EuLER'schen  Satze  ist  nun 

% '  +  «("  +  !{(;-»..  +  (»-  i)..-.  +  ("  -  2)..-.  +  . . . 

Setzt  man  dies  in  6.  ein,  wechselt  die  Zeichen  upd  dividirt  durch  n. 
erhält  man 

.....A[(,_„.._,,(._„.._,,..._|Z._|/,_^,] 

Die  Differenz  /  —  F  ergiebt  sich  daher  zu 

/_._■._..^..,.....l(K..K..lf.)_,.-, 

wo  nun  if,— 1  eine  Function  {n  —  l)ten  Grades  ist.    Alle  nicht  unendlich  fem 


—  0 

weit 

1  bert 

rdnui 

*  zu    I 

.    Pun 

schrei] 

les  Kl 

Da  ni 

auf  der  Fläche  /  durch  zwei  Flächen  if  und  9  voit 

schnitten    werden,    so    sind    die  Schnittpunkte    dieser 

Punkte  der  drei  Flächen/,  f  und  »P;  die  Anzahl  dies 

dem  Produkte  der  Gradzahlen  der  drei  Funcdonen  /, 

Die  Anzahl  der  durch  eine  Gerade  gehenden  T 
der  Klassenzahl  der  Fläche,  d.i.  gleich  dem  Grade 
coordmaten.  Wir  finden  daher:  Eine  Fläche  «ter 
meinen  von  der  Klasse  «(« —  1)'.  Nur  für  «  = 
Klassenzahl  gleich  der  Ordnungszahl.  Flächen  3ter, 
änd  im  Allgemeinen  von  der  12ten,  36ten,  SOten  Kl: 

Von  der  Kegelgleichung  2.  ausgehend,  erhält  mai 

e/(^.  y.  g)  ^  g/(6. 1)  ^^ c__ 

ox  di      '  dx  t  — 

g/(^.  y. «)  _  g/(e.  1) .  ^ (_ 

dy  dti         dy  t  — 

iA',y,')  _  a/fe  1)   ä\      üAi.  n)   ^5  _  c(x- 
s*  di     '  dt  ^     a,i     ■  d*       (« — 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  des  Kegels 
daher,  wenn  mit  %,  9,  j  die  laufenden  Coordinaten  be 


t  den  i 
-  a     dj 

~c  'Fe 

Für  die  Richtungswinkel  \,  [i,  v  der  Mantellinie  j 
cos\  :  C4Kp.  :  eost  =  {x  —  a)  '.  {y  —  b) 

Aus  beiden  Proportionen  folgt 

cosfcesX  4-  ct>s^€Os^  +■  cosycos^ 

Dies  lehrt:  Jede  Tangentenebene  eines  Kef 
entlang  einer  Mantellinie. 

Da  hiemach  die  Tangentenebene  jedes  Kegelpi 
ge  t,  so  folgt,  dass  man  die  Tangenten  ebene  in  /*  a 
El  men  betrachten  kann,  die  durch  die  ManteIHnie  , 
H,  itellinie  5/",  gehen,  wenn  der  Winket  SF,  SP^  g 
cc  ivergirL  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Tangent< 
II  fleich  Tangenienebene  für  alle  Punkte  der 

*}  Hier  gilt  dieielbe  Bemeikung  wie  lu  Gleichung  3.  der 


-Ko- 

-)-!{(«- 

-y)  ■ 

-e. 

^ 

Sind  T,  f 

X  die  Winkel  der  Normalen 

»«9: 

cosilt :  eosy  = 

■8,  ■■ 

-(: 
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4.  Die  Cylinderfl 
Begriff  der  RegeUlä 
die  durch  Bewegung 
kann  in  verschiedent 
Gerade  immer  drei  g 
zwei  gegebene  Curve 
eine  gegebene  Curve 

Sind  z  ^  mx  ■+■ 
Geraden  der  Fläche, 
es  nur  Functionen  eil 

Variable,  so  könnte  man  die  Variabein  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  der 
Geraden  durch  die  Coordinaten  x^,  y^,  s^  irgend  eines  Raumpunktes  erftUlt 
würden,  es  würde  also  dann  jeder  Raumpunkt  der  Fläche  angehören,  im  Widw- 
spruche  mit  dem  Begriffe  einer  Fläche.  Sei  a  eine  Veränderliche,  so  haben  die 
Gleichungen  einer  erzeugenden  Geraden  einer  Regelfläche  daher  die  Form 

1.  ,-g{,)-,  +  l,i,),     >  =  G(.)-»  +  Ä(.), 

worin  g,  h,  G,  H  Functionszeichen  sind.  Durch  diese  Gleichungen  änd  die 
Coordinaten  jedes  Flächenpunktes  von  zwei  unabhängigen  Variabein  x  und  » 
abhängig  gemacht.  Die  Flächengleichung  wird  aus  \.  durch  Elimination  von  i 
gewonnen. 

Um  die  Gleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  P  zu  erhalten,  haben 
wir  die  partialen  Differendalquotienten  Z% :  Zx  und  '^s :  dy  zu  bilden.  Im  ersten 
Falle  haben  wir  x  und  a  so  zu  ändern,  dass  nur  z  sich  ändert,  y  aber  ungeändeit 
bleibt;  im  zweiten  Falle  ändern  sich  y  und  «,  während  x  ungeändert  bleibt. 
Unter  der  ersten  Voraussetzung  gehen  aus  1,  die  beiden  Gleichungen  hervor 

2.  dt  =  gdx  +   {g'x->r    h')d<3, 

3.  0    =  Gdx  +  \g'x  +  H')d'3, 

wobei  g',  h',  G',  JT  die  Grössen  dg: da bezeichnen.     Aus  3.  folgt 

n  dx. 


"°  —  Wl 
Setzt  man  dies  in  2.  ein,  so  erhält  man 

.  ^  _  (£G'-Gg')x-\-{gH'-Gh') 

*■  dx~  G'x  +  JT 

Unter  der  andern  Voraussetzung  folgt  aus  1. 

dg  =  {gx  +  Ä')da,       dy  =  {G'x  -t-  IT)  da 

und  hieraus  durch  Division 

.  ^  _  S'x  +  h' 

^-  Zy~  G'x^jr- 

^'^iX  man  diese  Werthe  4.  und  5.  in  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

ein,    so    erhält    man    nach   Beseitigung  der  Nenner  fllr  die   Tangentenebene 

einer  Regelfläche 

T=\{gG'  ~Gg')x+gH'  -Gh'\{^-x)^l£x+h'){r^-y)-{Gx^ir)%-i)=^. 
Für  die  Richtungscosinus  der  Normalen  folgt  hieraus 

cos'^  :  cosii :  cos-f^  =  \{gG'  —  G^^x^glT  -  Gh'\  -.  (^ x -^  h')  :  —  {G'x  + 
Für  die  Winkel  \,  [i,  v  der  erzeugenden  Geraden  1.  und  der  Achsen  i 

cosi. :  cos^  \  casv  ^  1  :  G  :  g. 
Aus  diesen  Proportionen  folgt  die  Gleichung 
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tenebene    einer    Regelfläche    enthält 
gehende  erzeugende  Gerade. 
)    die   Variable   a    ungeändert,    während    x 
Berührungspunkt  entlang  einer  erzeugenden 
iction    T;   dies   ergiebt:    Wenn   der  Be- 
ugenden   Geraden    fortschreitet,    so 
e  um  diese  Gerade. 
;r  erzeugenden  Geraden  liegenden  Punkte 
angentenebenen  besteht  ein  sehr  einfacher 
nen,  wählen  wir  das  Coordinatensystem  so, 
r  in  Betracht  ziehen  wollen,  als  ^-Achse 
len  wir  beliebig  auf  dieser  Geraden;   zur 
lebene  des  Nullpunktes.    Für  die  ^If-Achse 
den  der  Fläche  zugehörigen  Werth  von  a 
G,  H  verschwinden.     Die  Gleichung  der 
A'-Achse  ergiebt  sich  hiemach  zu 
-  {G'x  +  Ä")  C  =  0. 
Voraussetzung  die  Tangentenebene  C  =  0, 
g  von  T  wird  noch  einfacher 
{G'x+  H')^  =  0. 

lit  der  y-Achse  und  bezeichnet  man  mit  / 
ne  Strecke,  welche  T  von  einer  Geraden 
ist  und  von  der  ^-Achse  um  die  Längen- 
in  folgt  aus  der  Gleichung  6. 

'""  G'x  -\-ir' 

ngif  einfuhrt  und  den  Nenner  beseitigt,  für  t 

«-H  iri=  0. 

jom.  der  Ebene  g  6,  No.  15),  dass  die  von 
uf  der  Geraden  a  erzeugte  Punktreihe  mit 
:tiv  ist;  hieraus  ei^ebt  sich:  Die  Punkt- 
raden einer  Regelfläche  ist  mit  dem 
intenebenen  projectiv,  und  zwar  ent- 
»le  in  diesem  Punkte.  In  der  analytischen 
atz   für  die   Regelflächen   zweiten   Grades 

Gleichung  einer  Fläche  in  Ebenen- 
den Coordinaten  u,  v,  w  und  «  +  4w, 
tenebenen  der  Fläche.    Durch  die  Schnitt- 

1  =  0, 

4»)^  +  (w  +  dw)  »—1  =  0 

k-  ^v-y  +  Lw  ■»  =  0; 

nd  ihre  Stell  ungs winket  folgen  aus 

^7*  ='  4»:  Ai»:  Alf. 

vindende  A»,  dv  und  ^w  über,  so  nähert 

;  die  Gleichung  dieser  Grenzlage  ist 
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I.  T  ««  i/«  ■  j:  -(-  (/ff  ■  ^  +  dw 

ßlr  die  Richtungswinkel  ihrer  Normalen  hat  man 
cesa. :  cos^  '.  cosi  =  dw.  dv 
Auf  einer  Tangentialebene  T  liegen  unendlich 
dieselben  werden  auf  T  durch  alle  die  unzähli; 
die  man  erhält,  wenn  man  die  Verhältnisse  di 
Gleichung  der  Fläche  verträgliclien  Weise  abän( 
Gleichung  genügen,  die  sich  durch  Differentiation 

?-/.^„+S/. ..  +  ?/.< 

cu  cv  cw 

Vergleicht  man  1.  und  2.,  so  erkennt  man,  d 
enthält,  deren  Punkte  der  Proportion  genügen 

df   df    i 

3-  ='--y--'  =  j-u-'rv--i 

Die  Ebenen  '['  bilden  daher  ein  Büschel,  di 
punltt  geht  und  durch  3.  bestimmt  isL  Hieraus 
Fläche  /(»,  V,  w)  =  0,  die  auf  einer  Tang 
durch  einen  Punkt,  nämlich  durch  den  Schnil 
Ebene  T.  Dieser  l'iinkt  ist  der  BerUhrungspu 
Fläche/. 

Sind  X,  y,  s  die  Coordinaten  desselben  und  i 

einer  durch  ihn  gehenden  Ebene,  so  hat  man  die 

;eu  -*-  >D   -i-  Sil)  —   1   = 

XU  ■+■  yv  -i-  zw  —   ]   = 

Aus  ihnen  folgt 

x{K\  —  u]  +  y  i^  —  V)  -^  z  iya  - 
In  Rücksicht  auf  i(.  folgt  hieraus  die  Gleichu 


Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form  g< 
so  erhält  man  die  Gleichung  des  Berti hrungspunki 

5-  ■P-si("-«)  +  15(»-')- 

6.  Das  Ebenengebiide,  welches  von  Ebener 
Träger  auf  einer  Ebene  A  Hegen  und  eine  Cu 
heisst  eine  Grenzfläche.  Unter  den  Ebenengeb 
dieselbe  Stellung  ein,  wie  unter  den  Ponktgebildei 
die  Coordinaten  der  Ebene  A  und  ist 

1.  /(o;  »0  -  0 

die  Gleichung  der  Horizontalprojection   von    C, 
jede  Ebene  T  zur  Grenzfläche,  weiche  durch  ein< 
einer  Verticalebene    T  geht,  die  der  Gleichung  1. 
dieser  Ebene  folgen  aus  den  Coordinaten  von  A 

X  -(-  n    '  X  +  (1.    ' 

Aus  der  letzten  folgt 
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O  —  ttt  ^  __  ^W—  tv 

V  —  7    '  w  —  -f    ' 

in   1.  ein,    so  erhält  man  die  Gleichung  der 

—  T" 


Gleichung  aus  der  Kegel  gl  eichung  No.  3,  2  hervor, 
ordinäten  durch  Ebenencoordinaten  ersetzt, 
nktes  |)  zu  erhalten,  in  welchem  die  Grenzfläche 
rührt  wird,  bilden  wir 
V J_    8/ 


)r'ia>  ~  (a>— l)>  'SC^^  (10  — -r)»  '^^ 
gentialpunktes  einer  Grenzfläche  ist  daher, 
n  mit  u,  t>,  u)  bezeichnet  werden 


4.  /._^,(„_.)+Ji^(„_„)_Cü^^.|4+f^:iI.|4')(„_„)_o. 

et/  '       oV^         '      \w  —  T    du     w  —  foy/^  ' 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  ti,  »,  \o  durch  a,  ß,  Yi  so  wird  sie  identisch; 
daher  folgt:  Die  Punkte  der  Grenzfläche  liegen  auf  der  Ebene  A.  ■ 
Diese  Ebene  wird  als  die  Hauptebene  der  Grenzfläche  bezeichnet. 

Setzt    man    in    4.    W  =  0,    so    erhält    man    die    Gleichung    der  Horizontal- 
piojection  von  P 

Hieraus  erlangt  man  durch  einfache  Reduction 


P 


8/  (        '■■m  —  ■ft\    ,    8/  /         ?«"  —  T\ 


und  dies  kann  man  nach  den  Formeln  2.  ersetzen  durch 
?^(u-£0  +  |p(»-'0  =  0. 

Der  Berührungspunkt  P  der  Ebene  T  hat  also  als  Grundriss  einen  Punkt 
der  Curve  /((/,  V)  =  0;  folglich  ist  P  ein  Punkt  der  Curve  C  Die  Curve  C 
enthält  daher  die  Punkte  der  Grenzfläche. 

Hieraus  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Punkt  von  C  der  Berührungspunkt 
«nes  Büschels  von  Ebenen  der  Grenzfläche  ist  —  sowie  beim  Kegel  die 
Tangen tenebene  in  einem  Punkte  des  Kegels  zugleich  Tangentenebene  in  allen 
Punkten  einer  geradlinigen  Punktreihe,  nämlich  der  durch  den  Punkt  gehenden 
Mantellmie  ist. 

7.  Unter  einer  Regelfläche  unter  den  Ebenengebilden  versteht  man 
(ine  Fläche,  die  von  den  Ebenen  eines  Ebenen bUschels  umhüllt  wird,  dessen 
"läger  sich  im  Räume  bewegt  In  No.  4  haben  wir  die  Regelflächen  unter  den 
l'unlUgebilden  definirt  und  nachgewiesen,  dass  die  Tangentenebenen  Ebenen- 
tüschel  bilden,  deren  Träger  die  erzeugenden  Geraden  der  Regelfläche  sind; 
<'es  zeigt,  dass  die  Regelflächen  unter  den  Punktgebilden  auch  Regelflächen 
1  iter  den  Ebenengebilden  sind.  Im  Verlaufe  der  jetzt  anzustellenden  Betrachtung 
1  iid  sich  zeigen,    dass   bei   einer  Regelfläche   unter   den  Ebenengebilden   die 


Berührungspunkte  der  Eb 
damit  wird  dann  erwiese i 
und   für  Ebenengebilde 
flächen  schlechthin  spreci 

Ein  Ebenenbüschel  L 
bestimmt,  die  wir  in  der 
1.  V 

Soll  das  Ebenenbüst 
des  Raumes  enthalten  i 
Variabein  i  sein.  Zur  I 
haben  wir  die  beiden  Gl 
0  =  Gdu  +  (( 
aus  ihnen  ergiebt  sich 


Der  partiale  Differer 


Daher  erhält  man  f 
^  F-  [Cf  C  -  C/ 

Hier  kann  man  noc 
drücken.  Lässt  man  s  i 
Berührungspunkte  aller  E 
Werthe  von  a  zugehört; 
der  Gleichung  wesentli< 
Berührungspunkte  der  I 
Ebene  zu  Ebene. 

Führt  man  den  selbe 

diesem  Werthe  zugehörig 

genügt;  denn  ist  U,    V,   J 

V 

Für  die  Ebene  T  ist 

V 

und  daher 

V  —  V  = 

SeUt  man  dies  in  4. 

Da  hiemach  jede  d 
so  folgt:  Die  Berühm 
dem  Träger  des  Büscl 
Behauptung  erwiesen. 

8.  Eine  Raumcnrv« 
als  deren  vollständiger  od 
dieser  Flächen  seien 

1.  /( 

Verbindet  man  einei 
selben,    dessen    Coordin 


443  Differ 

U. 

Die  Cooidinaten  der  Normalebe 

II.      »  =  r F-,      v  =  - 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichunj 

y  —  T(i* 

die  Coordinaten  x,  y,  »  eliminirt,  so 
»,  V,  w;  diese  werden  von  den  Norr 
die  Gleichungen  der  von  den  1 
cuTve  umhüllten  abwickelbaren 

9.  Eine  abwickelbare  Fläch 
zwei  Bedingungsgleichungen  genügen. 
1-  /(«,  V.  w)  = 

xwei  solche  Gleichungen,  so  erscheir 
gemeinsamen  Tangenten  ebenen  der 
aus  1.  einmal  w  und  dann  v,  so  erb 
(I  und  V,  die  andere  zwischen  u  und 
3.  V  =  9(»; 

Es  sind  dies  die  Gleichungen  de 
der  abwickelbaren  Fläche;  durch  die: 

Die  Coordinaten  der  Ebenen  T  \ 

es  mögen  also  T  und  T,  Tangenten 

2  irgend  eine  die  Gerade  TT^  enth 

naten  von  %  aus  den  Coordinaten  v< 

u  ^  Xw  -f-  ^«, ,       B  =  X»  +  [tl 

Hieraus  gewinnt  man 

u  —  »  =  iw  +  I 
B  —  w  =  (t(w,  —  v\ 

Hieraus  folgt,  dass  die  Coordi 
Ebene  den  beiden  Gleichungen  genU 


und  umgekehrt.     Diese  Gleichungen 
in  Plancoordinaten  zu  bezeichnen 
Setzt  man     «j  =  u  +  Au,       J)i 
sie  über  in 

^- 

Nähert  sich  \u  dem  Grenzwerthi 
^v  und  Aui  demselben  Grenzwerthe 
Allgemeinen  einer  bestimmten  Gren 
abwickelbare  Fläche  berührt  Die 
daher 


irch  d 


Oder  man  zieht  aus  2-  die  Wertlie  »'  und  n 


7.  u  —  u  ^  —--,—  =  — 

Eliminirt  man  u,  p,  w  aus  den  beiden  Gleichti 

/(«,  V,  w)  =  0,       F{u,  », 

so  erhält    man    in    Plancoordinaten    u,   »,   ui   c 

Geraden  ^   der  abwickelbaren  Fläche  be 

Fläche. 

9.   Wir  wenden  die  entwickelten  Formeln 
die  Schraubenregelfläche  an. 

Eine  Schraubenlinie  wird  von  einem  Punkt 
Oberfläche  eines  Rotationscy linders  von  einem 
einer  bestimmlen  Mantellinie  ausgehend  so  bewe 
Normatschnitte  proportional  dem  Bogen  ist,  den 
schnitt  immer  in  derselben  Richtung  zurtlckgele 
zur  Z-Achse  genommen,  die  ^-Achse  durch  ein 
legt  und  die  Schraubenlinie  so  beschrieben,  dass 
Ton  der  positiven  ^-Achse  nach  der  positiven  ] 
in  der  Richtung  der  positiven  Z' Achse  verbin 
I  ="  kf,  wo  k  eine  positive  Constante  und  f  <: 
den  der  Radius  vector  der  Horizontal projection 
man  7  durch  <p  +  3ir,  so  geht  man  von  einem 
dem  auf  derselben  Mantellinie  zunächst  darüber  1 
desselben  ist  kf  -{-  k  -^t:.  Der  Unterschied 
Schraubenlinie;  bezeichnet  man  diese  mit  A,  so 
h  =  Itik. 

Da  nun  y  ='  xtangt,  so  folgt  eine  Gleichu 

I  a  =  kAre  lang  - 


nn  a  den  Radius  des  Cylinders  bezeichnet. 
In  Fig.  486  sind  zwei  Gänge  einer  Schraub 
Durch  Differentiation  folgt  aus  2.  und  1. 


xäx  ■+■  ydy  =  0,       folglich 


bei 
da 


die  constante  Strecke  OQ'  =  i*  :  ■/**  -(-  _f *  =  A>  :  a  ab. 
Zieht  man  durch  .Z'  die  Gerade  PQ  parallel  und  gleic 
die  Gerade  PQ;  folglich  enthält  die  Gerade  NN^  den  P 
P  entlang  der  Schraubenlinie,  so  beschreibt  Q  eine  Schraul 
Ganghöhe;  bezeichnet  -/i  den  Winkel  der  Tangente  dies 
OZ,  so  ist 


"•■^'-'■■V^'i-Wi 


Hieraus  folgt,  dass  cos■f^  =  sinyi,  dass  also  die  Tar 
schriebenen  Schraubenlinie  mit  NJf^  zusammenfällt.  Wir  I 
Die  Cuspidalkante  der  von  den  Normalebenen  eii 
QmhGltten  abwickelbaren  Fläche  ist  eine  coaxi: 
von  derselben  Ganghöhe. 

Wenn  eine  Gerade  normal  zu  einer  andern  Geraden 
de  diese  Gerade  und  eine  Schraubenlinie  schneidet,  welcl 
zur  Achse   hat,   so   nennt   man   die   von   der   bewegten 
Fläche    eine   axiale   normale   Schraubenregelfläche 
soeben  benutzte  Coordinaten System  ist  die  Gleichung  diese 

7-  «  =  kArctang^  , 

so  dass  die  beiden  Gleichungen  der  Schraubenlinie  1.  und 
schnitt  dieser  Schraubenfläche  und  eines  Rotati  onscyltnd 
Aus  7.  folgt 

^_        i  -    y  — *         ^ 

äi  ~  ""  *Ä*4-^»'       dy  -*'*«  + 
mithin  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene 

i_j,(E  _  *)   _  kx(j^  ^y)   +    (*«  +  yi)  (C  -  ,) 

8.  r—  ky%-kx^  +  {x*  -t-^»)(C-s)  = 

Diese  Ebene  enthält  die  Gerade,  deren  Gleichungen  ; 

^   =   s,        y\  —   x-t^   =   0, 

d.  i.  die  durch  den  Berührungspunkt  7*  gehende  erzeugende 
fläche.    Der  Abschnitt  von  T  auf  der  A'-Achse  ergiebt  sich 

ky 
Ist  p   der  Abstand   des  Berührungspunktes   von   der 
\  nkel  (p,  x),  so  ist  **   -i-  y^  ^  p»,    y  =  psinf,     *  ^  k 

Bewegt  sich  P  entlang  einer  erzeugenden  Geraden,  s< 
[  \  man  jede  erzeugende  Gerade  zur  .^-Achse  wählen  kar 


■  der  dui 
;tzen. 


;',  es  e 
■i)  =  C 
e  Strecl 

_  *(Ä 

■«,    Q 

ichte 
nden 


ttes    fti{ 

;iner  Fl 
ebenen 
alten,  ir 
Ipunkt  I 


luTch  B< 


Centren  haben  ;*die  el 
und  heissen  Meridiai 
werden.  Wird  die  Ro 
Bezug  auf  die  Z-Ach 
Gleichung /(«,  ):)  =  0 

Die  Normale  ein 
sowie  die  Tangentenei 
denselben  Punkt  der  i 

C.  Eine  Fläche,  < 
liegenden  Radien  ein« 
der  Fläche  /  (in  Bezu 
=  0  folgt  die  Gleichu 


/(i^ 


wobei  P  und  11  auf  d 
Bildet  man 

/l  = 

so  erkennt  man,  dass 

A-X  +  /. 

—  2r« 

Die  Tangentenebt 

schneiden  daher  eine  N 

Femer  ist  /j  *  -+■  j 

dass  die  Noimatebene 
Tangentenebenen  in  d 
Die  Reciprokalfläc 
fUr  das  Centrum  als 
gleichgerichteten  Achs< 


1.  Mit  Rücksicht 
einer  Function  y  eine: 
bezeichnet. 

Unter  dem  zweiter 
quotienten  des  ersten  Di 
versteht  man  den  DifTe 
allgemein  unter  dem 
(»  — l)ten  Differential 
»te  Differentialquodent 
(«  +  »i)ten  Differentia 
Differential  quotienten  \ 
daher 

dy  =  y'a 


ten  Faktor  ansieht,  so  erhält  man 

i/  ■  dx; 

eht  hieraus 

i"dx^. 

')  setzt  man  das  kürzere  ä^y,*)  wobei 

IS  Zeichen  die  Voraussetzung  enthält, 

/on   der  ersten  herrührende  Faktor  dx 

r  dieser  Voraussetzung  hat  man 


if  beliebig  hohe  Differentialqu Orienten 
ausdehnen.  Versteht  man  unter  d''y  den  Ausdruck,  den  man  erhält,  wenn  man  7 
differenzirt,  das  Resultat  wieder  differenzirt  und  diese  Differentiarionen  so  oft 
wiederholt,  bis  man  im  Ganzen  n  ausgeführt  hat,  und  bei  allen  diesen  Ditferen- 
tiationen  äx  als  constanten  Faktor  behandelt,  so  ist 

?.-><■'• 

dx"        ■' 
Denn  nimmt  man  an,  diese  Formel  gelte  für  einen  bestimmten  Werth  von  n, 
so  hat  man  zunächst  nach  der  Voraussetzung 

d-iy  =  y(')dx''; 
durch  Differentiation  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  dabei  dx  als  constant  gilt 
d(d'y)  =  dyi-i-dx-. 
Wenn    man    hierin    d}<')  =  j<''-*-i)dx    substituirt,    und   d{d''y)    durch   d'-^^y 
«setzt,  so  ergiebt  sich 

d~+i-y  =  y'+Dö-^'+l,      also      J^y  =  /"+»J. 

Da  nun  die  Formel  für  n  =  2  erwiesen  ist,  so  gilt  sie  auch  für  «  =s=  3,  4,  5  .  ■ 
Thaupt  fiir  jeden  Werth  von  «. 

Diese  Bezeichnung  höherer  Differential quotienten  einer  Veränderlichen  wird 

häutigsten  angewendet. 

2.   Höhere  Differentialquotienten   einer  Potenz.     Durch   successive 
Terentiation  erhält  man  leicht 
"1  d^(x'«'\  d^Cx") 


Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kommt  man  endlich  auf 

^2i?-»"(»'-l){'"-2)('"-3)---*'3-2-l- 
Da  der  «te  Differentialqu otient  von  x  unabhängig  ist,    so  folgt,    dass    der 
-(-  I)te,  sowie  alle  höheren  verschwinden. 
3.    Höhere  Differentialquotienten  des  Logarithmus. 

^  dlx  1  ,  d~lx  d—^ix^-i)  ,  ^  A  U       X  A 

Aus  -3—  =  —    folet    -; —  :=  — .        ,      ,   also   hat  man  durch  Anwendung 
dx         X        ^      dx'  tf*"-l  ° 

i  in  No.  2  Gefundenen 


*}  Die   hocfagestellte   2   Unter   dem   Zeichen   d   ist   hier   ein   Wiederholungszeichen 
ihieloog  mit  einem  PoteniexpoDenten  ist  nicht  la  befürchten. 


Func 
Diffei 
je  na 


man 
einen 
niede: 


'=-f^[^ 


Wenn  man  den  Wertii,  den 

bezeichnet,  so  findet  man 

/d'arctangx\  __  _ 

Da  nun 

/darcjangx\ 

\        äx       A 
so  folgt,  dass  der  «te  Differentialquotienl  von  arclangx  für  ein  gerades  n 
fiir  jc  =  0  verschwindet,  während  fUr  ein  ungerades  » 


(^ 


T^)  =  (-  >M  1  ■  2  •  3  •  4  . .  .(.-  1). 


B.    Aus  der  Foimel 

darc  sinx 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  eraeute  Differentiation 

X  äarc  sinx  ^  d^  an  sinx 


dx^ 
1  diese  Gleichung  {«  —  2)  mal,  : 
,,  d'arcsinx         „,         „,     ^—^arc sinx 

di-^aresinx         .  ,  d'-^arcsinx 

- '    ä^-^    - ''— ^'    ^»-'    -  »■ 

oder  zusammengerechnet 
,,  .,  d'arcsinx         „  „,     ^-^arc sinx         ,         „,,  d'-^are sinx 

Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  den  nten  Diflerentialquotienten  von  arcsa 
aus  den  beiden  nächst  niederen  ableitet    Für  x  =  ü  hat  man  insbesondere 
fd"  arc sinx\  d'-^arcsinx 


\       dx'       )-  "•"       "^  d^-- 

Da  nun  bekanntlich 

/daresinx\         .        fd*a> 


^'X-  (--^^X- 


so  folgt,   dass  der  nte  Differentialquotient  von  arc  sinx  für  x  ^  0  und  fOr  e 
gerades  n  verschwindet,  während  man  fUr  ein  ungerades  hat 

('"''2-"0„-'''^'''''' -'""'"'- 

C.    Setzt  man     u  ^  (ari^sinx)*,  so  ist 


folglich 


erst  ^(vi 
^(IV)  in 
so  erhall 


wobei  r« 
gescheht 


wob«  ZI 
Hie 


Vei^leicht  man  dies   mit  2.   und  setzt  flir  ^  den  Werth  zurück,  so  ertiält 
man  für  die  gesuchte  Function  f*  den  Werth 

Entwickelt  man  rechts  nach  dem  binomischen  Satze,  und  beachtet,  dass  nach  S- 
\         dt"        )o^      dx*      ' 


so  erhält  man 
7-     t'*  =  -jz:^ 


Insbesondere  erhält  man  aus  6.  oder  7. 


^'  -  ^*"       ''^-    dx-  ~  '"  dx-'        ''^  ~    dx«    ~  •"'  dx-    ^  ""    dx'- 

'^*  ~    </j^  *"  dx-    ^  ""     rf^  *"     dxf'  ■ 

Die  ursprünglich  gestellte  Aufgabe  ist  hiemach  auf  die  einfachere  lurüd- 
geführt:  Die  «ten  Differentialquotienten  der  Potenzen  von  a  von  der  ersten  bis 
zur  »ten  zu  bestimmen;  mit  Hülfe  dieser  Werthe  gewinnt  man  die  FuncüoDen 
ük*)  und  hat  schliesslich  (1) 

rfV  _  , .  dF{u)       U^    d'Fju)       J/^    d»ß(u)  f7„  ä-Fiv) 

dx»~^     du     """l-a'     du»     "^l-2-3'     du"    "*■""""*"  1 -a-S ... «'    äw 
Betreffs  der  Anwendungen  dieser  Formel  begnügen  wir  uns  hier  mit  einem 
Beispiele. 

Für  M  =  jc*  hat  man 

Vi^  +  0   -  f{x)  =  mx  +  i), 
und  daher 

*)  Hoi'PE,  Theorie  der  independetiten  Darstellung  der  hohem  Differentialqootientni.  Lep 
lig  tS45.    ScuLöMCLCU,  Compcndtum  der  hohem  Analysis.    3.  Autl,  Braunschweig.   Bd.z.  p3£-)' 


Setzt  man  d< 
man  zunächst 

Fuhrt  man  i 
so  erhält  man  I 
davorstehenden  F; 
wie  sich  von  sei 
formal  darzu stelle 


Hier  hat  mai 
Regeln  auszurech 
zu  stellen,  so  daf 


Verwendet  n 


Das  Resultat 
Klammerausdrucl 
MuUiplication  dui 


Für  das  höht 
Variabein 


erhält  man  in  gle 


^[(2r> -«■)>■  +  (2^>  _«')«']. 


den 
als  Pol  ist  bekanntlich  (§  6,  No.  12) 

1.  a^x"  +  b-^y^  —  [x^  +^*)'  =  0. 
Hieraus  folgt  durch  DiSerentiadon 

2.  a^x  +  b^yy'  -  1{x^  +J*)(jr+>y) 

3.  a»  +  ^V»  +  iVy  -  2(a:»  +^>)  (I  H-y«  +  yy")  - 

Aus  2.  ergiebt  sich 

*■  /--(i'la^lj^.     ,••  =  .• +j 

Aus  3.  ergiebt  sich,  dass  >"  unter  der  Bedingung  vei 
i.  4(x+/y)> +  2r>(l +/')  — (a>  +  »y 

Aus  4.  erhält  man 

,        »(<'-»') 
*  +  -'■''   -   i>_s,>  ■ 
2»->  (!+/>)  —  (o>  +  iV")  —  2I-'  —  «'  +  ( 

~  (2r>  —  «>)^> 

Die  Gleichung  5.  liefert  daher  nach  Beseitigung  der 

6.  ix^)'  (o<  —  «")'  +  (2/-"  —  «')  (2r'  —  *') , 

Fuhrt  man  die  zweite  Multiphcation  aus  und  beachte 

4r<  — 2r*flä  — 2r'iS=4(aa;ca  +  *»_yS)_2r*a»  — 2r»is 

so  erhält  man  aus  6. 

2(«>  -  *■)  [2:.y  (»■  -  «')  +  r-  (*•  -  f)\  + 
Ersetzt  man  in  der  Klammer  r*    durch  a^fl:'  +  b^y 
plicationen  aus,  so  erkennt  man,  dass  der  Klammerinhalt  r' 
daher  findet  man  schliesslich  fUr  die  Wendepunkte 
a>b'^ 

Aus  1.  und  7.  erhält  man 

«•       ""2^('-'-2i;^)'-'     ''-2ls('--' 
Durch  Addidon  dieser  beiden  Werthe  ergiebt  sich 
1  _      3fl*^'  j  _     3fl'^*(fl'— 2^') 

'    ~2{<»»  +  *»)*      *    —  4(oi_ii)(a*^-iS)■ 
J__      3a*  ^'(2a'—^') 
-»■    -  4{B*- i*)  {«»  +  *')  ■ 
Reale   Wendepunkte   existiren    also  nur,    wenn 
<  \a'*.     In  Figur  489   ist  K  der  Kreis  mit  dem  i 

albmesser  ab-^Z  :  i/2(fl>  •+-*>);  die  Punkte  ^,,  /*„  -T-j 
i,  Z",,   in    welchen  er  die  Fusspunktcurve  durch- 
hneidet,  sind  die  Wendepunkte. 


3.   Die  Wendepunkte  der  i 
Curve 


■öynjy_ 

ex'  \iy] 


Die  Wendepunkte  einer  ( 
Coordinaten  durch  die  Bemer 
benachbarte  Normalen  parallel 

Aendert  man  x.y,  x^,  x^  u 

?■-/■£.  +/i 

über  in  T^^  T  +  (/,, 

+  (/,. 

+  (/,. 

Beide  sind  identisch,  wenn 

fi^dx^  -h 

Nimmt  man  hierzu  noch 

A'<«i  ■ 

SO  erhält  man  fUr  die  Coordina 

/.. 
/i. 
/.. 
/> 

Multiplicirt  man  die  erster 
addirt  sie  zu  der  mit  —  («  — 
dem  Euler' sehen  Satze 

so  geht  die  Bedingung  Über  in 


Diese  Gleichung  ist  vom  Gi 
Kegelschnitt  keinen,  eine  cubis< 
«ten  Grades  3«{«  —  2)  reale  o< 

4.  Die  Gleichung  einer  Cv 
des  Coordinatendreiecks  zu  We 
Wendetangenten  hat,  ist  von  de 

Der  Schnittpunkt  B  von  ar, 
punkt  der  Curve  mit  der  A',-A< 

Die  Wendepunkte  sind  die 
ax^  [la^j^jÄjjp,  —  b^x 

Dies  zeigt,  dass  auch  B  ein 
jede  Verbindungsgerade  zweier 
(Anal.  Geom.  d.  Ebene,  §  15,  l 

Die  Lemniscate  hat  die  i 
/(.,  y)  -  («• 

Man  findet,  werm  man  x*  - 

'1  =  4«(,. 


4«S 

Die  ( 
ist  n< 

3. 

tst^  w< 

und  d 
M 


die   ZV 
Oscula 


diese  Ibi 
Die  et 
folglich 
Normal 
man  M 
als  Krt 
Krümi 
Di. 
No.  2, 
Lösungi 


t    t  * 


2. 


3. 


4. 


ä^ 


Differentialrechnung. 
äy 


dz 


^    =  —  ansinnSf     -^  =  ancosns,     -j-  ^=^  kn , 


d^x 


=  —  an^  cosns , 


d^y 


^=  —  an^  Sinns , 


d^z 
1? 


5. 


ds^  —         —    — -»       ^j. 
Hieraus  ergeben  sich  flir  X^   Y,  Z  die  Werthe 

X  =  Ä>6«^  Sinns ,       Y  =  —  akn^  cosns ,      Z  =  a*«*  . 
Die  Gleichung  der  Osculationsebene  ist  daher 

Q  B9  Sinns  (5  —  jc)  —  cosns  (t)  — j^)  -h  -r  (C  —  »)  =  0 . 

Setzt  man  für  x,  y,  z  die  Werthe  1.,  so  erhält  man 

d 
Q  BB  sinns  •  ?  —  ^^^»^  •  if)  -H  -r  (C  —  >^«j)  =  0 . 

Setzt  man  hier  C  =  '»  so  erhält  man 


=  0. 


sinns  •  6  —  cosns  .  t)  =  0 , 
d.  i.  die  Gleichung  des  Grundrisses  des  durch  P  gehenden  Cylinderhalbmesscrs. 
Dies  ergiebt:  Die  Osculationsebene  der  Schraubenlinie  in  /*  enthält 
den  durch  P  gehenden  Halbmesser  des  Schraubencylinders,  und  ist 
daher  gegen  die  Schraubenachse  unter  demselben  Winkel  geneigt, 
wie  die  Schraubentangente.  Die  Hauptnormale  ist  normal  zur  Achse. 
Für  den  Krümmungshalbmesser  ergiebt  sich 

1  a»  4-  >^« 


6. 


P  ==  ^  =" 


Der  Krümmungshalbmesser  ist  also  für  alle  Punkte  der  Schrauben- 
linie constant;  die  Krümmungsmittelpunkte  liegen  auf  einer  Schraubenlinie 
von  derselben  Achse  und  Ganghöhe. 

Die  Stellungswinkel  der  Osculationsebene  folgen  aus 
7.  cosX  =  kn  sinns,      cos}l  =  —  kn  cosns,      cosy  =  an. 

Hieraus  folgt  für  den  Torsionshalbmesser 


8. 


Pi 


1 


k^ 


kn^  k       ' 

8.  In  jedem  Punkte  P  einer  Raumcurve  C  lässt  sich  eine  osculirende 
Schraubenlinie  construiren,  d.  i.  eine  Schraubenlinie,  welche  durch  P  geht, 
und  in  P  dieTangente,  die  Osculationsebene,  sowie  den  Krümmungshalbmesser 
und  den  Torsionshalbmesser  mit  der  Curve  C  gemein  hat  Sind  p  und  p] 
Krümmungs-  und  Torsionshalbmesser  von  C  im  Punkte  P,  so  bestimmen  sich  die 
Constanten  a  und  k  der  osculirenden  Schraubenlinie  aus 


a 


9 


k^ 


man  erhält 
1. 


=  p     und 


a  ^       PPi' 

P*  -H  Pi»  ' 


k^ 


=  PiJ 


k  = 


P'pi 


p-    -H  Pi- 

Die  Schraubenachse  trifft  die  Hauptnormale,  schneidet  von  ihr  eine  Strecke 

PA  =  ö    ab,    und   ihre  Projection   auf  die   Osculationsebene   ist  die  durch  A 

gehende  Parallele  zur  Curventangente;    der  Winkel  7  der  Schraubenachse  i  d 

der  Osculationsebene  bestimmt  sich  aus 

Jt  p 

cos-^  = 


2. 


ya*  -+-  k^         >/p»  H- 


Pi 


Durch  diese  Angaben  ist  die  osculirende  Schraubenlinie  vollständig  und  er  i* 
deutig  bestimmt. 


V. 


\ 


^ 
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Differentialrechnung. 


Fläche  parallel  zur  A'Z-Ebene;  die  Parameterlinien  u  =  Uq  sind  die  Querschnitte 
der  Fläche  parallel  der  KZ  Ebene.  In  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
haben  wir  diese  Curven  benutzt,  um  uns  eine  Anschauung  der  zu  einer  gegebenen 
Gleichung  gehörigen  Fläche  IL  O.  zu  verschaffen. 

3.  Bewegt  sich  ein  Punkt  P  um  unendlich  wenig  entlang  der  Flache  in 
übrigens  beliebiger  Richtung,  so  erhalten  u  und  v  unendlich  kleine  Veränderungen 
du  und  dv  von  unbestimmtem  Verhältnisse.  Die  zugehörigen  Aenderuugen  von 
X,  y,  z  ergeben  sich  durch  Differentiation  zu 

dx  .         dx  .  ^y  j      .    ^y   •  •         dz  -  ^x 


1.  äx  ==z  ^-  du  -h  ö— 
du  ov 


dv\      dy  = 


du 


du 


dv 


dv:      dz  =  ^r-  du  -h  ^r-  dv. 
*        ou  cv 


Das  vom  Punkte  P  bei  dieser  Bewegung  zurückgelegte  Bogenelement  ist 

^x>  =  dx^  -H  dy^  -f-  dz^ , 

Führt  man  hier  die  Werthe  1.  ein,  so  erhält  man 
2.  ds^  =  edu^  -I-  "ifdudv  -h  gdv^, 

wobei  €^  /,  g  die  Ausdrücke  bezeichnen 


3. 


/ 


g 


du  dv 


\dv) 


dx  dx        dy  dy        d  z  d  z 
du  dv        du  dv' 

Diese  Grössen  e,  /,  g  werden  in  der  Flächentheorie  als  die  Fundamental 
grossen  I.  Ordnung  bezeichnet.  Sie  sind  von  der  Lage  des  Punktes  P  ab- 
hängig, hängen  aber  nicht  von  dem  Verhältnisse  dv  :du,  also  nicht  von  der 
Richtung  ab,  welche  das  Curvenelement  ds  hat. 

Sind  a,  ß,  7  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  einer  auf  der 

Fläche  durch  P  gehenden  Curve  in  P  mit  den  Achsen  bildet,  so  ist 

dx  dy  dz 

*  ^  57'       ^  ""  Ts'      '^  "^  Ts' 

Setzt  man  hier  die  Werthe  aus  L  und  2.  ein,  und  bezeichnet  das  Verhältniss 

dv :  du  mit  k,  so  erhält  man 


4. 
wobei 


-Cä^-*l^>^  f-(K-*li)^^.  ^  -  Cr.  - ' 'd)- ^' 


N  r=.  Ye^  -H  2/Jt  -h  gk^  . 


Für  eine  andere  durch  P  auf  der  Fläche  gezogene  Curve  haben  dv  :  du  und 

a,  p,  7  andere  Werthe  k\  a',  ß',  7'.     Der  Winkel  b,  unter  dem  sich  die  Curven 

in  P  schneiden,  bestimmt  sich  aus 

cosb  =  aa'  -h  ßß'  •+-  77' 

mit  Hülfe  der  Werthe  1.  und  der  entsprechenden  Werthe  für  a',  ß',  7'  zu 

e-h/(k-hJe)'¥-gJtk* 


5. 


cosb  = 


Die   den  Verhältnissen  k   und  k*    zugehörigen  Curvenelemente   sind  daher 
normal  zu  einander,  wenn 
6.  e  -\-f{k  -+-  k')  -h  gkk'  =  0. 

4.    Ist  n  ein  Punkt  der  Tangente  einer  durch  P  gehenden  Curve  auf  '  er 
Fläche,  und  iH  =  i?,  so  gelten  die  Gleichungen 

Führt  man  hier  die  Werthe  für  dx^  dy,  dz  ein,  und  eliminirt  dann  du  vl  i. 
dv,  so  erhält  man 


l-*-. 


i'c^i»».^'- 


.V 


.-■*'' 


r:  * 
et 


r.v 

f: . 

■V-.  • 


^«i.;. 


r."^ 
»&'^. 
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DifTerentialrechnung. 


n 


3.  fl^/^jf  -h  dgdy  -h  ^ri/«  -f-  ^//»*  H-  "IFdudv  -h  6^</z^*  =  0, 

wobei  wie  immer  ///,  dq^  dr  die  vollständigen  Differentiale 


^/  =  -^  du  -¥  -^  dv , 
^        cu  ov 


u.  s.  w. 


4. 


.  bezeichnen.     DifTerenzirt   man  No.  4,  4   nach    dem   Winkel   zweier   Tangenten 
einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve,  so  erhält  man 

d  dx  d  dy  d  dz       dp  dx       dp  dy       dr  dz  

Txls'^^TxTs'^^TxJi'^Tzds'^T'zTs'^T'zdi'' 

Dividirt  man  3.  durch  dxds^    und  subtrahirt  dann  4.,  so  ergiebt  sich  die] 

Gleichung 

d  dy  d  dr        Edu^  -H  'IFdudv  -h  Gdv'^ 

-  q —  -4-  r  —  —    —  

^  dx  ds  dl  ds 

d  dx  d  dy 

lid^'       d^ds* 


5. 


d  dx 


Die  Grössen 


dxds 
■^  ^   sind  (§  9,  No.  4,  12)  die  Cosinus 


der  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  von  s  m  F  mit  den  Achsen  bildet;  die 
linke  Seite  ist  daher  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  dieser  Hauptnonnaleo 
und  der  Flächennormalen.  Bezeichnen  wir  denselben  durch  0,  und  den 
Krümmungsradius  der  Curve  s  in  F  mit  p',  so  folgt  aus  5. 


6. 


1        ^        ^T         . 
p  ds 


Edu^  -4-  ^Fdudv  -+-  Gdv^ 


edu^  -h  ^fdudv  -h  gdv^ 
Die  rechte  Seite  hängt  nur  von  der  Lage  des  Punktes  F  und  von  dem  Ver- 
hältniss  dv :  du  ab,  hat  also  unverändert  denselben  Werth  für  alle  Curven  s  derj 
Fläche,  welche  in  F  eine  gemeinsame  Tangente  haben. 

Eine  auf  der  Fläche  liegende  ebene  Curve,  deren  Ebene  die  Flächennormalej 
in  F  enthält,  wird  als  ein  Normalschnitt  der  Fläche  im  Punkte  /'bezeichnet 
Der  Krümmungsradius  p  des  Normalschnittes,  der  die  zu  dem  Verhältnisse  du :  dv 
gehörige  Flächentangente  berührt,  ergiebt  sich  aus  6.  für  6  =  0.     Daher  ist 

p'    =    p  C0S^, 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Krümmungsradius  einer  Curve; 
der  Fläche  in  F  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  des  durch  die 
Tangente  von  s  \n  F  geführten  Normalschnitts  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  des  Neigungswinkels  der  Ebene  dieses  Normalschnitts  und 
der  Hauptnormalen  von  s. 

6.  Durch  Ausrechnung  der  linken  und  rechten  Seite  überzeugt  man  sich 
leicht  von  der  Identität 

(e  -h  yk  -h gk^)  {E  ^^Fk'^  Gk'^)  -h  (^  -h  2/>t'  -+- gk'^)  {E-^^Fk-^  Gk^) 
wm^e-\-f{k'^V)^gkV][E-^F{k^k')-^Gkk]^{eG^^fF-^gE){k-kJ^ 
Sind  Cf  /,  g  die  Fundamentalgrössen  I.  O.  und  k^  V  die  Werthe  von  dv ;  du 
für  zwei  in  F  sich  rechtwinkelig  schneidende  Curven  der  Fläche,  so  ist 

e-^f{k^k')'^-gkk'  =  0; 
die  Identität  1.  liefert  in  diesem  Falle 

{e  -4-  2/>fe  4-  gk^)  {E  -f-  ^FV  -h  Gk'^)  H-  (/  H-  2/^'  H-  gk'^)  {E-^^Fk-k-  G'^) 

=  {eG  -  2/F^gE){k  —  ky. 
Hierin  sind  E,  F,  G  noch  ganz  beliebige  Grössen;  ersetzt  man  -£,  /[  ^ 
durch  i,  /,  g,  so  erhält  man 

2.  (e  H-  2/k  -h  gk^)  {e  -h  2/>t'  +  gk'^)  =  /«(/&  —  ky. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  vorigen  ergiebt  sich 

E-^^Fk^Gk^        E-¥-2Fk'  -hGk'^        eG  —  ^fF-^gE 


1. 


e^%fk  -^  gk^^    t  -^  2/V  H-  i  U^ 


4So  DiffereatitlTCchiitmg. 

i.  ,+/{«, +*,)  +  i-i,i,. 

dies  ergiebt  den  Satz:     Die  HauptkrUmmungsri 

einander.    Sind  p,   und  pj  die  HauptkrUmmungsra 

5  1    .     1    _^G-i/F  +  i 

Pi        Ps  '* 

Ersetzt  man  in  No.  6,  3  ^  und  i'  durch  ^,  und 

6.  (^  +  2/A,  +  gi»)  (e  +  2/-*,  +  gk,»)  ■- 
Aus  3.  folgt  femer  fUr  die  Hauptkrümmungsrict 

7.  £  +V(A,  +ii)  +  (?*,*, 
Setzt  man  nun  in  No.  6,  1 

i  =  i,,  *'  =  *,,  f  =  £,  /  = 
und  versteht  unter  £,  F,  G  Hauptgrössen  zweiter  C 
unter  k^  und  k^  die  fUr  die  HauptkrUmmungsrichti 
dv.du,  so  sind  6.  und  7.  erfllUt  und  die  Identität  '. 

8.  (£■  +  2/^-S,  +  Gi,*)  (£  +  2.fi,  +  GAj»)  =  { 
Dividirt  man  8.  durch  6-,  so  erhält  man 

_\ EG  —  J^ 

Aus  5.  und  9.  erkennt  man,  dass  die  Hauptkt 
quadratischen  Gleichung  sind 

10.  /»  .  \-{G-2/F-\-gE)-^+£ 

Um  zu  entscheiden,  welche  Wurzel  dieser  Glei 
gehört,  bilden  wir  die  Differenz 

Pi        Ps 
und  erhalten 

^  -    e  +  2/i,  +  gi»         e  +  2/ 
Hieraus  folgt  nach  Beseitigung  der  Nenner  in  I 

=(.-.,{-.|f;h!Jfh 

Führt  man  rechts  ßir  die  Determinanten  die  We 
dass  der  Klammerinhalt 

beträgt,  und  erhält  hieraus  Itlr  die  gesuchte  Differen: 

l/fl    '■    • 

Ist  k^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  k^  un 
kleinere  oder  der  grössere  HauptkrUmmungshalbmes: 
£g  —  G/^  0. 

9.  Bezeichnet  8  den  Winkel  zwischen  der  Ta 
Haupttangentenrichtung  i,,  so  ist  90°  —  8  der  Wink 
k  und  k^ ;  die  Formel  No.  3,  5  liefert 

,■■       [•+/{i+k,)+gtt,\'  


A  = 


*nr  «^ 


i^\. 


i':  V 


•l 


f. 


!»;iA- 


:4 


ri* 


i*jr\ 


Fr% 
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Differentialrechnting^. 


1.  /öÄ^O  =  dt  ■/— p2  =Pi» 

bestimmt  dann  zwei  Normalschnitte  von  der  Krümmung  Null,  und  für  diese  ist 
im  Allgemeinen  P  ein  Wendepunkt.  In  diesen  beiden  Normalschnitten  tritt, 
wenn  wir  uns  die  Normalebene  um  die  Normale  in  einer  Richtung  gedreht  denken, 
der  Uebergang  von  positiver  zu  negativer  Krümmung  ein;  in  den  Tangenten 
dieser  beiden  Normalschnitte  durchdringt  die  Fläche  in  der  Umgebung  von  F\ 
die  Tangentenebene. 

Bei  einem  einschaligen  Hyperboloide  und  bei  einem  hyperbolischen  Paia.' 
boloide  sind  diese  Normalschnitte,  in  welchen  das  Vorzeichen  der  Krümmung 
wechselt,  die  beiden  Geraden  der  Fläche,  welche  durch  den  Flächenpunkt  P 
gehen.  Die  Hauptkrümmungsrichtungen  einer  Regelfläcbe  zweiten  Grades  halbiren 
daher  in  jedem  Punkte  der  Fläche  die  Winkel  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Geraden  der  Fläche. 

Haben  dagegen  beide  Hauptkrümmungen  dasselbe  Zeichen,  so  haben  gemäss 

der  Formel 

1        cos^^       sin^b 


P  Pi  Pa 

alle  Normalschnitte  Krümmungen  desselben  Zeichens;  alle  von  JP  aus  gehenden 

Curvenelemente  liegen  daher  auf  derselben  Seite  der  Tangentenebene;  in  der 
Umgebung  von  jP  hat  die  Fläche  ausser  P  keinen  Punkt  mit  der  Tangentenebene 
gemein,  und  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Tangentenebene.  Dieses  Verhalten 
zeigen  die  nicht  geradlinigen  Flächen  zweiten  Grades  in  allen  ihren  Punkten. 

11.  Eine  abwickelbare  Fläche  ist  der  Ort  der  Tangenten  ihrer  Rückkehr- 
kante (Cuspidalcurve);  man  kann  daher  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  solchen 
Fläche  darstellen,  indem  man  von  den  Gleichungen  ihrer  Rückkehrkante  aus- 
geht.     Sind  dieselben 

•^  =  /i  («)'    y  =A  Wi     «  =  /s  (»)» 

so  sind  die  Gleichungen  der  Tangente  dieser  Curve  im  Punkte  P 

/i'      ~     /»'      ~     /,'     •      . 
Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  variabeln  Werth  dieser  Quotienten  mit  f, 

so  erhält  man  die  Coordinaten  S,  y),  C  irgend  eines  Punktes  einer  Tangente,  d.  i 

also  irgend  eines  Punktes  der  von  diesen  Tangenten  beschriebenen  Fläche  durch 

die  zwei  Variabein  u,  v  ausgedrückt 

1.  6  =  z;//  -4-/1,      T)  =  vf^  -1-/2, 

Hieraus  ergeben  sich  die  Werth e 


C  =  vfJ  +  / 


8i 
du 

dv 
Mithin  ist 


=  »/i"+/,'. 


=  /i'. 


^^  _  « /■  "  -1-  /•  • 


dv 


=/.', 


dv 


=  /,'. 


2. 


3. 


Femer  hat  man 
dudv 

a»?      a«ii     a»? 


a«T| 


/s" 

/i" 


/l' 


=A". 


m 


+/,". 


/>" 

a«* 

a»c 

dudv 


—  y  3  ' 


in 


-+-/3". 


dv^      dv^ 


dv' 


1 
->. 


V 


•1 
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Die  Grössen  p,  q^  r  folgen  aus 

^/  =  —  msinUy       qt  =  mcosu,      rt  ^  —  v. 
Femer  folgt 

^  =  0, 


^  = 


6^  ==  0. 


1/2,2  _,_  ^2 
Die  quadratische  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungen  ist  daher 


V 


2 


nt' 


m* 


sie  liefert  für  pj  und  p^  die  beiden  Werthe 


F  =  0; 


z/- 


M' 


m 

Die  Hauptkrümmungen  sind  also  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  der 
Torsion  der  durch  den  Punkt  auf  der  Schraubenfläche  construirbaren  coaxialeo 
Schraubenlinie. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungsrichtungen  wird 

—  (jf^  -h  m^)  -^  k^  ==  0 
und  liefert  >&  =  dz  yv^  -h  m^  . 

Der  positive  Werth  von  k  gehört  zum  positiven  Hauptkrtimmungsradius. 

Für  den  Winkel  der  auf  der  Fläche  liegenden  Geraden  z  ^=  mu,  welche 
einen  Normalschnitt  von  der  Krümmung  Null  enthält,  und  der  HauptkrümmungS' 
richtung  k^  erhält  man  aus  No.  10,  1 

IC 


tangb  =  1 ,       d  = 


4* 


Die   Krümmungsrichtungen    durchschneiden    also    die   Geraden   der  Fläche; 

unter  dem  constanten  Winkel  von  45°. 

13.    Die  Coordinaten  der  Punkte  der  centralen  Fläche  zweiten  Grades 

2         „2         ,2 


1. 


"*  a  b 


—  1=0 


können   durch  die  Parameter  u^  v  ausgedrückt  werden,    die  den  Gleichungen 
genügen 

r 


jp2  y2  si%  jp2  yi  ^2 


-1  =  0, 


-  1  =0. 


Die  Parameterlinien  sind  die*  Schnitte  von  /  mit  confocalen  Flächen.    Die 

dem  Punkte  F  zugehörigen  Parameter  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«2  ,,2  «2 

=  1. 


a-h«/        b-^w    '    c -^  w 
In  Rücksicht  auf/=  0  findet  man 

x^  -^y^  -^  z^  =  »-he/H-Ä-h^-l-^, 
ax^  -h  by^  H-  cz^  =  {u  -{-  v  -^  a  -\-  b  -k-  c)  {a  -{-  b  -\-  c)  -^  uv  —  ab  —  ac^hc. 
Hieraus  und  aus  1.  folgen  die  Coordinaten 


y'  = 


2  = 


d 

bja—c) 

d 
c(b  —  a) 


(« 
C« 
(« 


a)  (v  -^  d), 

b)  (v  -\-  b) ,     wobei  d  =  (b  —  c){a  —  c){b  —  d), 


daher  ist 


cu        u 


2  ^Ä  =  _y ._ 

du        u  -^  b' 


du      u 


z 


486 


Differentialrechnung. 


Die  Hauptkrümmungsrichtungen  fallen  in  den  Meridian  und  den  Parallelkicis;] 
die  Hauptkrümmungen  sind 

1  <p"  1  <p'  1 


Pi 


(H-^'.)*'       P2  (l^cp'O*     «* 


§  11.    Einhüllende  Curven  und  Flächen. 

1.  Wenn  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  eine  unbestimmte  Grösse  (Para^ 
meter)  a  enthält,  so  ändern  sich  im  Allgemeinen  Lage  und  Gestalt  der  Ci 
wenn  man  dem  Parameter  a  nach  einander  verschiedene  Werthe  ertheilt    Git 
man  a  einen  kleinen  Zuwachs  A  a,  so  geht  die  Curve  /(x,  y,  a)  =  0  in  die  m 
Curve  f{x^  y,    a  4-  Aa)  :=  0    über.     Beide  Curven  haben  reale  oder  compU 
Schnittpunkte;  wir  fassen  einen  derselben  F^   ins  Auge.     Verschwindet  Ai, 
nähert  sich  F^  im  Allgemeinen  einer  bestimmten  Grenzlage  F. 

2.  Ist  die  Curvengleichung  auf  a  reducirt, 

?(^>  y)  =  ^ 

und  9  eine  eindeutige  Function  von  x  und  y,   so  haben  zwei   Curven,  die 
verschiedenen  Werthen  von  a  gehören,  keinen  im  Endlichen  liegenden  Schrat 
punkt.    Denn  die  Gleichungen 

?(^»  >')  =  «» 

tC-^»  y)  =  ^  -^  ^a» 

sind  für  endliche  Werthe  von  x  und  y  nicht  vereinbar. 

3.  Wenn  9  eine  mehrdeutige  Function  ist,  so  besteht  die  Curve  ^{x,  v)  = 
aus  zwei  oder  mehreren  Abschnitten,  welche  den  verschiedenen  Werthsystei 
cp  entsprechen.     Die  Curve  z.  B. 

X  -H  ^x^  — y^    =  a 
ist   eine  Parabel    mit   dem  Parameter  a.     Die  beiden  Abschnitte   gehören  d« 
Gleichungen  zu 

X  -f-  Yx^  — y^  =  a,  X  —  "j/jv*  — y^  =  a, 
wobei  die  Wurzel  in  beiden  Gleichungen  positiv  zu  nehmen  ist.  Diese  Abschnit 
werden  durch  die  Punkte  getrennt,  für  welche  x^  —  ^'2=0;  die  Coordinate 
dieser  Punkte  sind 

X  =  OL,    y  =  - 

4.  Sind  9i,  92»  •  •  ?«  ^^^  verschiedenen  Werthe  der  ;i  deutigen  Function 
so  besteht  die  Curve  9  =  a  aus  den  Abschnitten 


a. 


fi   =  a,     92  =  a 


•      •      • 


9«  =  a 


Die  Theile  zweier  Curven 

9/  =  ot,     (p/  =  a  -h    Aa 
haben  keinen  endlichen  Schnittpunkt;  ein  Schnittpunkt  der  beiden  Curven 

9  =  a     und     9  =  a  -I-   Aa 
kann  daher  nur  zwei  Abschnitten  9/  und  9*  mit  verschiedenem  Index  zugehören. 
Wir  betrachten  den  Schnittpunkt  der  Abschnitte 

9«  =  a,  <PA  =  a  -^  Aa. 
Nähert  sich  Aa  der  Grenze  Null,  so  erhalten  9/  und  9^  denselben  Werth  1. 
Bezeichnen  wir  die  Grenzpunkte  zweier  Abschnitte  einer  Curve  als  Verzweigung  »• 
punkte  der  Curve  (womit  keineswegs  gesagt  sein  soll,  dass  in  diesen  Punkt  n 
verschiedene  Curvenzweige  in  auffälliger  Weise  zusammenlaufen),  so  ergiebt  si  h 
hieraus:     Die  Grenzlagen  für  die  Schnittpunkte  der  Curven  9  =  a  ue  1 


*»1»i--"f 


P'r^^' 


4S8 


Differentialrechnung. 


L. ./ 


H- 


«--.  ' 


Der  letztere  Fall  ist  durchaus  kein  seltener  Ausnahmefall.  Wir  werden 
später,  bei  Gelegenheit  der  Differentialgleichungen,  leicht  herzustellende  Grappen 
von  Curven  kennen  lernen,  bei  welchen  die  Gleichungen  5.  für  alle  Punkte  der 
Verzweigungscurve  erfüllt  sind. 

Die  Gleichungen  5.  sagen  aus,  dass  die  Curve/(^,  j^,  a)  =  0  einen  Doppel- 
punkt hat  (Differentialr.  §  15);  die  Verzweigungscur\'e  erscheint  daher  als  die 
Curve,  welche  die  Doppelpunkte  des  Curvensystems  /(jp,  j»,  a)  =  0 
enthält 

Durch  Differentiation  der  Curvengleichung  No.  5,  1  nach  x  und  y  ergiebt  sich 

dx        «Pj  —  a      dx         ^2  —  ^      ^^ 

?Z  ^       /       .  ^  ^       /       ,  ^9i 
•  dy         ^j  —  a      dy  ^pj  —  a      dy 

Für  einen  Punkt  der  Verzweigungscurve  verschwinden  sämmtliche  Quotienten 
/:(?/  —  a);  wenn  nun  keiner  der  Differentialquotienten  d^/idx,  d^i^dy 
unendlich  gross  ist,  so  tritt  der  Fall  ein 

ex  cy 

Wenn  die  Gleichungen  5.  nicht  bestehen,  so  fällt  nach  4.  die  Tangente  der 
Verzweigungscurve  in  einem  Punkte  P  derselben  mit  der  Tangente  der  durch  F 
gehenden  Curve  /(jc,  y^  a)  =  0  zusammen,  die  Verzweigungscurve  wird  daher  in 
jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Curve  des  Systems  berührt.  Aus  diesem  Grunde 
bezeichnet  man  die  Verzweigungscurve  als  die  Einhüllende  des  Curvens)^tems 

V(^» -V»  a)  =  0. 
8.    Beispiele.     A.   Ist 


1. 


f  ist  x^  -^  y'^  —  ^acos^  -  x —  2dsina  . j;  =  0  , 

so  besteht  das  Curvensystem  aus 
Kreisen,  die  den  Nullpunkt  ent- 
halten und  deretl  Centra  auf  dem 
Perimeter  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und  d  liegen.  Man 
erhält 


*■• . 

t 

r  - 

> , 

*  . 

r- 

I;' 
f 
^   . 


2. 


df 


dasind  •  x — 2  ^r^j«  •j'=0. 


Die    Gleichungen    1.  und  2. 
^  ergeben 


3. 


cosa  = 


stnn  = 


(x^  -h  y^)  by 


(M.491.)  2(fl»X« 

Quadrirt  man,  addirt,  und  beseitigt  den  Nenner,  so  folgt 

Dies  ist  die  Fusspunktcurve  der  Ellipse  mit  den  Halbachsen  2ä  und  2  J. 
Aus  1.  folgt 


=   X 


2a  cosa , 


T—  =  y  —  2bsina] 

dy       '^ 


wenn  man  die  Werthe  3.  einsetzt,  so  erhält  man 

a/  _  (^2  —  fl«)  xy^         df  _  (a^  —  ^»)jcV 

dy  " 


cx        a^x^  -h  b^y 


2  » 


a^x^  -h  b^y^' 


^f.^'^. 


■3.^ 


^>^ 


iK 


S 


,    '      t 


«•/ 


i.-f 
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Differentialrechttung. 


Für  die  Punkte   derselben  sind    dt^idx   und    g<p :  ^^  =  0    unendlich  gross. 
Die  rationale  Curvengleichung  ist 

(/_a)2  -  ^  =  0; 
aus  dieser  Gleichung  folgt 

2(/— a)^/-  flf+  =  0. 

Für  die  Punkte  der  Verzweigungscurve  ist  /=  a,   daher  bestimmt  sich  die 
Richtung  einer  Systemcurve  in  dem  Punkte,  den  sie  mit  der  Verzweigungscurve 

gemein  hat,  aus  der  Gleichung 

//i^  =  0, 
stimmt  daher  mit  der  Richtung  überein,   welche  die  Verzweigungscurve  in  dem- 
selben Punkte  hat. 

9.    Wenn  eine  Curvengleichung 

1.  /(x,  y,  aj,  «8,  «3,  .  .  .  a„)  =  0 

n  unbestimmte  Parameter  a^,  a,,  a,,  .  .  .  a«  enthält,  die  durch  n  —  1  Gleichungen 
verbunden  sind 

2.  <pi  («1,  «2,  .  .  <Ih)  =  0,  <P2  (aj,  ttj,  .  .  a«)  =  0,  .  .  .  .  <p«— i  («i,  «j,  .  .  a«)  =  0, 
so  kann  man  aus  den  Gleichungen  2.  alle  Parameter  durch  einen  derselben,  z.  B. 
a,  ausdrücken;  fuhrt  man  diese  Werthe  in  1.  ein,  so  enthält  1.  nur  noch  den 
unbestimmten  Parameter  a^,  und  man  ist  damit  zu  dem  vorigen  Falle  zurück- 
gekehrt. Statt  dessen  kann  man  auch  folgendes  Verfahren  einschlagen:  Man 
differenzirt  1.  und  2.  nach  den  Parametern,  bildet  also  die  Gleichungen 


8/ 


3. 


ca^ 

^?i 

^ttj 

^T2 

da^ 

^<Pi«-l 

a<P2 


da, 


•    •    • 


da 


da 


da 


s 


9 


a 


dan 

dat, 
a<p2 


da,i  ■=  0, 
dan  =  0, 
da^  =  0, 


da^ 


da« 


da 


2 


dan. 


dan  =  0. 


Aus  den  n  Gleichungen  3.  eliminirt  man  die  Differentiale  //«,,  da^t  da^.. 

und  erhält 

df        df  df 


4. 


da^       da^ 
d  a^        da^ 

dt^n-\     ^<P«-1 

^9i*-l 

=  0 


^«1        ^«2      *  '      dan 
Aus   den  («4-1)  Gleichungen  1.,  2.,  4.   hat  man  schliesslich  die  Parameter 
«1,  a2,  .  .  a«  zu  eliminiren;  die  Resultante  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden. 

10.    Wenn  die  Gleichung  einer.  Fläche 
1.  f{Xy  y,  *,  a)  =  0 

einen  unbestimmten  Parameter  a  enthält,  so  genügt  die  Schnittcurve  der  Fläc  len 

f{x,  y,  z,  a)  =  0,      /{x,  y,  z,  a -h  B)  =  0 

auch  der  Gleichung 

/{x,  y,  z,  a-h  g)  —/(pc,  y,  z,  a)  ^  ^ 


2. 


Die  Grenzlage  F,  welcher  sich  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  bei  y^- 


tj^  ^ "  * 


:•<• 

S' 


5^*-' 


V 


v. . 
►  > . 

'.  H 
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9. 


Differentialrechnung. 


f(x,  y,  z,  a)  =  0, 


^/ 


=  0, 


av 


=  0. 


doL  '        da' 

Die  Raumcurve,  welche  diese  Durchschnittspunkte  enthält,  ist  eine  Rückkehr- 
kante der  Einhüllenden.    Sie  ist  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  Einhüllenden I 
mit  den  Flächen,  die  sich  durch  Elimination  von  a  aus  /=  0  und  d^/:  da^  =0,j 
bez.  aus  a/:  ^a  =  0  und  d^/:  ca^  =  0  ergeben. 

11.  A.  Als  Beispiel  wählen  wir  zunächst  die  Fläche,  welche  alle  Kugeln  ein-j 
hüllt,  deren  Centra  auf  einer  zur  X-  und  K-Achse  symmetrischen  Ellipse  liegen 
und  die  durch  das  Centrum  der  Ellipse  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  Kugeln| 
haben  die  Form 


1. 


/ 


2xacosoi  —  ^ybsina  -h  «*  =  0, 


wobei  a  der  unbestimmte  Parameter  ist.     Aus  1.  erhält  man 

2  dd    * 

lav 


2. 


xa  sin  a  —  yb  cos  a  =  0, 


3. 


xacosoL  -\-  yb  sin  a  =  0 . 


2aaa 
Aus  1.  und  2.  folgt  durch  Elimination  von  a  die  Gleichung  der  Eingehüllten  zn| 

Dies  ist  die  Fusspunktfläche  des  Ellipsoids  mit  den  Halbachsen  2j,  %h\ 
^  =  0.  Sie  hat  im  Nullpunkte  einen  ausgezeichneten  Punkt.  Betrachtet  man 
in  1.  und  2.  den  Parameter  a  als  gegeben,  so  sind  1.  und  2.  die  Gleichungen 
der  Charakteristik  F  (a).  Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  i| 
eine  Ebene  darstellt,  die  durch  die  Z- Achse  geht,  so  folgt,  dass  die  Charakteristika; 
Kreise  sind  normal  zur  Ebene  der  Ellipse;  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  (fe; 
Ebene  einer  Charakteristik  normal  zu  dem  Ellipsendiameter  ist,  der  zu  da 
durch  das  Centrum  der  betreffenden  Kugel  gehenden  conjugirt  ist  Die  EliminatioB 
von  a  aus  2.  und  3.  ergiebt 

a«a:»  -f-  b^y^  =  0; 
diese  Gleichung  wird  nur  vom  Nullpunkte  erfüllt;  die  Rückkehrkante  der  Ein- 
hüllenden schrumpft  daher  in  diesem  Falle  zu  einem  Punkte  zusammen;  die 
Einhüllende  zeigt  in  dieser  Hinsicht  ein  ähnliches  Verhalten  wie  unter  den  Ab- 
wickelbaren der  Kegel,  dessen  Rückkehrkante  ebenfalls  nur  aus  einem  Punkte, 
der  Kegelspitze,  besteht. 

B.    Suchen  wir  femer  die  Fläche  auf,  welche  alle  Flächen  IL  O.  umhüllt, 
deren  Gleichungen  von  der  Form  sind 
5.  AT  —  A'i   -h  2aArj  -h  a«^,  =  0, 

wobei  ATj,  K^^  K^  Functionen  zweiten  Grades  bezeichnen.     Man  hat 

i     ^ 

2  '  aa 

j.     d^K 

2 


6. 


7. 


K. 


2 


fkKy 


if 


Cd 


3 


Ks 


s- 


Eliminirt  man  a  aus  K  =i  Q  und  dK:da=^Ot  so  erhält  man 
8.  K^K^  —  K^  =  0. 

Die  Einhüllende  ist  daher  von  der  vierten  Ordnung  und  enthält  die  Schi  itt- 
curven  der  Fläche  11.  O.  ^j  =  0  mit  A'i  =  0  und  ATj  =  0;  aus  7.  folgt,  c  iss 
die  letztere  Curve  die  Rückkehrkante  der  Einhüllenden  ist 

C.  Enthält  die  Gleichung  einer  eingehüllten  Fläche  den  Parameter  a  rar 
linear,  ist  sie  also  von  der  Form 


it 


^V" 


^> 


P**. 
I^'. 


li 


V. 
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Differentialrechnung. 


Sind   a,  d,  c   die  Halbachsen   des  Ellipsoids,    so   sind   die  Coordinaten  jedes 
Ellipsoidpunktes  in  der  Form  darstellbar 

a  cos  a  cos  ß,       d  cos  a  sin  ß,       c  sin  a , 
wobei  a  und  ß  willkürlich  sind.     Die  Gleichung  einer  Eingehüllten  ist  daher 
1.    /^x^  -h y^  -h  z^  —  2acosa  cos^  •  x  —  2bcosasin'^  ^y  —  'IcsintL  -  z  =  0. 
Hieraus  findet  man 


2. 
3. 


1  ^/ 

q-  ö~"  =  asmoLCOs^  •  x  -f-  ösinasin^  -y 

2  aß 


CCOSOL  '  Z  , 


=  acosnsin^  •  x  —  bcosdcos^  -y  . 


Zur   Elimination    von   a    und    ß    aus  den  Gleichungen   1.    a/:aa  =  0  und 

a/:  aß  =  0  berechnen  wir  zunächst  aus  den  beiden  letzten 
^  ax  .  by 


4. 


ö»^2  H-  ^»y 


cz  cot  a . 


5. 


Quadrirt  und  addirt  man,  so  entsteht 

a^x^  4-  b^y^ 


COt^OL   = 


2^2 


^'^ 


6. 


Substituirt  man  4.  in  1.,  so  erhält  man 

2cz 


stna  = 


.2    ' 


r»  =^2 


>2 


Z 


3 


Aus  5.  und  6.  erhält  man  die  Gleichung  der  Einhüllenden 

A{a^x^  H-  ^2^2  -h  r^jjÄ)  —  (jc2  -h;^2  -+-  z^)^  =  0. 
Die  Einhüllende  ist  daher  die  Fusspunktfläche  eines  Ellipsoids,  dessen  'Achsen 
doppelt  so  gross  sind,  wie  die  Achsen  des  gegebenen  Ellip.soids. 

B.  Sind  Ä'i,  K^f  ATj,  K^  Functionen  zweiten  Grades,  so  wird  die  Einhüllende 
der  Flächen 

K=  K^   H-  a^3  -h  aßATg  -h  ß^^  =  0 
durch  Elimination  von  a  und  ß  aus  K  =  0  und  aus 

1^  =  AT,  +  ßÄ-,  ==  0,       1^  =  aA-,  +  Ä-,  =  0 
erhalten;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  zu 

und   ist   daher    eine  Fläche    vierten  Grades,    die    durch   die  Schnittcurven  der 
Flächen  K^  und  K^  mit  den  Flächen  K^  und  K^  geht. 

§  12.    Bestimmung  einiger  Grenzwerthe. 

/O  oo  \ 

I-,         — ,         oo    —    oo,         O-oo,         0~,         ooOl. 


1.    Wenn   für  einen  Werth  x  =  \  die  Functionen  f{x)  und  ^(jc)  ver- 
schwinden,   so    verstehen    wir    unter  /(E)  :  cp(S)  den  Grenzwerth,   dem 


der  Quotient /(5  -\-  ö)  :  cp(E  -h  8)  sich  nähert,   wenn  6  gegen  die  Grenze 

Null  convergirt,  haben  daher  für  das  Symbol  /(S) :  <p(S)  die  definirende  Gleichung 

-'      .6) 


1. 


^(^)  =  Ä«,^(^ 


?(?) 


Aus  der  Identität 

/(L±J)  _,/«  +  5)-/(S)  .  y(e-hS)-y(Ö 

schliessen  wir 


f«) 


=    ÄW 


d 


Ca 


-'       r    "'    v* 

KV,.' 


L\  •■■ 


.-AT«/ 
I*   • 
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Für  jc  =  S  verschwinden  ^(x)  und  <|;(^),  also  auch  Dividend  und  Divisor  des 
zuletzt  gewonnenen  Quotienten.     Daher  hat  man 

Durch  dieses  Verfahren  erhält  man  z.  B.  den  Grenzwerth  von 

i  —        1 
X        e'  —  1 

für  ^  =  0;  man  hat  g{x)  =  x,    '^{x)  ^  e'  ^  \\  daher  ist  der  gesuchte  Greiur 

werth  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quotienten 

e'  —  1 


xe^  -h  e^  —  1 ' 


Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  verschwinden  für  ^  =  0;  mithin  hat  ma 
beide  nochmals  zu  dififerenziren  und  erhält 


2e-^  -+-  xe' 


X 


2* 


Der  gesuchte  Grenzwerth  ist  daher  \, 

4.   Durch  Anwendung  der  Regel  in  No.  1  lassen  sich  noch   einige  weit 
Grenzwerthe  bestimmen. 

Wenn  f(x)   für   x  =^l   verschwindet,   und   ^{po)    für   denselben   Werth 
Variabein  unendlich  gross  wird,  so  ist  für  :c  =  £ 

lim  fix)  •  s>  W  =  lifnf(x)  :  ^ , 

2.  lim^{x)n')  =  ^''>«/W  '9  W  ==  ^/'«/W  »[i  s^'P W] , 

3.  Um[l  -h/(a:)]^W  =  Um  <r9W/[i-H/W]  =  /««^/[i-h/W]: [1:9(^)1 . 

Hierdurch  sind  diese  Grenzwerthe  auf  den  Grenzwerth  des  Quotienten  zvä 
verschwindenden  Functionen  zurückgeführt 


1. 


j 


§  13.   Die  TAYLOR'sche  Reihe. 

1.   Im  Folgenden  soll  die  Frage  beantwortet  werden,  ob  man  im  Stande! 
aus  den  Werthen,  welche  eine  Function  und  ihre  Diflferentialquotienten  für 
bestimmten  Werth  ^  =  E  der  Variabein  haben,  auf  den  Werth  zu  schliessen, 
die  Function  für  einen  andern  Werth  der  Variabein  x  -^k  -\-  h  annimmt,  ob 
also  und  bez.  unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  /(^  -\-  h)  aus 

>*.  /«).  /'(?).  /"(?),  /"'(?)»  /""(«)  — 

zu    berechnen.     Um   einen  Anhalt   zu  gewinnen,    beantworten  wir  diese  Fi 
zunächst   für  den  einfachsten  Fall,    für  eine  algebraische  ganze  Function  n\ 
Grades,  und  untersuchen  dann,  wie  weit  sich  das  Resultat  auf  andere  Functiot 
übertragen  lässt.    Ist  f{x)  eine  ganze  Function,  so  ist  /(£  h-  h)  eine  ganze  Funcö( 
von  hf  so  dass  wir  setzen  können 

/(?  +  /i)  =  -pW  , 
wo  (p  eine  ganze  Function  bezeichnet.    Femer  ist 


-e 


\.r  f 


^L.=(^'L.=-<»)- 


Es  genügt  also,  zu  untersuchen,  ob  man 

f^ifi)  aus  h,    ^(0),    ^'(0),    ^"(0),    ^"'(0)  .  .  . 
berechnen  kann;  man  kann  dann  diese  Grössen  der  Reihe  nach  durch 


J 
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verschwindet  fiir  «  =  jc  und  z  =  V,  folglich  verschwindet  der  erste  Differential- 
quotient derselben  für  einen  zwischen  x  und  5  liegenden  Werth  der  Variabein, 
den  wir  mit 

3.  6  -f-  »(ä:  —  6) ,      0  <  »  <  l 

bezeichnen  können.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Differentialquotienten 
von  /  bis  zum  nten  einschliesslich  für  jeden  zwischen  x  und  ?  liegenden  Werth 
der  Variabein  stetig  und  endlich  sind,  erhält  man  als  Differentialquotient  von  1 

1.3.3...«-^      ^^ 


Z'. 


4. 


5. 


1  -S-S...« 

Da  nun  dieser  Ausdruck  für  den  obigen  Werth  von  z  verschwindet,  so  hat  man 

i>  =  /.+![? -Hft(:i:-e)]. 
Ersetzt  man  hier  und  in  1.  x  —  S  durch  A,  so  erhält  man  schliesslich 

/'+i(5  ■+-  bA)  . 


/(5-hÄ)-/(?) 

An 


1 


6. 


1  .  2  •  3  .  .  «•'    ^^^    ■    1  •  2  •  3  . .  «  -f-  1 
Ersetzt  man  S  durch  0  und  A  durch  x,  so  folgt 

X*    x^ 


/{*)=/(0)  -h  xfiO) 


1-2 


/"(O) 


JC« 


iZ-Co) 


1-2-3 


/'"  (0) 


•    1  .  2  •  3  .  .  n-'  ^^^    '    1 .  2  .  3  . .  («  -h  1) 

Hieraus  erkennen  wir,  dass  wir,  um  die  Reihe  No.  1,  2  auf  andere  als  auf 
ganze  Functionen  nten  Grades  auszudehnen,  ein  Restglied  hinzufügen  müssen. 
Dieses  Glied  ist  noch  nicht  völlig  bestimmt,  da  es  den  unbestimmten  Bruch  l{ 
enthält;  wir  sehen  aber,  dass  es  ein  Produkt  aus  einem  bekannten  Faktor  uoi 
aus  dem  Faktor  /*"*"^(6  ■+■  ^A)  ist,  dessen  numerischer  Werth  jedenfalls  zwischen 
dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  liegt,  den  /**"*"^(*)  annimmt,  wenn  die  Variable 
von  5  auf  5  -f-  ^  wächst;  und  dies  genügt  für  die  wichtigen  Anwendungen,  die 
wir  von  dieser  Formel  machen  werden. 

Ehe  wir  hierzu  übergehen,  wollen  wir  noch  eine  andere  Form  für  das  Rä- 
glied  mittheilen.     Setzt  man  in  1. 

und  schliesst  dann  in  derselben  Weise  weiter,  so  erkennt  man,  dass  der  Ausdruck 

-  fS^^-'H«)  -4-  (*  -  'y^ 

für  einen  zwischen  x  und  5  liegenden  Werth  von  z  verschwindet. 
Werth  wieder  mit  E  ■+-  b{x  —  E)  bezeichnet,  so  ist 

^_s  =  JT  — g  — d(;i:  — 0  =  (^-0(1  ~»), 
und  man  erhält  somit 

{x  —  5)*-/*  (1  —  »)«-/ 
1 


Wird  dieser 


F  = 


2.3....         /'-ME4.6(.-Ö], 
SetÄt  man  x  —  ^  =  A,  so  folgt 


7. 


Ä  = 


/«+l(f  4-0>4). 


1  •  2  .  3  .  .  «  0>  -h  !)• 
Nimmt  man  p  =  n,  so  kommt  man  auf  die  obige  Form  des  Restes  zurü:k; 
fUr  /  =  0  erhält  man 


'^f 


iL*'-  > 


hl     V. 


'•z    •  .' 


500 


Differentialrechnung. 


1 


1 


und  daher 

Hierin  bezeichnet  A  einen  Faktor,  der  nicht  unendlich  gross  ist;  daher  kann 
man  Ix  immer  so  wählen,  dass  ^  •  Aar  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1, 
dass  der  Faktor  l  -^  A  '  ^x  also  positiv  ist. 

Dem  soeben  bewiesenen  Satze  steht  für  Functionen  mit  mehreren  VariabdB 
der  folgende  zur  Seite:  Wenn  die  partialen  Differentialquotienten  einer 
Function,  deren  Ordnung  kleiner  als  r  ist,  für  ein  gegebenes  Werth- 
system  der  Variabein  x,  y,  z,  .  .  sämmtlich  verschwinden  und  die  der 
rten  Ordnung  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  kann  man  die 
Grössen  Ix,  Aj',  A«  etc.  immer  so  klein  wählen,  dass  die  Differenz 

/{x  -h  ^x,  y  -h  ^y,  2:  4-  A-?,  .  .  .)  —  /{x,  y,  z,  .  .  .) 
dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  die  Grösse 


(^*-^ 


d         .     d 


•  •)/• 


dy        ^"dz 
Denn  man  hat  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 


l       (        d  o  \ 

f{x  H-  A:r,  ^  H-  Ly,  «  -h  A^, . . .)  =/(>:,  y,  z)  -h  ^7^—  \^^  ^^  '^  ^^dy'^  "Y 


und  daher 

/(* + A*, . .  0  -  /(x, . . .) = jTä'-^  (^*fe  -^  •  ■  y^  ■  (^  "^  ^)  • 

Hierin  ist  M  in  Bezug  auf  A:c,  ly,  A^  .  .  .  von  der  (r  -\-  l)ten  Ordnung' 
N  von  der  rten  Ordnung;  der  Quotient  M:  N  kann  daher  durch  Verkleinerung 
von  Ajc,  .  .  .  kleiner  als  jede  gegebene  Zahl  gemacht  werden,  insbesondere  also 
so  klein,  dass  (1  -t-  Ml  N)  positiv  ist. 

5.    Wenn  man  in  der  Gleichung 

/(x+h)  =/{x)  +  h/'(x)  +  p-2  f\x)  +  Y^  3/'"  W  '*" 


die  Zahl  n  über  alle  Grenzen  wachsen  lassen  kann,  ohne  dass  die  Bedingungea 
ihrer  Gültigkeit  verletzt  werden,  so  hat  man 


fix  -h  h) 


=  lim  \f{x 


)  -+-  ¥\x) 


limR, 


•    ■    •  I    • 


Hat  nun  bei  unendlich  wachsendem  n  der  Rest  R  die  Null  zur  Grenze,  so  ist 

fix  +  Ä)  =  lim  [/(*)  +  hf{x)  +  j^/"(*)  +  T^-if'i^) 

Man  denkt  sich  durch  die  Punkte  am  Schlüsse  eine  unbegrenzte  Fortsetzung 
der  Reihe  angedeutet,  und  kann  daher  das  Zeichen  lim  weglassen,  so  dass  man  hat 

1.    f{x  +  h)  =/(*)  +  h/'{x)  -+-  j^" {x)  +  j^/"\x)  +  T^^^f"'\*)  +  ■■■ 
und  unter  denselben  Voraussetzungen 


X 


9 


2.   Ax)  =/(0)  +  v'(o)  +  _/"(0)  +  -j^2:3/'"(0)  +  j:2:3^/""(0)-  ... 

Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  diese  Reihen  bei  dem  «ten  Gl  Jde 
abbricht,  wird  durch  Abschätzung  des  Restgliedes  R  beurtheilt;  nach  der  Vor  us- 
Setzung  ist  er  um  so  kleiner,  je  grösser  n  ist  und  kann  durch  Vergrösserung  ier 
Gliederzahl  n  kleiner^ls  jede  noch  so  kleine  Zahl  gemacht  werden. 


j 
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unbegrenzte  Menge  von  abnehmenden  echten  Brüchen  zu  Faktoren  hat,  so  folgt, 
dass  der  Grenzwerth  des  Produktes  selbst  Null  ist 

Die  MACLAURiN'sche  Reihe  ist  daher  auf  (1  -h  xY  anwendbar  fiir  alle  posi- 
tiven oder  negativen  echt  gebrochenen  Werthe  von  x.     Da  nun 

/(O)  =  1,     /-(O)  =  H^(ji-  l)(lx-2)  ...  (|x-  «-h  1), 
so  hat  man  die  Entwicklung 
/,        N  ,        K"         H-(k— 1)    «      iifa— IXm.— 2)    ,      jjl(jjl— l)(ji— 2Xfl— 3)   , 

mit  dem  Spielräume:     —  1  <  jr  <  -f-  1  . 

Man  kann  nachweisen,  dass  die  Reihe  auch  noch  fiir  x  =  -\-  \  gilt,  wenn 
]L  grösser  ist  als  —  1,  und  fiir  ^  =  —  1,  wenn  fi  positiv  ist*).  • 

Insbesondere  hat  man 

=  1  —  2j;  -h  3x»  —  4j»:3  -+- 


(1  4-^)3 


X 


1 


X' 


^   =^-*-2-2-    4 


1-3 
2-4 


1-3    5     x^ 
2.4.6  '   8 


1 


1 


T/r 


=    =  1  —  9-« 


13    ,        1.3.5    , 


13.5.7 


1.3.5.7      ^ 
2.4.  6^  '  10 

«^  •     •     ■     • 


2.4  2.4.6         ■    2. 4. 68 

Um  {a  -h  ^)i*  zu  entwickeln,  wo  wir  a^  >  b^  annehmen,  setze  man 

(tf  -4-  by  =  ajtll  -h  - J  . 


Daher  hat  man 


{a  -h  ^)»*  =  öi*|l-|-^  . 


m-Cp-  —  1) 


©' 


f^(f^—  i)(j^  — 


^•ar-i 


1  -2         V«/    '  1-2.3 

7.    Entwicklung  von  /(l  -h  Jr). 

Der  ktt  Differentialquotient  von  /(l  -h  jc)  ist 

(—  l)*-i .  1  .  2    3  ...(>&—  1)  (1  -f-  ^)~*; 

die  Differentialquotienten  bleiben  daher  endlich   und  stetig,  so  lange  x  grösser 

ist  als  —  1.     Der  Rest  ist  für  /  =  0 

1  X  (x ^x\* 


(1  -hO^^+l         "^       "^       1  H-  »JC     \1  -h  »JJ 
Aus   der   vorigen  No.  wissen  wir,    dass  der  Rest  verschwindet,    wenn  dff 
absolute  Werth  von  x  kleiner  als  1  ist.     Für  jc  =  1  ist 

1  (\  —  %\n 


und  daher  ebenfalls  limR  =  0  .    Die  MACLAURiN'sche  Reihe  ist  daher  auf /(l  -l-jc)i 
für  alle  Werthe  von  x  anwendbar,  die  der  Begrenzung  genügen 

—  1  <  JP<  -+-  1 . 

Da  nun 

/W(0)  =  (—  1)^-1 .  1  .  2  .  3  .  .  .  (>&  —  1) , 

so  ergiebt  sich  die  Entwicklung 

1.  /(l  -+-  :r)  =  ä:  —  \x^  -h  \x^  —  \x^  '\- \x^  —  \x^  -^ » 

—  1  <  jc  <  -H  1  . 
Setzt  man  —  x  statt  Xy  so  erhält  man 

l{\—  x)  =  —  X  —  ^x"^  —  \x'^  —  \x^  —  i^*  —  i^^  —  .  -  . . 

—  1  <  Jf  <  -H  1  . 
Durch  Subtraction  folgt  hieraus 

2.  ^Y^x  ^  ^^*  "^  *^*  "^  ^^"^  -H  ^^c^  -h  .  .  .)* 

—  1  <  jc  <  -f-  1 . 


♦)  ScHLöMiLCH,  Compendium  der  hohem  Analysis,  5.  Aufl.  Braunschweig  188 1,  Bd.  i,  pag  »i- 
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Setzt  man  jr  =  1,  so  erhält  man  die  zur  Berechnung  von  €  dienende  Reihe 


1 


^=  ^  ^T    •    1.2    •    1 
Für  X  =  —  1  erhält  man 

l 1_        1 

e 


1 


1 


1 


2-3 


1  •2-3-4 


1  .  2  •  3  •  4  •  5 


1 


1 


1  -2 
Die  Gleichung 


1.2-3 


1-2-3-4        1-2-3-4.5 


fahrt  zu  einer  Reihe  für  a^ ^  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  positiv  ist;  man  erhält 

xla        {xlaY         (x/ay     _        {x/ay 


Ä^  =  1  -+- 


1      '      1-2      '     1  -2-3    '     1  -2-3-4 

9.    Entwicklung  von  cosx  und  sinx.     Die  Differentialquotienten 

ä^cosx  d^sinx 

-j^  =  cos{)^kr.  -h  x),     -j^  =  stn(\kT.  -+-  x) 

sind  fiir  alle  realen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig.  Die  Reste  sind  für  beide 
Functionen 

jC«4-l  Jf+l 

r2:M«+"i)  ■  ""^^^"  +  1)  IT  4-  »*] ,  bez.  t.g.3  (^_^t)  •  sin  [i(«  -H  1)  ,r  -H  »*1 . 
und  haben  für  jedes  endliche  x  den  Grenzwerth  Null.  Wir  erhalten  somit  die 
für  jeden  endlichen  Werth  von  x  gültigen  Entwicklungen 

1        .  1  .  1 


cosx  =1    — 


smx  =  X 


1  -2 
1 


3 


X 


JC- 


1-2-3.4 
1 


-  **  — 


X 


5    


1-2-3-4-5 
1 


jrr' 


1-2-3*^      ■    l-2.8.4.5'^  1.2.3-4-5.6.7 

Um  mit  Hülfe  dieser  Reihen  eine  Tafel  der  goniometrischen  Functionen  zu 
berechnen,  genügt  es,  die  Reilien  für  den  Spielraum  ^  =  0  bis  jc  =  ^ir  (entsprechend 
dem  Spielraum  des  Winkels  von  0°  bis  45*^)  anzuwenden.     Da 

1-2-3.4-5-6.7.8-9-10  =  3  628  8CX) , 
so  genügen  selbst  für  den  über  J-  hinausliegenden  Werth  x  =  \  die  ersten  6  bez. 
5  Glieder  beider  Reihen  für  eine  Genauigkeit  von  fünf  Decimalstellen. 

Wir  verlassen  hiermit  die  Anwendungen  der  TAVLOR'schen  und  der  Maclaurin- 
sehen  Reihe  und  bemerken,  dass  wir  allgemeine  Untersuchungen  über  unend- 
liche Reihen  im  letzten  Abschnitte  mittheilen  werden. 


§  14.    Maxiina  und  Minima. 

1.  In  ß  5,  No.  1  haben  wir  bereits  erkannt,  dass  eire  Function  einer 
Variabein  einen  eminenten  Werth,  d.  i.  ein  Maximum  oder  Minimum  für 
denjenigen  Werth  der  Variabein  erreicht,  für  welchen  der  erste  DifFerential- 
quotient  verschwindet;  wir  fanden,  dass  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  je 
nachdem  der  erste  Diflferentialquotient  vom  Positiven  ins  Negative  übergeht  oder 
umgekehrt;  für  den  Fall,  dass  der  erste  Differentialquotient  in  der  Nähe  des 
betreffenden  Werths  der  Variabein  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  ist  damals  keine 
Entscheidung  getroffen  worden.  Wir  geben  im  gegenwärtigen  Abschnitte  vc  !• 
ständigere  Untersuchungen  über  die  eminenten  Werthe  einer  Function  von  eii  ir 
und  von  mehreren  Variabein  und  knüpfen  dieselben  an  die  Untersuchungen  c  s 
vorigen  Abschnitts  an. 

Wenn  für  einen  Werth  x  der  Variabein  der  erste  Differentialquotient  d  ir 
Function  y^=f{x)  verschwindet,  der  zweite  aber  nicht,  so  hat  für  einen  hu- 
länglich    kleinen  Werth   von   hx  die  Differenz  f(x  -+-  öjp)  — f{x)    dasselbe  V<  r- 
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Zwischen  den  Grenzen  0  und  2it  des  Winkels  ^  verschwindet  y,  wenn 

?i— 0,       ?»=it:,       9j=^.       ?4=4«- 
Für  diese  Werthe  von  «p  nimmt  y  die  Werthe  an 

Ist  2a  <  ^ir,  so  gehören  daher  zu  ^|  und  73  Minimalwerthe,  zu  9,  und  ^ , 
Maximalwerthe,  und  es  ist 

ymm  =  2a^stn^aL,      y^ax  =  2a2r<?f^a. 

3.  Auf  einer  Ellipse  einen  Punkt  P  so  zu  bestimmen,  dass  sein  Abstand 
von  einem  gegebenen  Punkte  A  einen  eminenten  Werth  hat. 

Sind  S,  T)  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes,  bezogen  auf  die  Symmetri^ 
achsen  der  Ellipse,  und  a,  b  die  Halbachsen  der  letzteren,  so  ist 

PA^  =  {acosf^  —  6)*  -h  {bsinf^  —  tj)'. 

Um  Irrationalitäten  zu  vermeiden,  kann  man  die  eminenten  Werthe  von  FA^ 
aufsuchen,  und  hat  daher  zu  differenziren 
1-  y  =  {acosff  —  S)'  -I-  {bsinf^  —  t;)*. 

Man  erhält  zur  Bestimmung  von  <p  die  Gleichung 

2.  y  =  —  2  a  sin  ff  (a cos  ff  —  E)  -H  2  b  cosff{bsinff  —  t))  =  0  . 
Die  Gleichung  der  Geraden  PA  ist 

3.  {bsinff  —  T))  (A-  -  6)  —  ^^acosff  -  5)  (K—  t))  =  0  ; 
die  Gleichung  der  Ellipsentangente  in  P  ist 

4.  bcosff  (Jf  —  ?)  -h  asififf  (K—  tj)  =  0  . 

Für  die  gesuchten  Punkte  besteht  die  Gleichung  2.;  aus  2.,  3.,  4.  schliesst 
man:  Die  Ellipsenpunkte,  deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  i< 
einen  eminenten  Werth  haben,  sind  die  Fusspunkte  der  durch  A  gehenda 
Normalen  der  Ellipse. 

4.  Eine  Ebene  ist  durch  eine  Gerade  MN  getheilt;  ein  Punkt  P  bewegt 
sich   auf  der  einen  Halbebene  mit  der  constanten   Geschwindigkeit  ^,   auf  der 

andern  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  i; 
welchen  Weg  muss  der  bewegte  Punkt  ai- 
schlagen,  um  in  kürzester  Zeit  von  einen 
gegebenen  Punkte  A  der  ersten  Halbebenc 
zu  einem  gegebenen  Punkte  B  der  andern 
zu  gelangen? 

Tritt  P  im  Punkte  C  über  die  Grenze  der 
beiden  Halbebenen,  so  ist  klar,  dass  /'sich 
geradlinig  von  A  bis  C  und  von  C  bis  -^  be- 
wegen muss.  Ist/4y^'  =  a,  BB^-=^bf  ÄB^c^ 
so  sind  die  Zeiten,  in  welchen  P  die  Strecken 
y^Cund  CB  durchläuft,  AC\g^  ya*TJ? \g. 
bez.  CB.g  =  y^»  -h(^  — jc)>  .h,  und  daher 
die  Dauer  y  der  Bewegung  von  A  bis  B 

1.  y   =  -  t/ä«  -h  Jc»  -h  ^  y^»  -h  (r  —  :^  . 

Hieraus  ergiebt  sich 

X  c  —  X 

2.  y  = 


F 


iV' 


>s 


3. 


.'» 


Ä  vT»  +  (<:  —  x)* 
*» 


y  = 


g  y(a»  +  «»)«        h  i/[*»  ->r{c-  «)»] 


^• 


m^^ 


;> 
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3. 
4. 


cos  OL  COSf^ 


COS^O. 


cos^cos'^  -I-  cos^cosy  =  0, 

C0S^^    -h    COS^J    =    1. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  ß  und  7  als  Function  von  a,  so  dass  r  als 
Function  von  a  allein  erscheint.  Die  eminenten  Werthe  von  r  treten  mit  den 
eminenten  Werthen  von  1  :  r^  zugleich  ein;  wir  bestimmen  den  Eintritt  der 
letzteren,  und  erhalten  durch  Differentiation  der  Gleichung  2. 

cos  a  dcos  a        cos  B  dcos  0        cos  7  dcos  7 


5. 


cos^  dcos^ 


2 


=  0; 


ferner  ergiebt  die  Differentiation  von  3.  und  4. 

6.  cos ^d cos (L  -h  cos^dcos^  -\-  cosydcos^  =  0, 

7.  cos  OL  dcos  OL  -f-  cos^dcos^  -h  cos  ^  dcos  ^  =  0. 

Der  Verein    der  Gleichungen   5.,   H.,   7.   wird  durch  das  Verschwinden  der 
Determinante  bedingt 


8. 


cos  OL 

cosa 
cos^ 


cos^ 

cos^ 
cos^ 


cos^ 
~c^ 

COS'{ 

cosy 


=  0. 


Das  Verschwinden  derselben  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Verein  der  drei 
Gleichungen 


9. 


cosa 
cos^ 

COSf 


-+-  Xcos  a  •+-  \LC0S  r^  =  0 , 
-\-  "kcos^   -h   ycos^  =  0, 


-h  Xcos'^   -\-   ^  cosy  =:  0 , 

wobei  X  und  |jl  sich  aus  zweien  derselben  bestimmen.  Addirt  man  die  Gleichungen 
9.,  nachdem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  cosa,  cosp,  cos^  multiplicirt  hat,  so 
erhält  man  in  Rücksicht  auf  2.,  3.,  4. 

1 


10. 


.2 


-h  X  =  0. 


11. 


Setzt  man  dies  in  9.  ein,  so  entsteht 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  in  Rücksicht  auf  3. 


cos^ 


cos 


cos^^ 


12. 


1 


cos^^ 


b^ 


cos^y^ 


1 


.2 


■2 


k2 


=    0. 


Diese  Gleichung  ist  quadratisch  für  1  :  r^  und  lehrt  die  eminenten  Wer'ie 
dieser  Grösse  kennen.  Setzt  man  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  in  11.  ein,  « 
kann  man  aus  11.  die  Cosinus  der  unbekannten  Winkel  a,  ß,  7  bis  auf  den  s- 
meinsamen  Faktor  jx  finden;  dieser  ergiebt  sich  schliesslich  aus  der  Gleichung  4. 

7.  Wir  haben  noch  nachzutragen,  dass  —  in  seltenern  Fällen  —  ein  eminent  :r 
Werth  einer  Function  y  =  f{x)  auch  für  einen  Werth  x  der  Variabein  eintrat  n 
kann,  für  welchen  der  niedrigste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  v  n 
ungerader  Ordnung  ist.     Ereignet  es  sich  nämlich ,   dass  für  diesen  Werth  o  :r 


^..a^ 


.-   r*  ■..■ 
■■■»  .    • 


1**'  ■ 
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j-^ 


V' 


Die  seltenen  Ausnahmefälle,  dass  Werthsysteme  der  Variabein  vorhanden 
sind,  für  welche  die  sämmtlichen  DifFerentialquotienten  einer  ungeraden  Ordnung 
unstetig  sind,  und  alle  niederen  verschwinden,  lassen  wir  ausser  Betracht,  ebenso 
die  Fälle,  dass  es  Werthsysteme  giebt,  für  welche  sämmtliche  partialen  Differential- 
quotienten der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung,  oder  auch  noch  höhere, 
verschwinden.  Wir  beschränken  uns  vielmehr  darauf,  die  Werthsysteme  der 
Variabein  aufzusuchen,  für  welche  die  partialen  ersten  Differentialquotienten  der 
Function  verschwinden,  und  entwickeln  die  Kriterien  für  den  Eintritt  eines 
Maximums  oder  Minimums  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  sämmtliche 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  verschwinden. 

10.  Wenn  für  ein  Werthsystem  x^,  x^,  x^,  x^,  .  ,  .  x„  der  Variabein  der 
Function  /(^i,  x^,  x^,  x^  ,  ,  .  Xn)  die  partialen  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  verschwinden 

d/         d/         d/  df 


1. 


dx^        dx^        dx^ 


OXn 


die  partialen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  aber  nicht  sämmtlich  ver^i 
schwinden,  so  stimmt  für  hinlänglich  kleine  Aenderungen  6j,  gg,  ^3,  .  .  .  S«  der 
Variabein  jCj,  x^,  jc,,  .  .  ,.  ;if»  das  Vorzeichen  der  Differenz 

J\X\    -f-  Sj,       X^  -\-  C),    .    .    .    Xn  -+~  5«)    —  /\p^lt    ^V    ^3» 

mit  dem  Vorzeichen  der  Grösse 

'  V^  dx^  '^^^dx^~^-^^''  dxj  ^ 


^n) 


2. 


2F 


dxi         *  dx2 

überein;  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
V  für  jedes  reale  Verhältniss  der  5j  .  .  S«  positiv  oder  negativ  ist 
Man  kann  setzen 


3. 


2K=  laiAiU, 
1 


wenn  a/k  = 


dxidxA* 

und  wenn  man  /  und  A  alle  Werthe  von  1  bis  n  durchlaufen  lässt;  bemerkt  man, 
dass  ajA  =  ajki,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Faktor  2  bei  allen  Gliedern,  in  welchen 
die  beiden  Faktoren  £,•  und  ik  nicht  denselben  Index  haben,  in  3.  zu  Stamfc 
kommt. 

Die  Grössen  ?,,  Ej,  .  .  5«  können  nicht  alle  gleich  Null  genommen  werden 
Nehmen  wir  zunächst  ^»^0,  so  kann  man  schreiben 

V  =  IJ  IV,      wobei 

Während  V  eine  homogene  quadratische  Function  von  Sj  .  .  5„  ist,  ist  li' 
eine  nicht  homogene  quadratische  Function  von 

c    >      t     •  •  •     c 

Das  Vorzeichen  von  V  stimmt  mit  dem  von  IV  überein.  Soll  nun  für  alle 
realen,  der  Null  gleichen  oder  von  Null  verschiedenen  Werthe  der  ^J^o^^"^*^ 
J/ :  E„  die  Function  IV  positiv  oder  negativ  sein,  so  muss  IV,  da  es  eine  stetige 
Function  der  Variabein  5/ :  5«  ist,  im  ersten  Falle  ein  Minimum  haben,  das 
positiv  ist,  und  im  zweiten  ein  Maximum,  das  negativ  ist.  Das  dem  eminen:en 
Werthe  von  IV  entsprechende  Werthsystem  der  Variabein  S, :  i«  wird  aus  den 
(n  —  1)  Gleichungen  erhalten 


5. 


dlV  _  dW  oW 


=  0, 


^- 


iM' 


it4 
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13.    Die  Coefficienten  a^,  aj,  a^,  .  .  a«  der  linearen  Function 
so  zu  bestimmen,  dass  für  n  gegebene  Werthsysteme  der  Variabein 


"^1  *      "^1  «   •    •    •    "^i 


ini 


die    Summe    der    Quadrate    der  Unterschiede    der  Function   und  der 
gegebenen  Zahlen  «j,  «j,  .  .  Un  ein  Minimum  wird. 

Die  Function,  welche  in  diesem  Falle  einen  eminenten  Werth  annehmen  soll,  ist 

n 
1 

Wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

so  sind  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Eintritt  eines  eminenten  Werthes 
1    0/ 


1. 


1  df 

2  aa, 

2  ^a« 


=  *4iTi   "+"  -^»aTa  ^"  ^28?»  -h  .  .  .  -H  x^«?«   =  0, 


1    ^/ 


2  a« 


m 


=    ^»«i9i    -H    ^*«2T2  "^"    •^'«sTa    -h    .    .    .    -H    Xmn^n     -=    0. 


Diese  Gleichungen  sind  linear  in  Bezug  auf  die  Unbekannten  a,,  a^»  ■  '^' 
und  genügen,  dieselben  eindeutig  zu  bestimmen.     Da  man  femer  hat 

J.  a«/ 

9   r^nCrt      —   Xi^Xk^    -t~   <^/2'^^2      '      •    •    •    ~H    XinXkny 

so  findet  man,  dass  x^  Ar  die  Summe  der  Quadrate  der  r  gliedrigen  Determinanten 

ist,    die    durch   Combination    von   je  r  Colonnen    aus  den  ersten   r  Zeilen  der 
Elemententafel  hervorgehen 


*11 

^12 

■^13    • 

•    •   X-^n 

*«1 

^2  2 

^28    •    • 

•    X^n 

*3t 

^8  2 

•*^8  8    • 

'    •    X^n 

"^»«1 

Xm% 

•^»»8   . 

'    •    Xfftfi 

Mithin   sind   alle  A,,  positiv;   folglich   liefern  die  angegebenen  Lösungen  ein 
Minimum. 


14.  Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen.  Wenn  ein  System 
von  n  Variabein  x^,  x^,  .  .  .  Xn  gesucht  wird,  für  welches  die  Function 
/(jt'j ,  x,^,  x^f  .  .  .  x„)  einen  eminenten  Werth  erhält,  während  zugleich  die 
Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden  sollen 

1-       ^1  (^11  -^2»  •  •  '^«)  =  ^  »       f  aC-^l»  •^2»  •  •  •  •^«)  =  ö  »       '  '  '  ^m{x^,  X^,  .  .  Xm)'^^* 

so  kann  man  zunächst  aus  dem  m  Bedingungsgleichungen  m  von  den  Variabein 
a:,,  .  .  x„  als  Functionen  der  übrigen  ausdrücken  und  diese  Werthe  in  /  substi- 
tuiren;  dann  erhält  man  /  als  Function  von  {m  —  n)  unabhängigen  Variabein 
und   kann   dann   wie   im   vorigen  Falle  weiter  verfahren.     Diese  Methode  bringt 
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sich  auf  dieselbe  unabhängige  Variable  Xi  beziehen,  bedingt  das  Verschwinden 
ihrer  Determinante 

8/    «/    a/        a/ 


4. 


A, 


dxi 

dXy^ 

dx^  ' 

dx^ 

atp, 

^9i 

8<p, 

^?i 

dXi 

dx^ 

dx^  ' 

^-^IW 

a^j 

2?2 

^9% 

a<P2 

dxi 

dx^ 

dx^ 

8jCi« 

^<fm 

^^m 

a<Pw 

d<fm 

dx 


2 


^X 


=  0. 


=  A«  =  0 


Aus  den  n  —  m  Gleichungen 

^m+l  =  A«-|-2  =  Ai»+s  = 

und  den  Gleichungen 

Ti  =  92  =  98  =  .  .  =  ^^  =  0 
erhält  man  die  gesuchten  Werthsysteme  der  Variabein.     Setzt  man  in  4.  für  i 
der  Reihe   nach    die  Zahlen    1,  2,  3,  .  .  /ä,    so    erhält  man  Determinanten,  die 
identisch  verschwinden,    weil  in   ihnen   die    erste   Colonne   mit    einer    späteren 
identisch  ist;  man  hat  daher  die  n  Gleichungen 

Ai  =  Ag  =  Aj  =  .  .  =  A«,  =  ^„+l  =  .  .  .  =  A«  =  0 , 
von  denen  die  ersten  m  identisch  sind,  die  übrigen  nicht.    Die  Determinanten  A, 
weichen  bloss  in  Bezug  auf  die  erste  Colonne  der  Elemente  von  einander  ab. 
Bezeichnet  man  daher  mit  ji,  [Aj,  [l^,  .  .  ji^  die  Coefficienten  der  Glieder  der 
ersten  Colonne  in  jeder  der  Determinanten  A,-,  so  ist 


[t-m 


»m 


=  0. 


OXi  *^  ''CXi  "^^ÖXi  *"'dx,' 

Dividirt    man    durch    p,   und    bezeichnet    )v :  [>•    mit  X^,    so    erhält  man  die 
Gleichungen 

öy  ^9i  ^92  ^9»« 


5. 


n. 


dxi  "^  '^1  dxi  ^  "^dxy   -^  •  •  •  -^  '^'"a^t, 

Da  diese  n  Gleichungen  im  Verein  mit  den  m  Bedingungs- 
gleichungen zur  Bestimmung  der  Grössen  X^,  X^,  X3, . .  X^,  x^,  x,j,x^,  ,.Xt 
ausreichen,  so  kann  man  sie  zur  Lösung  des  Problems  benutzen. 
Dieselben  (n  -h  m)  Gleichungen  werden  aber  auch  erhalten,  wenn  man  das  unbe- 
dingte Problem  stellt:  Die  Werthsysteme  der  Variabein  x^,  x^  - .  x^,  X|,  X,, . .  Im 
zu  finden,  welche  die  Function 


F  =  /  -h  Xi9i   -H  X 


»92 


^«»9** 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Denn  die  partialen  Differential- 
quotienten von  F  nach  den  x  führen  auf  die  Gleichungen  5*,  und  die  nach  den  l 
führen  auf  die  Gleichungen 

9i  =  92  ^^  •  •  ^^  9»«  ^^  ^  • 
Wir  erhalten  somit  folgende  Regel:   Um  die  Werthsysteme  der  Variabein 

Xi,  x^,  x^,  '  .  '  Xn  zu  finden,  welche  die  Function 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen  und  die  zugleich  die 
Bedingungsgleichungen  erfüllen 

9i  =  92  =  93  =  •  •  =  9*»  =  0, 
bilde  man  die  Function 

-^  =/  -H    ^l9l     -h    X392    -I-    .    .    .    4-    "k^^mt 

und  suche  die  Systeme  der  Variabein 
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6. 

aus  5.  und  6. 

7. 


Xa 


Wi 


cas{H—  1,  h)  ""  cosiH-- 1,  >4—  ))' 
Ä-i  Xa+i  X* 


sin  {hf  h  —  1)        cos{H — 
Das  Dreieck  Pk-\PkPh-*r\  lehrt 

dh-\  Ch-\ 


1,  h—\)        €os{H—  1,  h) ' 


Ch 


^'  sin(/i,  >4  -^  1)  ""  sin{H—  1,  h)  ^  sin{H—  1,  ^  —  1) ' 

folglich  ist 

9.  Xa+1  =  ChCot{H—  1,  A—  1). 

Ersetzt  man  in  7.  und  8.   ^  durch  ^  H-  1,   so  erhält  man  für  das  Dreieck 

Fk  Pk-¥\  Pa+2 

-..        Ä ^A+2 ht+i Cjk^ ^A-H 

*^'-     ^/«(^  _^  1,  /i)  —  ^^j(/^,  >4)  —  cos{J/,  >4  -f-  1)  —  j/«(ä;  >4  h-  1)  ""  sin{/{,  Ji]' 

Hieraus  folgt 
11.  Xa-hi  =  ChCot{Hy  ^-h  1). 

Aus  9.  und  11.  ergiebt  sich 

cot{H^  1,  ^  ~  1)  =  cot{H,  h^\), 
folglich  liegen  die  Punkte  Ph-\,  Pht  Pa-^u  Pa+i  auf  einem  Kreise.    Der 
Halbmesser  r  des   dem   Maximalpolygon   umschriebenen  Kreises   wird  aus  der 
transcendenten  Gleichung  bestimmt 


arc  stn 


arc  stn 


-f-  arc  sin -zr-  =  ic 
2r 


2r     •  2r 

die  durch  Annäherung  aufgelöst  werden  kann. 

16.    Welches  Polygon  unter  allen  Polygonen  von  gegebener  Ecken- 
zahl und  gegebenem  Umfange  hat  die  grösste  Fläche? 

Ist  n  Anzahl  der  Ecken  und  c  der  Perimeter  des  Polygons,  so  ist  die  Function  / 

1.     F^  t^{xH~i  —  Xk-^i)yA  +  x[2"y(^A  -  XH+xy  +  {yA  —  J^äh-i)«  — r]=0. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

dF  r JPa  —  ^A-4-l 

Xk-l  —  Xk 


dF 

dyA 


^{xh-\  —  XkY  -f-  (^'Ä-i  —yA) 

yA  —  yA+i 


^A+l)*    -f-    (yA  —  >A-hi)« 


^   ^A— 1    —    -Ä^A+l    -I-    X 


Li/(^ir^ 


ÄTA+l)*    -h    (J'A  —  J'A+l)* 


yA-i  —yA 


y{xk-i  —  xa)^  -^  in 


=r^^]  =  '- 


Durch  Anwendung  der  Bezeichnungen  in  der  vorigen  Aufgabe  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 

3.  ä/i-i '  cos{H ^  1,  j')  =  X  \cos(ht  jc)  —  cos{h  —  1,  jip)]  , 

4.  dh-\  '  cos{H —  1,  Jc)  =  —  X  [cos{hf  y)  —  cos(h  —  1,  y)\ . 

Quadrirt  und  addirt  man,  so  entsteht 

^|_i .=  <2.r^[\^cos{h-\,  h)], 
daher  ist 

5.  dk—\  =  2\sm^{/i  —  1,  ^) . 

Femer  ergiebt  sich,  wenn  man  3.  mit  cos{/i  —  1,  y)  und  4.  mit  cos{h—  1,  ^) 
multiplicirt  und  addirt 

6.  dk-\  cos{H—  1,  >4  —  1)  =  \sin(h  —  1,  H)  , 
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V«, 


1^ 


§ 


=  «^  =  K^  =  0. 


df       df 
für  einen  singulären  Punkt  ist  tt^^  =  g^  =  0;    die   Gleichung   der   Tangenten- 
ebene  der  Fläche  /  =  0  im  Punkte  x,  y,  z  ist 

und  für  einen  singulären  Punkt  der  Fläche  hat  man 

dx        dy        dz 

Wir  sehen  daher:  In  einem  singulären  Punkte  einer  Curve  ist  die 
Tangente,  in  einem  singulären  Punkte  einer  Fläche  die  Tangenten- 
ebene  unbestimmt. 

3.    Ist  F  ein  Punkt  der  Curve  /  =  0,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes 
ri  der  Geraden,  die  durch  F  geht  und  mit  der  Jf-Achse  den  Winkel  a  bildet 
1.  i  =^  X  -\-  r  cos  a  j       r^  ■=  y  -\-  r  sinn , 

wobei  r  die  Strecke  -Pll  bezeichnet.  Um  die  Punkte  zu  erhalten,  welche  die 
Gerade  mit  der  Curve  gemein  hat,  setzt  man  die  Werthe  1.  in  die  Curven- 
gleichung  ein;  diese  enthält  dann  nur  noch  die  Unbekannte  r.  Entwickelt  man 
die  Function  /(/t  H-  r  cos  %  y  -hrstna)  nach  dem  TAVLOR'schen  Satze,  so 
erhält  man 


2. 


/(x  -h  rcosoL,  y  -H  rstna)  =  /{x,  y)  -f-  r  [cosol-^ h  sina  ^\/ 


1 


.2 


cosa  TT- 
ex 


-V 


(■ 


dx 


-^''''^-ey^-^ 


1 


Ir^xa 


dy) 


ji«  a  ö—  I  / 


Nach  der  Voraussetzung  ist  f{x,  y)  =  0.  Die  Gleichung  fllr  r  enthält  daher 
in  allen  Gliedern  den  Faktor  r,  und  liefert  eine  Wurzel  r  =  0,  die  dem  Punkte 
F  zugehört     Die  übrigen  Wurzeln  r  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


3. 


I^^ja 


dx 


"'^^ä^;) 


/-f- 


-^  r^  \costi-F, h  x<« a  ö^  I 

Ki       \         dx  ()y) 


/  + 


=  0. 


Ist  nun  F  ein  singulärer  Punkt,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  linken 
Seite  für  jeden  Werth  von  cosa  und  sina]  die  Gleichung  3.  hat  daher  eine 
Wurzel  r  =  0.  Sind  die  partialen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  nicht 
sämmtlich  gleich  Null,  so  sind  die  andern  Wurzeln  r  der  Gleichung  3.  im  All- 
gemeinen von  Null  verschieden.  Wir  schliessen  daher:  Jede  Gerade,  die 
durch  einen  singulären  Punkt  F  einfachster  Art  geht,  hat  in  F  mit 
der  Curve  zwei  Schnittpunkte. 

Ein  solcher  Punkt  wird  daher  als  Doppelpunkt  der  Curve  bezeichnet. 

Ist  F  ein  Doppelpunkt,  so  werden  die  Punkte,  in  welcher  eine  durch  P 

gehende  Gerade  die  Curve  noch  ausser  in  F  durchschneidet,  aus  der  Gleichung 

gewonnen 

d  d\^  .        r  (  d  d 


4. 


1  / 
ö"  \cosa 


^x 


sma 


dy.       r(  d 

d-y)^-^%Y''^d-x 


stna 


^y 


) 


/   ^ 


=  0. 


5. 


Wählt  man  die  Gerade  so,  dass 

d  a\«.     a>/ 


(r^xa 


öx 


stnoL 


cyj-^ 


dx^ 


cos^a 


cxoy 


cosnsmoL 


d^f 

dy^ 


sin^oL 


=  0, 


so  hat  die  Gleichung  4.  eine  Wurzel  r  =  0.  Die  Gerade  hat  alsdann  in  F  drei 
Punkte  mit  der  Curve  gemein;  sie  giebt  eine  Richtimg  an,  in  welcher  man  vom 
Doppelpunkte  aus  auf  der  Curve  fortschreiten  kann  und  heisst  daher  Tangente 
im  Doppelpunkte. 


rsct 


-  <:y  +/. 


f  ^ 

-y 
punkt,  daher  ist  dieser  Doppelpunkt  von  /;  mehr  al 
nicht  haben;  denn  hätte  eine  Curve  lU.  O.  zwei  1 
würde  die  Gerade  AB  in  A  zwei  und  in  B  zwei  Pi 
haben,  hätte  also  vier  Schnittpunkte  mit  der  Curvt 
Thatsache,  dass  eine  Gerade  mit  einer  (eigentliche! 
Gerade  oder  in  drei  Gerade  zerfallenden)  Curve  III. 
haben  kann.     Man  hat 

^-.-  =  ax^by^e,       6  0^  = 

Für  den  Doppelpunkt  x  =y  ^Vi  erhalten  diese 
die  Werthe  e,  f,  g;  daher  ist  die  Gleichung 
der  Doppelpunktstangenten 

fjf»  +  yxy  +  ^^»  =  0 . 

Der  Nullpunkt  ist  ein  Doppelpunkt  im 
engem  Sinne,  wcnn/^— /' <0,  ein  RUck- 
kehfpunkt,  wenn  eg — f^  ^  0,  ein  isolirter 
Punkt,  wenn  eg  — /»  >  0. 

5.    Zieht    man    durch    den    Nullpunkt 

Gerade,    und    trägt    vom    Schnittpunkte    B 

dieser  Geraden    mit   einer  Parallelen  AA^  ^i 

MT  Abscissenachse   auf  der  Geraden  nach 


'i'« 
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•;:/• 


■*C.' 


•Av 


üy 


"i*: 


i^' 


i*-. 


•^ 


2. 
4. 

5. 

6. 
7. 


beiden  Seiten  hin  eine  gegebene  Strecke  BP  =  P^B  ■=  m  ab,  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  und  P^  eine  Curve,  die  unter  dem  Namen  der  Conchoide  des 
NiKOMEDES  bekannt  ist.  Ist  OA  =  /,  und  bezeichnet  man  Radius  vector  und 
Anomalie  eines  Curvenpunktes  r  und  «p,  so  gelten  für  P  und  Pj  die  Gleichungen 

(r  if:  m)  sin^  =  /  . 
Ersetzt  man  5/«  9  durch  ^^ :  r,  so  erhält  man 

=F  ^  "^  =/  —  J', 
und  hieraus  die  rationale  Gleichung 

1.  /  ™  {x^  -^y^)  {p  -j/)»  -  m^y^  =  0. 

Hieraus  findet  man 

Aus  2.  folgt  für  Doppelpunkte 

jc  =r:  0,     oder    y  =  p. 
Setzt  man  das  erstere  in  1.  und  3.  ein,  so  ergiebt  l. 

y^  =z  0,     oder     (/ — yy  =  m^  y       und  3. 

j'    =  0,     oder     {y  —  p)  (^2y  —  p)  =  >w^. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Nullpunkt  den  Gleichungen  1.,  2.  und  3.  genügt; 
da  er  die  Grössen  4.  nicht  zu  Null  macht,  so  ist  er  ein  Doppelpunkt  der 
Conchoide.  Die  beiden  andern  Werthe  für  y  unter  6.  und  7.  stimmen  nicht 
überein ;  der  in  5.  noch  angegebene  Werth  y  ^=  p  befriedigt  3.  nur  unter  der 
Annahme  ^=00;  beide  Werthe  genügen  auch  1.,  und  machen  4.  nicht  gleich 
Null,  sind  also  Coordinaten  eines  zweiten  Doppelpunktes. 

Setzt  man  in  den  Formeln  4.  jc  =^  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Doppelpunktstangenten  des  Nullpunktes 
8.  px^  -h  (/«  — w«);'«  =  0. 

Ist/  >  »I,  so  sind  diese  Tangenten  conjugirt  complex;  der  Nullpunkt  wird 
in  diesem  Falle  zwar  durch  die  Construction  der  Curve  nicht  erhalten,  gehört 
aber  als  isolirter  Punkt  zu  der  durch  die  Gleichung  1.  definirten  Curve.  Ist 
p  =z  m^  so  hat  die  Curve  in  O  einen  Rückkehrpunkt  und  OY  ist  Rückkehr- 
tangente; ist  /  <  /«,  so  ist  O  ein  eigentlicher  Doppelpunkt. 

Der  zweite  Doppelpunkt  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  AAy 
Für  die  Coordinaten  desselben  ist 

--—  =  0 ,       ö — ^^  unbestimmt ,       7^-«-  =  00  , 

cx^  *       oxCy  cy^ 

die  Gleichung  der  Doppelpunktstangenten  ist  daher 

der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  AA^    ist  somit  ein  Rückkehrpunkt, 
und  AA^  die  zugehörige  Rückkehrtangente  der  Conchoide. 
6.    Die  Curve 


1. 
2. 

3. 


/  =  Qc«  —  a^Y  —  ay^  (3a  -h  'ly)  =  0*)     liefert 


dx 


=  ^x{x^  —  a^)  , 


«»), 


dxdy 


dy 


—  —  &ay{a  -^y), 


=  0,       g^^  =  -  6« (a  +  2^) . 


7ä* 


K.' 


♦)  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  höh.  ebenen  Curven,  Leipzig  1873,  '•  Kap.,  2.  Absdiik 


^ 
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SO  können  Doppelpunkte  in  der  Weise  auftreten,  dass  zwei  verschiedene  Werthe 
u^,  u^  des  Parameters  dieselben  Coordinaten werthe  Xj  y  ergeben,  während  die 
Differentialquotienten  9'  und  ^^  und  damit  die  Tangente 

f  .(5-*)-7'.(t,-J')    =    0 

für  die  beiden  Parameter  verschiedene  Werthe  annehmen.  Aendert  sich  u  con- 
tinuirlich  wachsend  oder  abnehmend  von  u^  zu  2/3,  so  beschreibt  dabei  /*  eine 
Curvenschleife,  die  zu  dem  Ausgangspunkte  zurückkehrt. 

Diese  Schleife  wird  immer  kleiner,  je  kleiner  die  Differenz  «j  —  u^  ist; 
wenn  u^  von  u^  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  so  verschwindet  die 
Schleife  und  der  Doppelpunkt  geht  in  einen  Rückkehrpunkt  über.  Die  Be- 
dingung für  einen  Rückkehrpunkt  ist  also,  dass  einer  unendlich  kleinen  Aenderung 
von  u  unendlich  kleine  Aenderungen  höherer  Ordnung  von  x  und  y  entsprechen; 
daher  ist  fiir  einen  Rückkehrpunkt 

dx  dy 

du  '       du 

A.    Für  die  Curve,  welche  durch  die  Gleichungen  dargestellt  ist 


X   = 


{u  —  ö)  (u  —  ^) 


u  —  c 


d 


y  = 


(u  —  a)  {u  —  l>) 


u  —  c, 


ergiebt    sich    derselbe  Punkt  x  =  d,  y  =■■  d^    für  die    beiden    Parameterwerthe 
u  =  a  und  u  =  d.     Die  Differentialquotienten  der  Coordinaten  sind 

dx        {u  —  a)(u  —  c)  -h  («  —  b){u  —  c)  —  {u  —  d){u  —  ö) 
du  ^  («  —  cy  ' 

dy        (u  —  cL){u  —  c^  H-  {u  —  F)  {u  —  c<^  —  («  —  d){u  —  ^) 
du 


(«  -  cY 


Für  u  =^  a  und  u  -=  h  folgt 


(dx\         a  —  b 
duja       a  —  r ' 
(dx\  b  —  a 


rdy\    ___   a  —  b 
\du)a  ^  a—  c^' 

(dy\  b  —  a 

du)s  ~^  'b  —  c^' 


Daher  ist  der  Punkt  d^  d^  Doppelpunkt  und  die  Gleichungen  der  Tangenten 
im  Doppelpunkte  sind 


X  —  d 


a 


y  —  ^i 

a  —  c 


=  0, 


X  —  d        y  —  d^ 
b  —  c^         b  —  c 


=  0. 


B.    Die  Cycloide  hat  die  Gleichungen 

X  =  a{u  —  sinii) ,      jf  =  a (1  —  cosii)\ 
daher  ist 

dx  ,  K        ^y 

Beide  Differentialquotienten  verschwinden  für  die  Parameterwerthe  »  =  0 
27:,  4ir  u.  s.  w.  Die  zugehörigen  Punkte  sind  daher  Rückkehrpunkte;  die 
Rückkehrtangenten  sind  normal  zur  Abscissenachse. 


=  asmu . 


9.  Doppelpunkte  an  Flächen.  Um  die  Punkte  11  zu  cihalten,  die  eine 
durch  den  Punkt  F  der  Fläche  /(:r,  y^  z)  =  0  unter  den  Richtungswinkeln 
^1  %  1  S^^^E^^  Gerade  mit  der  Fläche  gemein  hat,  setzt  man 

Z  =  X  -h  rcos  a ,       yj  =  ^  h-  rcos  ß  ,       C  =  «  -!-  rcos^ 
in   die  Flächengleichung  an  die  Stelle   von  x,  y^  z  und  bestimmt  aus  der  resul- 
tirenden  Gleichung  die  Unbekannte  r.    Entwickelt  man  nach  dem  TAYLOR'schen 
Satze,  so  erhält  man 


526 


DifFerentialrechnang. 


x^        y^ 


z^ 


a^    '    b^    '    c^ 


—  1=0 

V         o-         c* 

für  das  Centrum  als  Pol  ist 

1.  /  =  a^x^  -h  b^y^  -4-  c^z^  —  (jc«  -^ y^  -f-  «»)«  =  0  . 

Die  partialen  Differentialquotienten  erster  Ordnung  sind 

wobei  r^  =  ji;2  _l-  j/2  _l_  £^2  . 

Die  Functionen  1.  und  2.  verschwinden  nur  fÜrA:=j'  =  ;8r=  0. 
Die  zweiten  partialen  Differentialquotienten  von  /  sind 

d^f        „  a*/  a«/ 


3. 


^jc^j/ 


=  —  ^xy  i 


dxdz 


=  —  Sxz  f 


av 


=  —  Hyz. 


Sie  verschwinden  für  den  Nullpunkt  nicht;   derselbe  ist  daher  ein  Doppcl- 
punkt der  Fusspunktfläche. 

Der  Tangentenkegel  im  Nullpunkte  ist,  wie  sich  aus  3.  ergiebt: 

a^x^  -+-  b^y^  -f-  c^z^  =  0; 
derselbe  ist  imaginär,   und  daher  der  Nullpunkt  kein  Doppelpunkt  im  engeren 
Sinne,  sondern  ein  isolirter  Punkt. 

B.    Für  das  einschalige  Hyperboloid 

x^ 


p2 


y«         z^ 


ist  die  Gleichung  der  Fusspunktfläche,  wieder  mit  dem  Centrum  als  Pol, 
/  =  a*^x^  -+-  b^y^  —  c^z^  —  {x^  -^y^  4-  «»)*  =  0  . 


Daher  ist 

a/ 

CX  ^  ' 

dxdy 


=  2fl»  — 4r«  — Sa:« 


=  —  ^xy, 


av 

^  =  2^«  — 4r2— S^'« 

ay*  -^ 

p-_  -  Sxz, 


1^    =-2(r»-+-2r>).; 

ay 


=  — 2i:«— 4r«-8«', 


aj^a^er 


=  —  Sj'Ä . 


Der  Nullpunkt  ist  daher  Doppelpunkt,  und  der  Tangentenkegel  im  Doppel- 
punkte hat  die  Gleichung 

a^x^  -h  b^y^  —  c^z^  =  0. 

Ist  a  =  0,  artet  also  das  Hyperboloid  in  eine  hyperbolische  Grenzflache 
aus,  so.  artet  der  Tangentenkegel  im  Doppelpunkte  zu  zwei  Ebenen  aus 

^2^2   _   ^2^2    =   0. 

12.  Trägt  man  auf  jeder  durch  das  Centrum  eines  dreiachsigen  Ellipsoids 
gehenden  Geraden  vom  Centrum  aus  nach  beiden  Seiten  hin  je  zwei  Strecken 
ab,  die  der  grossen  und  der  kleinen  Halbachse  des  zur  Geraden  nonnalen 
Diametralschnittes  gleich  sind,  so  erhält  man  die  Punkte  der  FRESNEL'schen 
Wellenfläche*). 

Ist  jP  ein  Pumkt  der  Wellenfiäche  und  sind  <p,  ^j;,  •/  die  Richtungswinkel  \  m 
OP,  so  genügt  O  JP  =  r  dtr  Gleichung  §  14  No.  C,  12 

'     -s ^  =  0. 


r2   —  a^ 


•2 


b^ 


2     /.2 


•)  Der  Name   der  Fläche  bezieht   sich   auf  die   Bedeutung,    die   sie   für  die  Theorie    er 
Aetherschwingongen  in  optisch  zweiachsigen  Mitteln  hat. 


SsS  DiffaentJBlrechnung. 

Unter  diesen  Gruppen  enthält  eine  vier  reale,  die 
imaginäre  Punkte;  ist  o  >  ^  >  f,  so  sind  die  vier  Pui 
real;  einer  derselben  ist  in  der  Figur  mit  d  bezeichnet 
vier  realen  Doppelpunkte  ergeben  sich  aus 

Die  zweiten  partialen  Differentialquotienten  von  /  si 
8>/ 

«■/ 
J^-—  ■•\''- -^"-J^J < 

^ür  einen  Doppeipunk 
8>/ 


Für  einen  Doppelpunkt  \sl  y  ^  A  =  C  ^=  Q,   und 


9j:3_V        3_j'32  '    dxdt  ^ 

Setzt  man  aus  5.  die  Werthe  ein,  so  erhält  man  die  G 
kegeis  im  Doppelpunkte 

ffi^!»(ia_ai)(5_^)S  —  ^(f»— gl)  (.»!'  —  «»)(, 
+  ai-^^.s  _  *»)  (i  -  ST)»  +  «.{«»  +  f»)y(*«^  «*)(.»- 
Dieser  Kegel  ist  symmetrisch  gegen  die  ^Z-Eben< 
TalJender  Hauptschnitt  wird  aus  den  beiden  Tangenten 
Doppelpunkte  an  den  Kreis  und  die  Ellipse  legt,  in  w 
von  der  ^Z-Ebene  geschnitten  wird;  die  Achse  des  Regt 
Winkel  dieser  Tangenten. 

Die  Wellenfläche  besteht  aus  zwei  Mänteln;  einem  i 
Punkte  von  den  grossen  Halbachsen  der  Diametralschnitt 
inneren,  dessen  Punkte  von  den  kleinen  Halbachsen  her 
ganz  von  dem  äusseren  eingeschlossen.  Beide  Mäntel  ha 
die  vier  Doppelpunkte.  Wie  man  aus  den  Coordini 
erkennt,  sind  die  Geraden  Ol  normal  zu  den  Kreisschn 
der  Umgebung  von  i  hat  der  innere  Mantel  eine  Spitze,  d 
förmige  Vertiefung.  Der  Üebergang  aus  dem  inneren  di 
in  den  äusseren  Mantel  erfolgt  entlang  der  Oberfläche  ti 

13.  Betrachtet  man  eine  Curve  als  Einhüllende  ihrei 
singulare  Tangenten  auftreten,  die  den  Doppelpunkte 
Ptmkten  einer  als  Punktgebilde  aufgefassten  Curve  entspi 

Sind  u,  V  und  »  +  lu,  »  +  i»  die  Coordinaten  zw 
die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes,  so  ist  bekanntlich 
£:il  ^  —  Af  :  A«. 

Man  kann  daher  setzen 

1.  Ä»  =  t^t,      \v  =  —  \t, 
wobei  t  unbestimmt  ist;  ändert  sich  t  von  —  oo  bis  +  oo 
u  H-  Aw,  V  -¥  hv  den  Punkt  £,  i] . 

Die  Geraden  »  +  i»,  v  +  \v,  welche  durch  den  Pi 
«,  V  gehen  und  die  Curve  /(«,  w)  =  0  berühren,  werden 
aus  der  Gleichung  berechnet 

2.  /(»  +  \u,v  +  W)  =  /{»  +  Tj/,  w  -  %t 
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tangente  im  engern  Sinne;  sind  sie  conjugirt  complex,  so  enthält  7* keinen  realen] 
Punkt  der  Curve  und  ist  daher  eine  isolirte  Tangente. 

14.  Beispiel.     Sind  /\  und  P^  lineare  Functionen  von  Liniencoordinaten|| 
so  werden  durch  die  Gleichung 

i'i/'g  -f-  XC/^i»  -^  aP^P^  -h  bP^)  =  0 
für  ein  veränderliches  X  Punktpaare  dargestellt,  die  auf  der  Geraden  /\  /j  liegt 
und    eine    quadratische   Involution  bilden.     Sind  Q^   und   Q^   ebenfalls  linearel 
Functionen  in  Liniencoordinaten,  so  bilden  die  Punkte 

Ci  -h  xe,  =  0 

eine  Punktreihe,  die  mit  der  Involution  projectiv  ist.  Die  Geraden,  welche  ent 
sprechende  Punkte  der  Involution  und  der  Reihe  verbinden,  genügen  de 
Gleichung 

/  —  W  +  *» A  A  +  i>Pi)Q,  -  ^1 A <2i  =  0 ; 

dies  ist  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Klasse.     Man  erhält 

du  ^  ^  cv  ^  z       ' 

wobei  Mf   JV,  M\  N'  leicht  zu   bildende  Functionen  sind.     Man   sieht  hieiai 
dass  die  drei  Gleichungen 

/=  0,        1^=  0, 
Ou 

durch  die  Gerade  erfüllt  werden,  deren  Coordinaten  den  Gleichungen 

/'i  =  0,         /'j  =  0 
genügen.     Die    Curve  /=0    hat    also    die    Gerade    P^P^    zur    Doppel^ 
tangente. 

15.  Sind  u,  v,  w,  und  u  -i-  Hu,    v  -^  i^v,   w  -h  Hw  die  Coordinaten  zvtk 

Tangentialebenen   T,   T  der  Fläche  /(«,  v,  w)  =  0,    sind  femer  u,  »,  w 

Coordinaten  einer  durch  den  Schnitt  von  T  und  7"  gehenden  Ebene  S,  so 

bekanntlich  (vergl.  §  6,  No.  9,  4) 

u  —  u       D  —  V       »  —  w 

tiu  b^v  Hw 

Man  kann  daher,  mit  /  eine  unbestimmte  Grösse  bezeichnend,  setzen 
1.  u  =  «-f-/-A«,       ü  =  z^-h/'A2^,       w  =  w -f- /•  Ar«'. 

Die  Tangentialebenen  von  /,  welche  durch  die  Gerade  TV  gehen,  werde 
somit  aus  der  Gleichung  erhalten 

Entwickelt  man  nach  dem  TAVLOR'schen  Satze,  so  erhält  man 


dv 


2. 


i    ,f     ^         ^         ^  V 

6         \       cn  dv  cwj" 


/-l-  .  .  .  =  0. 


Nach  der  Voraussetzung  ist /(i/,  z^,  w)  =  0;   die  Gleichung  2.  hat  dahe 
eine  Wurzel  /  =  0;  ihr  gehört  die  Ebene  T  zu. 
Werden  A«,  Az/,  Aw  so  gewählt,  dass 


3. 


A«  .  5^  4-  Az;  •  ä- 
ou  ov 


Hw 


dw 


=  0, 


so  hat  die  Gleichung  2.  noch  eine  Wurzel  /  =  0;  es  fallen  denn  also  zw( 
durch  die  Gerade  TT  gehende  Tangentenebene  der  Fläche  in  T  zusamrae! 
Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  7"  mit  U,   V,  JV,  so  ist 

A«  =  [/ —  u,      Hv  =  V —  Vf      Aw  =  W --  «', 
aus  der  Gleichung  3.  erhält  man  daher 


■^  •  #  t  <   • 


"(• 


a 
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Macht  man  daher  auf  einer  durch  0\ 
m     gehenden  Normalen  zu  OPQ  die  Strecke 
'    Ön  =  O  Z',  so  ist  n  ein  Punkt  der  Wellen^ 
fläche;  wir  wollen  ihn  als  den  mit  Pvei 
bundenen  Punkt  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  der  Ebenen  T^  und 
T^  sind,  wenn  jr,  9,  j  laufende  Coordinatei 
bezeichnen,  und^-P=  r  gesetzt  wird 

r,  =  jf je  -4-  ^-p   -h  2:3  —  r«  =  0, 
Die    Ebene    OQQ^    geht   durch  di 
Schnittlinie    T^  T^    und    durchs    Centni 
ihre  Gleichung  ist  daher 

Die  Richtungscosinus  der  Normalen  dieser  Ebene,  d.   i.  der  Geraden  0 
folgen  hieraus  zu 

'"^f^ — TW    '     ^"^^^-^ 

Hierbei  ist 

'•— ,4K:4-  .y-^'G-:-  ■)'-(:-:-  ^^h-^i-i-'^- 

Aus  2.  ergeben  sich  die  Coordinaten  des  mit  P  verbundenen  Punktes  de 
Wellenfläche  zu 


(M.497). 


2. 


_*(S-i) 


5 


cos  X  = 


(:-■) 


rifef 


4. 


^  =  l^(^»~0'    '^  =  :&(^""0'    ^^iw""V- 


Aus    der   von  Nennern    freien  Gleichung  der  Wellenfläche  erhält   man 
Gleichung  der  Tangenten  ebene  im  Punkte  0 

r—  5[^  -h  a2(r«  -  ^t  _  ^2)]  (y  _  5)  _^  ^  [^  4.  32(^Ä  -  ^«  -  a«)]  (p  - 1)) 


wenn 


(pn^s^s  -h^2^«  -l-r»C», 


Legt  man  Ebenen  T^\  T^\  T  parallel  zu  T^,  T^,  7*  durch  den  Nullpunkt,^ 
so  sind  deren  Gleichungen 

r,'  !s  :»:)[    H-    ^9    -h    «8    =  0, 

Hierzu  fllgen  wir  noch  die  Gleichung  der  Ebene  OQQ^ 

r,'  —  5jc  -h  T|9  -f-  C3  =  0, 
und  beachten,  dass  die  Ebenen  7\',  T',',  T'j'  ein  Büschel  bilden.    Die  Funct  m 
T  lässt  sich  in  folgender  Weise  unter  Benutzung  der  Formeln  4.  zerlegen 

r'  -  , .  7-,'  +  ^  [(r«  -  a»)  *;c  +  (r»  -  Ä»);-?  +  (r*  -  c*)  «3) 


AT 


1 


-  if  [(*'  +  '^*)  (*•*  -  «*) *if  +  ('^  +  "')  C»"* -  ^')y^  +  ('»*  +  *')  ('■*-<■')  J] 


j/ 


■  n'+  -.:. 


3 


\m  . 


(fl»^«  -H  ^»r»  -f-  r! 


^a«)]  T,'  - 


Ä«^»^» .  ^  '. . 


R?- 


¥ 


r*2. 


F>'^ 


& 

fw 


>1 


:4 

■^.- 


r-. 


ff  - 


»•^ 


.t 


'y.' 


*»!.' 


fr*' 
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1 :  ON  =  1 :  OIV^  =  p, 

so  ist  daher  die  Gleichung  der  ON  enthaltenden  Ebene  des  Büschels  T'/T',', 
d.  i.  die  Gleichung  der  Normalebene  zu  ON^, 

Ersetzt  man  x:  a^,  y:  d^,   z:  c^  durch  »,  z^,  w,  so  erhält  man  für  die  Co- 
sinus der  Winkel  der  Geraden  OJV  und  der  Achsen 


7. 


u 


wobei  Z  sich  ergiebt  aus 


V 


">'*  =  ^  (**p*  - 1)  • 


w 


^^^X  =  ^  (^'P*  - 1). 


Die  Coordinaten  von  T  folgen  aus 

9.  u=J(aV-l).      B  =  2(*V-1).     to  =  2(fV-l)- 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Wellenfläche  in  Ebenencoordinaten  ergiebt  sich 
nun,  indem  man  aus  9.  und  aus  der  Gleichung  des  Ellipsoids  £ 

E  BS  Ä««»  -f.  hH^  -h  r*w«  —  1=0. 
die  Coordinaten  u^  v,  w  eliminirt.    Aus  9.  ergiebt  sich 

u»  ««(dr»p2  — 1)  »»  z;«(^«p>— 1)  »2  af>(^V--0 


öüp«  -_  1  -       z«       '   ^»p»  —  1  "■       Z«       '   ^«p»  —  1 

Addirt  man,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung 

u»  »>  tt)» 


Z« 


10. 


tf»p2  _  1    ^  ^Jp»  _  1 


=  0. 


^»p«  —  1 

Man  überzeugt  sich  auf  Grund  dieser  Gleichung  leicht,  dass  die  Tangenten- 
ebenen  der  Wellenfläche  erhalten  werden,  wenn  man  auf  der  Normalen  zu  einem 
Diametralschnitte  des  Ellipsoids 

@  =  Ä«^»  -h  h^y^  -4-  cH^  —  1=0 
<lie  reciproke  grosse  und  kleine  Halbachse  des  Schnittes  vom  Nullpunkte  aus 
nach  beiden  Seiten  hin  abträgt   und  durch  die  Endpunkte  Ebenen  parallel  zom 
Diametralschnitte  legt.    Denn  die  Endpunkte  der  Normalen  gehören  einer  Flüche 
an,  deren  Gleichung  aus  der  Gleichung  der  Wellenfläche 


11. 


c^z^ 


4- 


=  0 


r»  —  a«  ^  r»  —  ^«  "^  r>  —  c' 
hervorgeht,  indem  man  <7,  ^,  c  mit  1  :  a,  \\by  \\c  vertauscht,  und  die  Coor- 
dinaten x^  y,  z  eines  Punktes  P  durch  die  Coordinaten  -Y,  K,  Z  des  Punktes  P 
ersetzt,  der  auf  OP  liegt,  und  dessen  Radius  vector  reciprok  zu  (7jPist  Man 
hat  somit 

A":  F:  Z  =  :r  :^:0, 


A-»  4-  K»  -h  Z3  = 


z 


« » 


und  daher 


12. 


X  = 


y 


1 


s  = 


^«  =  JT*  -h  y»  -h  z«  =  ;7 


Die   gesuchte    Gleichung   der  Reciprokalfläche   der   zum   Ellipsoide  E  ge- 
hörigen Wellenfläche  ist  hiemach 

x>  y«  z« 


13-  ^2  __  j?2    -*-    ^2  _  ^2    -+-    ^2  _  ^2    —   ^• 

Die  Ebene,  die  durch  /'  normal  zm  OP  geht,  hat  die  Coordinaten 


'i^       .(, 


'   '■» 
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«, 


H 


LT    ' 


Ä.. 


-7 


t>i' 


Li: 


i'i 

-H 


Ü? 


»?»• 


f»  * 
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15. 


Die  Gleichung  der  Horizontalprojection  der  Beruh  rungscurve  wird  erhalten, 
wenn  man  in  14.  tt)  =  0  setzt.     Man  erhält       

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  die  symmetrisch  zur  .Y-Ache  li^; 
daher  ist  die  Berührungscurve  eine  zur  JfZ-Ebene  symmetrische  Ellipse.  Eine 
Achse  der  Ellipse  14.  ist  der  zur  OX  normalen  Achse  von  15.  parallel  und  gleich. 
Das  halbe  Reciprokum  derselben  ist  der  Werth  von  ü,  den  die  Gleichung  15.  fiir 
u  =  0  ergiebt;  letzterer  bestimmt  sich  aus 


16. 


17. 


Setzt  man  für  u,  w  die  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich 


Daher  ist  die  der  K-Achse  parallele  Achse  der  Berührungsellipse 

18.  iy(fl«  —  3«)(^»  —  r«). 

Die  reciproken  Abstände  der  auf  der  OX  liegenden  Scheitel  der  Ellipse  15. 
vom  Nullpunkte  sind  die  Werthe  von  u,  welche  aus  15.  fiir  ö  =  0  hervorgehen; 
werden  diese  mit  u^  und  Ug  bezeichnet,  so  ist  die  auf  der  X-Achse  liegende 
Achse  der  Ellipse  15. 

19.  J--i-. 

Die  Gleichung  15.  liefert  für  ü  =  0,  unter  Rücksicht  auf  den  Werth  von  w, 

Löst  man  diese  Gleichung  auf  und  setzt  dann  für  u   den  Werth   ein,  so] 
erhält  man  nach  den  einfachen  Reducdonen 


21. 


"i  ""  r»  r  a>  —  3« '      ^«  "~  3  r  ö» 


—  ^« 


22. 


-3»' 
Daher  ist  die  auf  der  A^Achse  liegende  Achse  der  Ellipse  15. 

J 1^  _  3»  —  c^ 

u-        u,  ""        3 


r  flJ  —  ^«  • 


Die  auf  der  A'Z-Ebene  liegende  Achse  der  Berührungsellipse  selbst  wird 
hieraus  durch  Multiplication  mit  1  :cos(f  erhalten,  wenn  <p  den  Winkel  der 
Doppeltangentenebene  mit  der  Jf-Achse  bezeichnet.    Da  nun 

l/^a  -  c^ 

cos^  =  w  :  y  «*  -h  w^  =  y    ^ ^  » 

so. ist  die  in  der  A'Z-Ebene  liegende  Achse  der  Berührungse^^ipse 


1 


Vergleicht  man  dies  mit  18.,  so  erkennt  man:     Die  Wellenfläche  wird 
von  jeder  der  vier  Doppeltangentenebenen  in  einem  Kreise  berührt 


17.    Ist  eine  Raumcurve  der  Durchschnitt  der  Flächen  /  {x,  y,  g)  =s  0  \i  l 

^  {xy  ^,  «)  =  0  und  gehören  ihr  die  Punkte  -Pund  P  mit  den  Coordinaten  jr,  y,  » 

bez.  a:  -h  Ajc,  _y  -I-  ^y,  js  -h  Aar  an,  so  sind  die  Gleichungen  erfüllt 

/  {^x,y,  5)  =  0;      F  {x,y,  z)  =  0, 

'^^Tx'^^y'dy'^'^''di)^^''  ' 
\  /        d  d  d\^ 


1. 


2. 


,^jiai^' 


i 


f 
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12. 


(« 


a»^ 


—  m 


aV 


13. 


a^a«       a^a« 


:)(i-j')(c-*)  +  («^-«^(:-')'=o. 


+  l?(«:-«)=o. 


^jc  ^"^      *"^  ^    ^j;  ^''      -^^    '     dz 

Die  Gleichung  12.  ist  die  eines  Kegels  zweiter  Ordnung;  je  nachdem  der- 
selbe von  der  Ebene  13.  in  zwei  realen  verschiedenen,  oder  in  zwei  realen  zu- 
sammenfallenden oder  in  zwei  imaginären  Geraden  geschnitten  wird,  hat  die 
Curve  in  F  zwei  reale  getrennte,  oder  zwei  reale  zusammenfallende,  oder  tm 
imaginäre  Tangenten,  und -P  ist  demgemäss  als  Doppelpunkt,  als  Rückkehr- 
punkt oder  als  isolirter  Punkt  der  Raumcurve  zu  bezeichnen. 

B.  Wenn  ftir  die  Fläche  /  im  Punkte  F  die  partialen  ersten  Differential- 
quotienten verschwinden,  ftir  F  aber  nicht,  so  bestimmen  sich  die  Tangenten 
der  Raumcurve  in  F  aus  den  Gleichungen 

dF..        .       dF,  dF 


14. 


15. 


Je  nachdem  die  Ebene  15.  mit  dem  Kegel  14.  zwei  reale  getrennte,  re 
vereinte  oder  imaginäre  Gerade  gemein  hat,   ist  -Pein  Doppelpunkt,  Rüci*| 
kehrpunkt  oder  vereinzelter  Punkt  der  Raumcurve. 

C.  Wenn  ftir  beide  Flächen/ und  jpdie  partialen  ersten  DifferentialquotienteB 
im  Punkte  F  verschwinden,  wenn  also  beide  Flächen  in  F  einen  Doppelpunkt 
haben,  so  werden  die  Tangenten  ihrer  Schnittcurve  in  F  aus  den  beiden 
Gleichungen  erhalten. 


16. 


17. 


d^F  d^F  ^ 

d^F  d^F 

_(^_^)2+2g^(r,-j.)(C-.) 


d^F 
d^F 


Diese  beiden  Kegel  zweiter  Ordnung  haben  vier  gemeinsame  Mantellinien. 
Wenn  also  zwei  Flächen  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  haben,  so  gehen 
durch  denselben  vier  Zweige  ihrer  Durchschnittscurve,  dieser  Punkt  ist  daher 
ein  vierfacher  Punkt  der  Raumcurve;  er  tritt  als  isolirter  Punkt  auf,  wenn 
die  vier  Tangenten  imaginär  sind. 

18.    FüD  die  Rotationscylinder 


/  „  j,2   4.  ^2   _  ^2   =  0 , 


hat  man 


F^x^  -^  y^  —  2(F--  r)y  -h  ^«  —  2Fr  =  0 
df  df 

dF  dF  .         .        .      dF 


dx 


=  2jp, 


^  =  2«; 
oz 


dy 


=  2  (y  —  ^  4-  r). 


^z 


=  0. 
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X*         y^         z 


3 


20.       Der  Kegel  /  =  '--  -^  --  -  -  ^  0 


und  die  Kugel 


a' 

X 


3 


-h  ;;»  -h  «2  _  ^^x  —  2ey  ~  2/«  =  0 


:^*  -  ^-  =  0 


//5  -h  ^^  -H  /C  =  0 . 


haben  den  Nullpunkt  gemein,  und  im  Nullpunkte  hat  /  einen  Doppelpunkt   Die 
Gleichungen  No.  17,  14.  und  15.  werden  für  den  Nullpunkt 

a^  "^  ^2 

Die  Doppelpunktstangenten  sind  daher  die  Mantellinien,  in  welchen  der 
Kegel  von  der  Tangentenebene  der  Kugel  im  Nullpunkte  geschnitten  wird. 

Allgemein  gilt  die  Bemerkung,  dass  in  der  Schnittcurve  eines  Kegels  zweiter 
Ordnung  mit  einer  Fläche  F,  die  durch  die  Kegelspitze  5  geht,  letztere  ein 
Doppelpunkt  ist  und  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  die  Mantellinien  des 
Kegels  sind,  in  welchen  derselbe  von  der  Tangentenebene  von  /*  in  5  ge- 
schnitten wird. 


§  16.    Unendliche  Reihen. 
1.    In  §  13  haben  wir  die  Reihen  kennen  gelernt 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


.^f.,_sfc^,. 


,i(KL-l)((x-2) 


x—^x* 


l  +  T   + 


Ix'- 


4 

x^ 


1-2.3 

1 

5 


-x^ 


X' 


1 


1  — 


X  — 


1 


1-2 
1 


12 


•3 


1-2.3 
1 


12.3.4        1 .2. 8.4-5 


1.2.3 


4 

1 


.4  


1 


1.2.3.4.5-6 

1 


.6 


X' 


X^   — 


1.2-3"^      '    1.2.3.4.5'^  1.2.3-4-5.6.7 

Diese  Reihen  stimmen  darin  tiberein,  dass  für  unbeschränkte  oder  für  inner- 
halb gewisser  Grenzen  liegende  Werthe  von  x  die  Summe  der  ersten  n  Glieder 
mit  einer  bestimmten  Function  um  so  genauer  übereinstimmt,  je  grösser  n  ist, 
und  dass  man  diese  Genauigkeit  beliebig  gross  machen  kann,  wenn  man  nur  n 
hinlänglich  gross  wählt.  Diese  Functionen  [(1  -h  xy,  /(l  -h  x),  e^,  C(?sx,  smx] 
sind  daher  die  Grenzwerthe,  denen  sich  die  Reihen  bei  unendlich  wachsender 
Gliederzahl  nähern,  und  konnten  in  Folge  dessen  als  die  Summen  der  unendlich 
fortgesetzten  Reihen  bezeichnet  werden. 

Jedes  Glied  der  obigen  Reihen  kann  als  Function  der  Zahl  m  angesehen 
werden,  welche  angiebt,  das  wievielste  Glied  der  Reihe  es  ist;  wird  diese 
Function  mit  ^^  bezeichnet,  so  treten  die  Reihen  unter  die  allgemeine  Form 

^1  -^  ^2  -*-  ^3  ■+■  ^4  -+-  ^5  -*-  ^6 
oder  noch  kürzer 


.00 


2j  gm» 

wobei  das  vor  ^^  stehende  Zeichen  bedeutet,  dass  die  Functionen,  ^j,  ^3,  ^j,  ^4    ■ 
gebildet  und  addirt  werden  sollen.     Die  Grösse  g^  wird  als  das  allgemein  i 
Glied  der  betreffenden  unendlichen  Reihe  bezeichnet    Die  allgemein^  Glied 
der  Reihen  1  .  .  5  sind 

Diese  Beispiele  für  unendliche  Reihen  fordern  dazu  auf,  unendliche  Reihe 
im  Allgemeinen  zu  betrachten,  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welchen  di 


^<^-: 


♦  -i 


■■.  t 


:'♦' 
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1  -h  jc  -I-  :if*  -h  JC*  -h  o:*  -H  .  .  .  . 


Diese  Reihe  wird  als  die  geometrische  Reihe  bezeichnet 
B.    Um  über  die  Reihe  zu  entscheiden  (vergl.  §  2,  No.  7,  3) 

betrachte  man 

5„  =   1  -4-  2jc  -h  3a:*  4-  4jc5  -h  .  .  .  -4-  «Jc«-1 . 
Man  hat 
Sn  ==  1  H-  JC  -i-  ^*  -h  ä:'  4-  .  .  .  4-  x^-^  -+-  ^  -f-  2x^  4-  ..-+-(»  —  l):t^i. 

Hieraus  folgt 

1  1  1 


Sn    = 


1    —  ^ 

1  —  («-hl)  X"  -h  «^"-»-1 


AT«    


«j;*. 


(1  —  xy  ""  (1  —  ■^)*      (1  —  ät)«   "       1  —  jc 

Die  Grösse  «jc"  wird  für  ein  unendlich  grosses  n  selbst  unendlich,  sobald 
der  absolute  Werth  von  ^  =  1  oder  >  1  ist;  wenn  x  ein  echter  Bruch  ist,  so 
giebt  es  immer  eine  Zahl  m,  für  welche 

1         1 


1  4- 


m 


X 


so  dass  also  (1  h —  Ir  ein  echter  Bruch  ist,   den  wir  mit  s  bezeichnen  wollen; 
bezeichnen  wir  femer  die  endliche  Zahl  mx*^  mit  A,  so  ist 

{m  -4-  l)x^'^^  =  m(l  4-  -j^«-'-^  =  a(i  -h  -j x  =  Az 

(m  -h  2) ^'«-»"2  =  (»I  -h  l)x'^-^^(\  H j-jx,     also  <  Az}  , 

(fw  H-  3)^'«+8  =  (/w  4-  2)  a:'«+2M  -I -jjc,     also  <  Ae}  , 

Folglich  bilden  die  Grössen 

mx^j       {m-frVjx^+^y       (w  4- 2)^'*-»-2^       (»»  4- 3)  Jf^'+S,  .... 

eine  abnehmende  Reihe,  die  stärker  fallt  als  die  Reihe 

Atf      At^ ,      Az^ ,      At* ,  .... 

Da  nun  e  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  für  ein  unendlich  grosses  n  und  einen 

gegebenen  Werth  von  m 

limAz»-'^  =  0, 
also  um  so  mehr 

Umnx"  =  0. 

Die  unendliche  Reihe 

1  4-  2x  4-  3^2  ^  4ji:»  4-  ö^KT*  4-  .... 
convergirt  daher  für  alle  echt  gebrochenen  x;  es  ist 

1 


1  4-  2jc  -H  3:j;>  4-  4^»  4-  .  .  .  = 
4.    Die  endliche  Reihe*) 

ß    ,    ß(p-t-i) 


(1  —  *)» '    —  1  <  *  <  1  • 

ß(p  +  l)  .  .  .  (ß-|.«_2) 


^'  «  +  1  -^  (a  +  l)(a  -H  2)  ""  •  •  •   "^  (a  -(-  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  -h  «  -  1) 

lässt  sich  summiren,  indem  man  von  der  identischen  Gleichung  Gebrauch  nu  Ü 


*)  VergL  u.  A.  Schloeuilch,  Compendium  der  hohem  Analysis,  i.  Bd.,  §  36. 


'»v^ 


■1^" 
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Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  /^/  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  ,  n  —  1  und  multipüdit 
alle  so  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

ß     V<ß(ß  +  l)(ß-f-2)  .  .  (ß-^«-l) 


/_ß_Y 


ß  +  «y    ^  a(a  -(-  l)(a  +2)  .  .  (a  +  «  —  1) 
Geht  man  zur  Grenze  fiir  «  =  <x>  über,  so  wird 

ß 


VßH-«/ 


/im 


ß 


—  =  0,     also  auch     limi^r-^ — j  =  0,      ämljz 1    =  0, 


und  daher  auch 


^.^^^ß(ß  +  l)(ßH-2)  .  .  .  (ß^;.^!)  _  ^ 


a(a  -h  l)(a  -h  2)  .  .  .  (a  -h  tz  —  1) 
Setzt  man  dagegen  ß  >  a  voraus,  so  beachte  man,  dass 

ß(ß  + 1) .  ■  ■  (ß  + « - 1)    i__ 

um  —f TT 7 —TT  = 

a(a  -f-  1)  .   .  .  (a-i-w—  1) 

Da  ß  >  a,  so  ist 


a(a  H-  1)  .  .  .  (a-^«—  1)* 


lim 


ß(ß-M)  .  .  .  (p-h«— l) 


^..l^^!^•(!^"^==o, 


und  daher 


//m 


ß(ß  +1) . .  (ß  +  «-i) 
ß(ß  + 1) . .  (ß  + « —  1) 


oo 


a(a-|-  1)  .  .  .  (a  -f-  «  —  1) 
Wir  haben  somit  gefunden:     Die  unendliche  Reihe 

ß         .  ß(ß+l)  .  ß(ß^l)(ß  +  2) 


a-Hl     ■     (an- l)(a-h  2)  ^   (aH-l)(a-h2)Ca4-3)  "*" 
convergirt,  wenn  a  >  ß  >  0,  und  hat  dann  die  Summe 

ß      . 
a—  ß» 

Ist  ß  >  a  >  0,  so  divergirt  sie. 

5.    Durch  die  Forderung,  behufs  der  Entscheidung  über  die  Convergenz  einerj 
unendlichen  Reihe    die  Summe    einer  endlichen  Reihe    in  tibersichtlicher  Foim 
darzustellen,  wird  die  Schwierigkeit  im  Allgemeinen  nicht  vermindert,  sondern 
vermehrt.     Handelt  es  sich    zunächst  nur  um   die  Entscheidung  über  die  CoiK.j 
vergenz,  so  giebt  es  einfachere  Mittel.    Wir  geben  dieselben  zunächst  für  Reihe» 
an,  die  lauter  positive  Glieder  haben. 

Um  über  die  Convergenz  der  Reihe 

1.  i^i  -+-  ^2  -H  ^3  +  ^4  +  ^5  -*-  ^6  •  •  • 

zu  entscheiden,  vergleichen  wir  diese  Reihe  mit  einer  Reihe 

2.  <2i   +    <22  -^    ^3   -^    Qk  +    Ö5  +    Ö6  ;    . 

deren  Convergenz  bekannt  ist;  wenn  von  irgend  einem  Gliede  q^  an  die  Glieder 
der  Reihe  1 .  kleiner  bleiben,  als  die  gleichstehenden  Glieder  der  zweiten  Reihe, 
so  dass  also 

qm    <    Qm,         qm+l   <    Qm-^t,         ^»4-2    <    Qm+2f    •    •    • 

SO  ist 

3.  qm    -i-  qnt-^i  -+■  qm+2  +  ^w+3    .    .    .    <    Qm   +  Qm-^1  +  Qm-\-2  +  Qm~h^  "H   • 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Reihe  2.  eine  endliche  Summe  hat  da 
femer  die  Reihe 

Ci  -H  Ca  +  Ö3  -+-  Ö4  ^-  •  •  •  +  Ö«-i 
als  die  Summe  einer  endHchen  Anzahl  endlicher  Grössen  selbst  endlich  ist   so 

hat  auch  die  unendliche  Reihe 

Qm    -+■    Qm+l    -h    Qm+2   -H    Qm-hZ 


•       •       « 
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legte  unendliche  Reihe  mit  einer  Reihe  vergl 

oder  divergitt,  als  die  Reihen  1.  und  4.,  d.  i.  < 

als  in  1.  oder  bez.  langsamer  zunehmen,  als  ir 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Reihe 

Nimmt  man  das  3.  und  3-,  das  i^  5.,  6.  i 
bis  mit  31.  Glied  u.  s.  w.  zusammen,  und  beir 


mithin  kleiner  als 


I 


Schreibt  man  hierfilr 


21-- 


-  (2;^)*+  (2 


so  erkennt  man,  dass  diese  Reihe,  und  mithin 
und  divergirt,  sobald  jk  <  1. 

Um  auch  über  den  Fall  ja  =  1.  *lso  über 

zu  entscheiden,  bemerken  wir,  dass 

i  +  .  .  .  +  A>i,      A  + 


In  dieser  Weise  die  Gheder  zusammenfast 
Gruppen  von  Gliedern,  deren  Summe  grösser 
der  Reihe  unendlich  gross,  die  Reihe  also  dive 

7.   Die  Reihe 
1.  1  +  ^  +  ^  +  1  + 

divergirt  nur  schwach  und  liefert  daher  ein 
Divergenz  einer  Reihe.  Man  erhält  hieraus: 
einer  gewissen  Stelle  an  abnimmt  und  s 
von  Null  verschieden  ist,  so  divergirt  di 


-  ?i  - 


9* 


Nähert  sich  das  Produkt  n^n  der  von  Null 
von  einer  gewissen  Nummer  m  an  die  Ungleicl 

ii^m      >  Ji ,    daher    ^m 

(m+l)^™+i  >  i.        „        ?« 

{>w -(- 2) ^„+3  >  *.        ,.        9- 
Hieraus  folgt 


r- 
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Hieraus  ergiebt  sich 

Da  i  nach  der  Voraussetzung  ein  unechter  Bru( 
m  —  k  <:  m  —  1, 
daher  convergirt  die  in  der  Klammer  enthahene  une: 
mithin  auch  die  vorgelegte  Reihe 

Ist  hingegen  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  n 


■{-'-?) 


bestandig  kleiner  als  die  Einheit,  so  kann  man  ein« 
so  wählen,  dass  die  Ungleichung  gilt 

Hieraus  schliesst  man 

und  dann  wie  oben  weiter,  dass 

g„+i       fn  —  k     9„+2      (m—i)(m—ir-^  1)      ?~+b^C« 

V™  f        '        ^m  "'(»»  -1-1)  '        ?« 


Daher  ist 

?«+l    ■+■    ^m+2    +    fm+3    +    ?»HH    - 

>^"[-^-"    ,       «(--Hl) + ^(^ 

Da  i  hier  ein  unechter  Bruch  ist,  so  ist 

„  _  i  >  m  _  1, 
daher  dive^irt  die  in  der  Klammer  enthaltene  Reihe 
gelegte  Reihe. 
j&r'-  Nimmt  das  Produkt 


von    einer    bestimmten   Stelle    an   beständig    zu    od 

iimnil  —  '— ^  1  =   1 ,  so  liefert  der  soeben  bewiest 

über  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe;  aul 
Fälle  können  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 
Beispiel.     Die  Reihe 

l"''2'3    ■*"2.4'5    '*'  i-i-G'    1    ■'"2 
liefert  für  den  Quotienten  zweier  auf  einander  folgern 

?n±l  (2« -3)' 

9,  (2«-2)(2«-l)* 

Der  vor  x^  stehende  Faktor  ist  kleiner  als  Eins, 
m  wächst  und  hat  für  ein  unendliches  m  den  Grenze 
ist  daher  für  alle  Werthe  von  « 

und  daher  die  obige  Reihe  convergent;  ist  ^  >■  1,  s 
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convergirt,  obgleich  die  Reihe  aus  den  absolute 
der  Reihe  liegt  z.  B.  zwischen 

l-l  +  i-i    und     1-i 
d.  i.  zwischen  ^  und  ^. 

11.  Wenn  der  Grenzwerth  der  absoluteu 
eine  von  Null  verschiedene  Zahl  -j  ist,  und  im  Ui 
gelten,  wie  beim  vorigen  Satze,  so  hat  die  Reib 

Man  hat  nämlich  auch  jetzt  wieder 


r 


^,  >  U  >  U  >  h  ' 
und  '^■«{Jj^-i  —  V  =  ^«« 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung 

so  folgt,  dass  die  Summen  s^,  j,,  15...  und  s^, 
Grenzen  nahem,  deren  Unterschied  -f  ist.    Die 

?1    —   ?»    -t-   ?»    —   ?4    +   ?S 

liefert  also  zwei  endliche  um  7  verschiedene 
einer  ungeraden  oder  einer  geraden  Gliederzah 
12.  Eine  Reihe,  deren  Glieder  ungleiche  J 
Summen  geben,  wenn  man  die  Anordnung  d« 
der  Fall  eintreten,  dass  die  Reihe  bei  einer 
convergirt,  bei  einer  andern  divcrgirL  Wenr 
gebildete  Reihe,  sowie  die  aus  den  negativen  Gl 
so  ist  es  doch  möglich,  dass,  wenn  man  in  eir 
positiven  Glieder  die  negativen  einstreut,  der  < 

der  -als  der  Grenzwerth  der  Differenz  zweier 
aufgefasst  werden  kann,  einen  endlichen  Betri 
Anordnung,  bei  welcher  unter  den  ersten  n 
positiver  oder  negativer  Glieder  sich  finden,  d( 
unendlich  oder  auch  von  einem  andern  endlicl 
ersten  Anordnung.     Die  Reihe 

■s-i-i  +  l-i  +  i 

in  welcher  je  zwei  folgende  Glieder  ungleiche 
convergent;  ihre  Summe  beträgt  /2  (§  13,  Nt 
Glieder  so  an,  dass  man  hinter  je  zwei  positi 
grössten  an  absteigend,  so  entsteht  die  Reihe 

■s'-(i  +  i-i)  +  a  +  t-B  + 

5'  ist  dann  der  Grenzwerth  von 
während  5  der  Grenzwerth  ist  von 
Hieraus  folgt 


und  daher  hat  man 


■i-s 
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gegebene  Salz  auch  auf  die  Bildungen  P —  Q,  aP-¥  Ä( 
dem  man  aus  den  convergenten  Reihen  ap  und  bQ 
aP  +  bQ  erhalten  hat,  kann  man  auf  diese  Reihe  um 
wieder  anwenden  u.  s.  f,;  dadurch  gelangt  man  zu  der 
aP  +  bQ  +  cS  -h  dT  +  .  .  . 
jedoch  mit  der  ausdrücklichen  Einschränkung,  dass  di 
Aggregat  verbundenen  unendlichen  Reihen  nicht  eine  ur 
ein  solcher  Fall  müsste  vielmehr  besonders  untersucht  v 
14.  Multiplication  von  Potenzreihen.  Auf  c 
liehen,  nach  steigenden  Potenzen  einer  Variabein  x  fort 

1.  P  ^  a^  -\-  a^x  ■+■  a^x^   -h  a^x*   + 

2.  Q  =  b^  -i-  6^x  ■+-  b^x^  +  b^x»  + 
wollen  wir  die  gewöhnhchen  Multiphcationsregeln  anwi 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  ordnen;  wir  erhalten 
reihe,  und  es  ist  nun  zu  entscheiden,  ob  die  Summe - 
Produkte  PQ  ist.  Durch  Multiplication  der  Reihen  1. 
Reihe  S,  deren  allgemeines  Glied  ist 

3.  J«+i  =  («o^B  +  a^b^-l  ■+■  a^bn-s  -i-  .  .  -  - 
Durch  Multiplication  der  ersten  »  +  1  Glieder-  der  V 

das  Produkt 

+  (a»^o  +  '»1*1  -t-  «0*1)*^ 
-+■  (ogbo  4-  ajd,  +  tfi*s  +  < 
+  {a,b^  +  a,b,  +  a^b,  +  c 


("•K 

+  On- 

1*1 

+  .  .  + 

{a.b. 

+  a-- 

I*, 

+  .  ..  + 

(«.*, 

+  0«- 

1^ 

+  .  .  + 

+  a,b^x'>'. 
Diese  ersten  a  +  1  Glieder  dieses  Produktes  stimr 


überein.     Setzen   wir  nun   voraus,   dass   die   Reihen  / 
Glieder  enthalten,  und  setzen 

Sh+1  =  J,  +  f,  +  I,  +   .   .   .   4-  j 

so  ist 

5.  5,+l    <    Pn+l  ■  <2-+l  ■ 

Die  Glieder,    welche  in  4.    auf  das  {«  +  l)te  folgi 
Glieder 

^■+2'      ^■+9>      ■    ■    ■   H»+l'> 

folglich  ist 

Vertauschen  wir  in  5.  «  gegen  2«,  so  erhalten  w 
Begrenzung 

.^-+102,+!  >  •52~+i  >  -P,+i  C.- 
Für ein  unendhch  wachsendes  «  wird 

um  P2.-^iQ2n+i  =  //mä+i<2,+i  =  PQ,      h 
daher  folgt 
____^  S  ^  PQ. 

*)  VergL  SCKLOEHILCH,  Compendium  der  höheren  Analysis, 
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•^S\  Dies  ergiebt:     Wenn   für   den    Werth  x   die 

^  ^'(«,  n)  und  i^"{x,  «)  endlich  und  stetig  sind  ui 

Vr^-.  R{x,  h)  »  T"(^  +  »i'*.  1)  +  ?"(:c  +  &,A,  2)  + 

g,  für    ein    hinlänglich    kleines    positives  h    und 

|r''  brochene  %  convergirt,  so  folgt  aus  der  conve 

&  5W  -  ,(.,  1)  +  ,(:,,  2)  +  ,(*, 

gf  die  neue  convergente  Reihe 

^.:  Tjä    -    TV.     1)    +    »'(«.    2)  +  »'(« 

%  IG.   Als  Beispiel  betrachten  wir  zunächst  die  Po! 

^■;  Das  allgemeine  Glied  derselben  ist 

s~  hieraus  folgt 

P:-  ?"(*,  «)  =  (-])-»(2«-2)ä 

^^  Ä(:c,  Ä)=_  2(a:+  &jA)+  4(:(  +  »,Ä)»-6(*  + 

^  '  Die  Reihe  der  absoluten  Werthe  ist 

|;  2(«  H-  »,A)  +  ^{x  +  »,*)»  +  6(«  +  » 

£  '  Setet  man  iUr  die  ft  den  grössten  Werth,  nämlick 

Bf'  eine  Reihe,  welche  convergirt,  so  lange  —  1  <  (j: 

g-  daher   auch  R{x,  A);    folglich   ist  der  Differentialqui 

%  Summe  der  DifTerentialquotienten  der  einzelnen  Reih 

B  Die  Summe  der  rechts  stehenden  Reihe  ist  bek 

If  hat  daher 


dS{x)       1_ 

dx     ""  1  -f-  j 


f 


so  folgt,  dass 


rf  (5  —  «rc  ^3«^  X) 


dx 

dass  also  5  —  arctungx  gleich  eine  von  x  unabhän 
kann  dieselbe  bestimmen,  indem  man  Hir  einen  j 
X  =  x^  die  Differenz  S^  —  arctangx^  berechnet;  s 
erhält  man  S^  =  0,     arcbingx^  ^  0,  und  hieraus  : 


a 

ctangx  = 

er- 

T +  T 

-T  +  T---- 

Für 

X  =  -k-  \ 

folgt 

hieraus 

eine  III 

r  Beiechnunf 

Jt 
4 

=  1- 

i  +  i 

-t+i  + 

17. 

Die  Reihe 

X 

1  «■ 

1  ■  3 

«'        1  ■  S • 

T  = 

T  + 

2T  + 

2-4 

5   +S.4. 

convergirt  fllr 

- 

1    <  X 

<  +  1. 

SS'*  Differentialrechnu 

'■^.  Die  unendliche  Reihe 

■S  =  ?,+?,+  ?B  +  .-.  -I- 
theilen  wir  In 

f:--  5,  =  ?,  +  y,  +  . 

und  J?  =  ^,+1  -+-  q.+2 

wir  nehmen  an,  dass  5,  durch  direkte  Summa 

gUeder  gefunden  sei  und  suchen  einen  angenäneixen  wenn  aes  ki 

zu  bestimme  man  die  beiden  Functionen  ip{«)  und/(«)  so,  dass 

1.  lim<t{n)  -  y.  =  0, 

2.  limf(n)  =  1 , 

3.  /C«)  =  /^  .pC)  -  7(«+l)- 


?^ 


Es  wird  sich  später  zeigen,  wie  sich  f  und  _/"  diesen  Bedingungen  entspreche 
bestimmen  lassen.    Aus  den  Gleichungen 

/(«  +  1)  q^+2  =  <p{«  +  1)  ?>+i  —  ?(«  +  2)  ?,+2 , 
/(«  +  2J  y,+8  =  ?(«  +  2)  y«+ä  —  tC«  +  3)  ?-+3 , 


/(«  +  *)?,+*+!=  ?(»  +  *)?■+*  —  ^(m-i-t- 1)  ?«+*+! 

erhält  man  durch  Addition 

/(«}?«+!  +/(«+l)y,+3  +  .  .  .  +/(«  +  A)^,+i+i  =  9{«)y.  —  t(«  +  *  +  1)?.+» 

Lässt  man  n  unbegrenzt  wachsen,  so  folgt  in  Rücksicht  auf  1. 

<p(»)  y,  =  /(«)  y,+,  -H  /{«  +  1)  y,^  +  /(«  +  2)  ?»+3  -(-  .  .  .  . 
Ist  nun 

/(«)  >/(«+!)  >/(«  +  2)  >■■.>! 
so  ist  R  <  /(«)  ^,+1  +  /(«  +  1)  ^,+3  +  .  .  .  . 

und  zugleich 

*  >  ?.+!  +    /(,)   ?■*'  •<-  ;^7:n)»'+«  +  •  ■  ■ 

Man  hat  somit  für  S  die  Begrenzung 

4.  ^M±L. 

Wenn  hingegen 

/(«)  <  /(«  +  1)<  /(«  +  2)  <  .  .  .  <   1 , 
so  hat  man  umgekehrt 

5.  ,(.),.  <Jf<?^. 

Die  Functionen  f  und  /  kann  man  in  folgender  Weise  entsprechend  di 
Bedingungen  1.,  2.,  3.  erhalten.  Man  seUe  lUr  (p(«)  eine  algebraische  rationa 
gebrochene  Function  von  «,  etwa 

,  ,  ,  a. «/-»  +  a.  nP-^  +  .  .  +  a* 

6.  ,(«)  =  .-«  +  .„+  ^+\^^,^r+'^,,,-2  +  ..^\^- 

Entwickelt  man  durch  Division  den  Bruch  nach  steigenden  Potenzen  ' 
1  :  «,  so  erhält  man  * 

7  ( \        '  £l       fi      £i      ^ 

Femer  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  der  Quotient  q^ :  j,+i  in  folf» 
Reihe  entwickeln  lässt 
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*'■ 


hr,(«,+0  +  ^,C«, 


-7)H 


3("S 


^0«»  +  ',(«8-0  +  '«(«1+8)  +  '»(«, 

fo'^i«  +  ',(«9+1)  +  '»(«s-9)  +  ^, 
Hfji  («5+126) +  <:s(a4--126)  +  <-,Coij +84 

Die  Zahlen  c',  c^,  c^  .  .  .  kann  man  nun  so 
genUgt  wird,  und  dass  möglichst  viele  Glieder 
füllung  dieser  Bestimmungen  muss  man  die  G 
erhält  somit  flir  jede  Reihe  eine  besondere  Bes 
die  Goeflicienten  bestimmt 


so  hat  man  den  Bruch  (C) 


gj«^-^  +  . 


der  Reihe  gleichzusetzen 

<r,        f*         c* 

Man  erhält  dann  die  Gleichung 
öj«/-i  +  . .  +  öjt  =  («'  +  i, «'-'  +  -  .  +  ^/ 

Setzt  man  die  Coefficienten  gleich  hoher  I 
dieser  Gleichung  einander  gleich,  so  erhält  mar 
a.  =  *".  , 


■  h^i 


a^  =  Cf      +  ^j  Cf-\  +  . 
0  =  t>+i  +  ^1  f>      +  ■ 

0   =   <>+2  +    *,  <>+l   +    ■ 


0  =   i-2/>     +    ^i^Sz-l  +    ■ 

Aus  den  letzten  p  dieser  Gleichungen  erhä 


'.  und  mit  HUlfe  derselben  aus  dem  ersten^  die 


19.   Als  Beispiel  hierzu  wollen 
Reihe  berechnen 
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Hieraus  findet  man  schliesslich  ebenfalls  auf  7 
I  =  0,392  699  1. 

Um  dieselbe  Genauigkeit  durch  direkte  Sutnn 
beneii  unendlichen  Reihe  zu  erlangen,  hätte  mai 
nehmen  müssen,  bis  man  1:(4«— 3)(4« — 1)  kl< 
(4«  —  l)  grösser  als  10'  erhalten  hätte;  bei  dem  C 

1 1^ 

3001  ■  3003  ~  (4  ■  751  —  3)  (4  ■ 
wäre  dies  noch  nicht  erreicht  worden;  man  liätte  z 
berechnen  mtissen,  um  zu  dem  Ziele  zu  gelangen,  i 
ständltche  Rechnung  nach  Kummer's  Methode  errei 


20.  Methode  der  unbestimmten  Coeffic 
weisen  kann,  dass  eine  Fimction  /{x)  innerhalb  gew 
X  sich  in  eine  Potenzreihe 

1.  J{x)  =  Aa-\-  A,x  -\-  A,x'  -+-  A. 

entwickeln  lässt,  die  Anwendung  des  TAVLOR'schen 
fachen  Differentiationen  ungeeignet  erscheint ,  so 
Benutzung  der  Besonderheiten  von/'(jr)  oh  eine  Re 
aufstellen,  aus  denen  sich  ^q,  A,,  A^,  A^  .  .  erg 
zu,  eine  beliebige  Anzahl  der  Coefficienten  von  A 
der  Fortgang  der  Rechnung  mit  Sicherheit  überse 
allgemeine  Glied  finden,  während  man  im  Gegenfal 
muss,  jeden  einzelnen  Coefficienten  zu  ermitteln. 

Geht  man  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  / 
und  +  ^it  liegenden  x,  für  welche  kein  Differendal 
gross  wird,  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden  '. 
tangx  ^  A^  +  A^^x  -i-  A^x^  +  . 
so  ist  zunächst  sicher,  dass  W^  =  0  ist,  da  tangx 
Da  ferner  x  und  tangx  zugleich  das  Vorzeichen  w« 
^j  ^=  v4j  T=  ^g  =  .  .  =  -42«  = 

Die  Reihenentwicklung  beschränkt  sich  daher  a 
Exponenten, 

tangx  =.  A^x  +  A^x*  ■+■  Af^x''  ■+■ 

Benutzt  man  die  Gleichung 

sinx  =  tangx  cosx , 
und  setzt  filr  sinx  und  cosx  die  früher  gefundener 
erhält  man 


\'-T\*T\- 

7!  "^  91  ■ 

=  (^A^x  +  Ä^x*  +  A^x-'  + 

•  •)('-!; 

Führt  man  links  die  Multiplicatio 

n  aus  und  vi 

ficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x. 

so  erhält  mj 

Gleichungen 

^,    =    1  .      ^S 

„^^ 


;.'•*> 


i!« 


,'n^ 
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f.V  ( 


\J 


g  17.    Unendliche  Produkte. 

1.    Bekanntlich  ist 

sin  3u  =  3  sinu  —  4  sin^u , 

cos  Zu  =  AiCos^u  —  ZcosUf 

sinbu  =  smSucos2u  -+-  sin^ucosSu , 

=  sinSu  (1  —  2  sin^ u)  H-  2sin  u  (4  r^y*  u  —  3  cos^  u) , 

=  5  sin  u  —  20sin^u  -h  16  sin^  u  . 

Auf  Grund  dieser  Formeln  kann  man  den  Nachweis  dafür  versuchen,  dassj 

für  ein  ungerades  \l 

I.  sin]LU  =  A^sinu  -+-  A^sin^u  -h  A^sin^u  -+-  .  .  -4-  A^—isinv-u. 

Man  hat  zunächst 

sin{2n  -h  1)  «  =  sin(2n  —  1)  »  •  r^j2»  -f-  cos{2n  —  \)u  -  sin%u 

=  sini^n — \)U'{\   —^sin^ü)  -h  2c<?s{2n— l)u  -  cosusinu. 

Die  Entscheidung  darüber,  ob  sich  sin{2n -h  l)u  nach  ungeraden  Potenzcn| 

von    sinu    entwickeln    lässt,     hängt    somit    davon    ab,     ob    sin{2n  —  1)«   und 

cos{2n  —  l)u  '  cosu  '  sinu  diese  Entwicklung  zulassen.    Für  das  letztere  Produkt j 

hat  man 

c-os(2n^\)u  -cosu  =  cos{2n—3)u  •  cosu  -  {l  —  2sin^u)  —  2j/«(2«  — 3)tt(l— jw**).| 

Wenn  sich  also  sin{2n  —  3)»,     cos{2n  —  3)  u  >  cosu  •  sinu  und  sin{2n  —  i)i$\ 

gemäss  1.  entwickeln  lassen,  so  ist  diese  Entwicklung  auch  für  sin{2n-^  \)u  und| 

cos{2n  —  i)u  '  cosu  sinu  nachgewiesen.     Da  sie  nun  für 

sinSu,     cos 3 u  cosu  sinu ,     sinbu 
gilt,  so  gilt  sie  allgemein. 

Aus  der  Gleichung  1.  folgt 


2. 


sin\LU 


=  Aa  -\-  A^sin^  «  -h  .  .  .  -H  Au.—i  sinv-^^u  . 


3. 


sinu 

Geht  man  zur  Grenze  für  z^  =  0  über,  so  erhält  man 

u 

=  \^ 


,.     sinvku           ,.    sm)LU 
An  =  am  — ; =  [k/tm ■ — 


0 


smu  ]iu       stnju 

Bezeichnet  man  mit  «j,  «j,   .  .  .  u^—\  die  Werthe  von  «,   für  welche 

rechte  Seite  der  Gleichung  2.  verschwindet,  so  ist 
sin  \L  u 


4. 


=  A^~\{sinuy^  —  sinu)  {sinu 2  —  sinu)  .  .  .  {sinu^—i  —  sinu)  n 


5. 


stnu 
Ferner  folgt  aus  2.  und  3. 

|JL  =  A^-\sinu^  sinu^  sinu^  .  .  .  sinu^-\ , 
und  durch  Division  aus  4.  durch  5.  * 

££^  =.  (1  _  f?L«  \  (1  _  'I^\  (,  _  £^)  . .  f  1  _  Jn!L.\ 

^smu        \         sinu^J  \         stnu^j  \         stnu^j        \  smu^-\) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet  für  die  yi  —  1  von  einander 

verschiedenen  Bogen 

27r  35  ^(fx  ~  J)iT 

V-  V-  V-  P- 

7:  2i:  3ir  ^(jt  —  1)  1: 

,  '~~        ,  ■"""        ,  .  .  •  ——  . 

JX  |X  jx  p. 

Setzt  man  diese  Werthe  für  u^  ...  u^-\,  so  kann  man  die  aus  je  zwei   nt- 

gegengesetzt  gleichen  Bogen  entstehenden  Faktoren  vereinen  und  erhält 

»3 


^SW  t4-i  r  stn*  U  -1 

1  —     .  ^r.        1  —  T72«     ... 
^       —  I  stn^  —  I 


sin^  u 


1 


stn^^^ 


l)r 


2^ 


m* 


'•:*' 


iL\ 


H      r 


L''C' 


';>•- 


5*4 


13. 


Rn>    l    - 
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p»  —  2«  —  1 


^M' 


Stfl' 


n  -h  1 


n 


Für  einen  unendlich  grossen  Werth  von  n  ist 

■ 

Daher  folgt  aus  12.  und  13. 

limRn  =  1  . 
Folglich  bleibt  8.  auch  flir  jn  =  «»  gültig;  da  nun 


TT 
P 


O  1\  •    «     ^  /•  5    P«  —  2«—   1  ^ 

2«  —  1)  •  sin*  —  =  hm  x^ ^-s =  0 . 

'  p«  p'«' 


lim 


ü 

stn  — 


AT 


SO  hat  man  in  Rücksicht  auf  9. 

14.  sinx  =  ^(l  -  |:j  (l  -  ;^)  (l  _  ^)  (l  _  ^,) 

gültig  fiir  jeden  endlichen  Werth  von  x* 

IC  .  1 

Setzt  man  :ip  =  -^j  so  ist  sinx  =  ^,  und  man  hat 


und  daher 


1 
2 

IC 

3 


IC     ö_^     1I>13     17-19     23-25 
6  '    6»    *     12«     '     18«     ■     24« 

6«         12»  18«  24» 


5.7     11.  13     17-19     23-25  '  ' 


IC 


Für  ^  =  —    erhält   man  das  schwächer  convergirende  unendliche  Produkt 

-  —  _?!_    _ii.     _^    -^ 

2  ■"  1  .3  '  3^  '  5.7  '  7^      ■  ■  ' 

2.    Aus  der  im  Eingange  des  vorigen  Abschnitts  gemachten  Bemerkung  ist 

ersichtlich,    dass  man    cos ^u  cos u    für  jedes    ungerade    ganze    yi    nach    gerades 

Potenzen  von  sinu  entwickeln  kann,  in  der  Form 

1.  cos^ucosu  =:  Bq  -h  B^sin^u  -h  B^sin^u  -h  .  .  -*-  B^+isin^'^'^u, 
Setzt  man  «^  =  0,  so  erhält  man 

2.  ^0  =  1- 

Sind  wieder  Wj,  »g»  ^3  •  •  "i*+i  ^^^  Werthe  von  «,  für  welche  die  rechte 
Seite  von  1.  verschwindet,  so  hat  man 

cos[>,u  '  cosu  =  B^j^\{sinu^  —  sinu)  {sinu ^  —  sinu)  .  .  (sinu^-^-x  —  sinu). 
Ferner  folgt  aus  1.  und  2. 

1   =  By^+iSinu^sinu^  .  .  sinu^^\, 
folglich  ist 

/.        sinu  \  /.        sinu  \  (         sinu      \ 

3.  COSU.U  cosu   =    I  1   —   — I   I  1 : I    ...    I  1 r I  . 

'^  \         stnu^j  \         stnuj  \         stnu^+ij 

Die  linke  Seite  verschwindet  für  die  von  einander  verschiedenen  Bogen 

7c  3tc  5ic  jjLir 

2^'        2]i'        ^'  '  '  '        2ii' 

r  37:  5ic  p,T 

~^'  '  '  '  "2^' 


u  = 


2ji'        2|jl' 
Daher  ist,  wenn  man  noch  ^u  mit  x  vertauscht 


■.i:sii 


iTTy 


-'■■  ■-■•  \ 


.':  < 


?^X. 


*?i.- 


566 


Di  fTerentialrechnung. 


gegen  Grenzwerthe,  die  endlich  und  von  Null  verschieden  sind 
Jeder  Faktor  des  Produktes 

/>,  =  (1  -  u,)  (1  —  //g)  •  •  •  d  —  ««) 
ist  nach  der  Voraussetzung  ein  echter  Bruch;  daher  ist  P„  <   1   und  nimmt  ab, 
wenn  n  wächst.     Ferner  kann  man,   wenn  nur  n  gross  genug  ist,  m  <i  n  immer 
so  wählen,  dass 

kleiner  ist  als  ein  gegebener  Bruch  e.     Man  hat 

-ifU 


Pn 


(1  -  »..) 


also  'p~  ^  ^  ~  (««+1  +  »««+2  +  • 

Nach  der  Voraussetzung  ist  daher 

Hieraus  folgt,   dass  sich  Pn  einer  positiven,   von  Null  verschiedenen  Grenze 
nähert.     Setzt  man  F  =  Fn  '  Rn^  so  hat  man  die  Ungleichung 

1     >    y?«    >     1     —  (««-+-1  -\r  Un+1  -+-...)• 

Nach  der  Voraussetzung  nähert  sich  die  Reihe 

mit  wachsendem  //  der  Grenze  Null;  je  grösser  n  ist,  um  so  weniger  ist  alsoÄ, 
von  der  Einheit  verschieden.  Das  Produkt  F„  stimmt  daher  mit  einem  be- 
stimmten positiven  Grenzwerth  F  um  so  genauer  und  bis  zu  jedem  Grade  derj 
Genauigkeit  überein,  je  grösser  man  n  wählt. 
Ferner  ist 


1 


und  daher 


1   -h  u 


u 


1 


u 


Q-y    \  +' « J y    1  +  uj y    r  +  «3J 


Da  nun  di^  Reihe 


u, 


u 


1   H-  «1 


2 


». 


1   -h  u. 


1    -h  «3 


mit  der  Reihe  »^  -h  //^  ~^  ^3  "^  •  •  •  •  convergirt,  so  folgt,  dass   1  :  Q  conver- 
girt  und  einen  endlichen  Grenzwerthe  hat.     Dabei  ist  zu  bemerken,  dass 

Qu   =  (1  -f-  u;)  (1  -1-  »2)  (1  4-  W3)  .  .  .  .  (l-h  ««) 
sich   dem  Grenzwerthe   ^  nähert,    indem  es  bei  zunehmendem  n  unaufhörlich 
wächst. 

Wenn  dagegen  die  Reihe  der  positiven  echten  Brüche 


Wj    -h   u.,    -h   «3 


divergirt,  so  divergiren  die  unendlichen  Produkte 

F=    (l_«,)(l_«3)(l-«3) , 

ö   =   (1  -i-  «1)  (1  -h  u^  (1  -h  «3)   .   .   .   . 
und  zwar  nähern  sich 

Fn  =   (1  —  /^i)  ...   (1  —  ««)     und     Qn  ^=^  {\  -¥  «1) 
mit  wachsendem  n  bez.  den  Grenzen  0  und  00. 
Man  hat  zunächst 

Qn    >    1    -h    («1    H-  «2   -♦"    •    •    •    ^«)  • 


(1  -H  «.) 


Da  nun  «j 


2/. 


Un  mit  «  unendlich  wächst,   so  folgt,  dass    ich 


Ö«  mit  n  unendlich  gross  wird. 


^ 


i^'; 


??.b'".     V'r* 


fc*.t    •       • 


^ 


"■i*'  ■  ' 


^v-; 


ki.'V 


'i-   * 


*?■ 


■a*  ' 
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Anhang. 

Wir  geben  anhangsweise  eine  schärfere  Ableitung  der  in  §  4,  No.  9  und 
§  5,  No.  1  benutzten  Grenzbestimmnng 

,.    I^(x  -\-  ^x,  y-\-  Aj^)  —  F{x  -h  ^x,  y)        dF[x,  y) 
^'^  Yy  =        dy       ' 

die  dem  gleichzeitigen  Verschwinden  von  Lx  und  A^  Rechnung  trägt. 

Die  Function  f{pc)  wächst  oder  nimmt  ab,  sobald  df :  dx  positiv  oder  negatif 
ist;  ist  df :  dx  stetig,  so  kann  ein  Uebergang  vom  Wachsthum  zur  Abnahme 
oder  umgekehrt  nur  für  solche  Werthe  der  Variabein  eintreten,  für  welche 
df :  dx  verschwindet. 

Ein  Curvenast  y  =1  f^{x)    und   der  Differentialquotient   d^ :  dx   seien  stetig 

zwischen  den  Punkten  F  und  -Pj,  die  zu  den  Abscissen  x  und  x  -^  Lx  gehören. 

Der  Punkt  der  Strecke  PP^^  dessen  Abscisse  jc  +  eAjc  ist  (e  <  1),  hat  die  Ordinate 

<p(jt)  H-   %\^{x  -h  t^x)  —  cp(ä:)]  =  (1  —  £)(p(:r)  -h  e<p(^  -h  ^x). 

Der  Unterschied  u  dieser  Ordinate  und  der  zu  derselben  Abscisse  gehörigen 

Curvenordinate  ist 

u  =  r^(x  -4-  eAx)  —  (1  —  e)?C^)  —  ^tC«^  "♦"  ^•^)  • 
Diese  Grösse  verschwindet  fiir  e  =  0  und  e  =  1 ;   folglich  giebt  es  einen 
positiven  echten  Bruch  e,  für  welchen 

du        d^(x 

Jz  ^ 
Da  nun 

d^{x  -f-  %bix)         d^{x  -f-  z^x) 


1. 


dz 


-h  ^{x)  —  (p(jc  4-  ^x)  =  0  . 


dz 


dx 


•  A 


X 


so  folgt  aus  1. 
2. 


<p(jc  +  Ax)  —  ^{x)  =  A^ 


Ersetzt  man  hierin  x  durch  y  und  (p(jc)  durch  7^(jc  -|-  Ajc,  y)^  so  erhält  man 

sofort 

cF{x  -\-  Ajc,  _y  -h  z^y) 


F{x  4-  Aj:,  7  -h  Aj/)  —  7^(:i;  -H  Ajc,  7)  =  Aj' 


cy 


Dividirt    man    beide  Seiten    durch  A_y  und  geht  dann  zur  Grenze  fiir  ver- 
ch windende  Werthe  \x  und  ^y  über,  so  erhält  man 

F{x  -H  Aar,  y  -{-  A^')  —  F{x  -l-  Aa:,  j/)        ^/^(jc,  >') 


lim 


Aj/ 


aj- 


j 


^y^fr: 


-^.-•^   V 


ix>'- ' 
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=  0. 


//x  •      äx 

Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz  ^(x)  —  ^(x)  eine  von  x  unabhängige  Con- 

stantc  ist;  man  hat  daher 

f^(x)  —  F(x)  =  C,     oder    +(.r)  =  F{x)  -4-  C. 

Die  Function  F{x),   welche  keine  willkürliche  Constante  enthält,  bezeichnet 
man  als  ein  particulares  Integral  von /(x)  dx]  und  dem  gegenüber  /'(a:)-f-C, 
als    das    allgemeine    Integral.     Das    allgemeine  Integral    geht   daher  ans 
einem  particularen  durch  Hinzufügung  einer  willkürlichen  Constantci 
hervor. 

3.  Nach  No.  1  fuhrt  jede  Differential formel  auf  eine  Integralformel.  Abs 
den  Differentialen  der  einfachen  Functionen  erhält  man  die  G rund formcln  der 
Integralrechnung: 


1. 


2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


9. 


/-=/*  +  c, 

je^^iix  ^  e^    -I-  C, 
\cosxdx  =  sinx  -h  6\ 

Isinxdx  = 

/dx 

j   sin^x 

r  dx 

f    dx 


denn 


d — —T=x**'dx\     w^  — 1, 


cosx 


c. 


c, 


eotx 


arc  stHx 


c, 


c, 


arctangx  -h  C, 


»> 


II 


II 


II 


if 


ii 


n 


rt 


m-h  1 


d/x  = 


//JC 


dsinx  =  cosxdx'y 

d{— cosx)  =  sinxdx] 

dx 


dtangx  = 


cos^x  * 


dcotx  =  — 


//o: 


sin^x  ' 


d arc  sinx  = 


^j: 


dx 


d arctangx  -=  j       ^^  1 


Bekanntlich  ist 


arcstnx  H-  arc  cosx  =  ^ 


IC 


und  daher   örr  x/»  jc  =  —  —  ^ir^  r<7j  jc  . 

Man  kann  daher  8.  ersetzen  durch 

/'      dx 
10.  /  :  =  —  arc  cos  x  -h  C, , 


in  Uebcreinstimmung  mit  der  Differential  formel 

d arc  cosx  =  — 


dx 


yi  —  "x«' 
Eine  ähnliche  Bemerkung  gilt  bezüglich  der  Formel  9.;  da  man  hat 


IC 


arctangx  =  ^  —  arc  cot  Xy 


so  folgt  aus  9. 

C     dx 

in  Uebereinstimmung  mit 


arc  cot  X 


c,. 


tegralreChnuDg. 

len   verschwindenden  Werth  von  A;i;  UbeT,  so 

mf{x  +  (tia:)  ,     folglich 
[x)     oder     dF  =  f{x)  dx . 

!x  =  F  -h  Comt. 

^  die  Fläche  P  —  und  damit  also  das  Inlegnl 

timmt  werden  kann. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  dit 
Curve  von  A  bis  P  nur  steigt.  Theilen  *ii 
A'P  in  M  gleiche  Theile  8,  so  sind  die  n 
den  Theilpunkten  0,  J,  3  .  .  .  »  gehörigen 
Ordinaten 

f{a),  f{a  +J)^  f{a  +  28),  /{a  +  33)  . 
/(a  +  n-lS).  /{a  +  n8)  —/(*). 
Construirt  man  zwischen  den  Ordinaten 
/{a  +  Ä— 1  8)  und  /(a -j-_*8)  ein  Rechteck  pf 
mit  der  Höhe  /(a  +  i — 1  6)  und  eines  rt 
mit  der  Höhe /(o  +  HS),  so  ist,  da  nach ia 
Voraussetzung 

/(a  +  ;iIT8)  <  /(g  +  A8) , 
der    zwischen  /{a  +  i—l  &)    und   /ffl  +  «) 
als  pj  und  kleiner  als  r^.     Daher  ist 

<  F<  2'-»- 

«)■«,      rj  —/(»  +  *«). 8, 
Xa  +  iS)  -Aa^.i-1■S)]S. 
>  +  !)    -/Wlä, 
■(«  +  2!)  -/(«  +  »)]«, 
■(«  +  3»)  -/(»  +  2J)18, 
•(»  +  4«)  -/(a  +  38)l«, 

Hieraus  folgt  durch  Addition 

2.  2ri  -  2p»  =  [/W  -/WJi. 
Bezeichnet     [i     einen      positiven 

echten  Bruch,   so  folgt  aus  I.  und  % 

3.  /■ -2p.  +  ,.(/(»)  -/W!i. 
Wenn  die  Curve  von  A  bis  Pam 

föllt,  so  nehmen  wir  dieselben  Cto- 
structionen  vor;  da  aber  jetzt 

so  ist  der  zwischen  diesen  Ordinal  n 
enthaltene  Flächen  streifen  kleiner  if 
fi  und  grösser  als  n;  daher  ist  }i  ü 
i.  2p*  >  ./^>  2r*; 


.begriffe  und  Gnindfonneln.  573 

<■)  -/(»  +  8)1«, 

.  +  ä)-/(«  +  28)l!, 

»  +  2  J)  —  /(o  +  38)]  8 , 

«  +  S^8)  _/(a  +  »8)]3. 

'•.  -  [/(«)-/(»)]»■ 

.-c[/W  -/Wlä. 

ts  zur  Grenze  fUr  einen  verschwindend  kleinen 
,  dass,  da  /{a)  und  /{x)  als  endliche  Grössen 

»-/WI8-0, 

+/(«  +  2«)  +  . . .  +/{«  +S=I«)]  8, 
üm'^/ia  +  t»)!. 

und  /'  eine  endliche  Anzahl  Male  vom  Steigen 
n  Steigen  (iberf^ehf,    so  nehmen  wir  ziiiiädist 


\ 

V^ 

/ 

\ 

V 

^ 

y 

; 

\ 

V 

--- 

/ 

•^ 

K-i; 

4 , .- 

■^ 

-> 

'. 

►-- 

'r 

»i 

'1 

-. 

»V 

»y-. 

!ii 

f/ 

1 

1 

\  r 

(U.  301.1 


Heder  die  obige  Construction  vor,  und  zerlegen  dann  durch  die  zu  gewissen 
Tlittipunkten  der  Strecke  A'F"  gehörigen  Ordinalen  die  Fläche  in  solche  Theile 
Fl,  /"j,  .^5,  .  .  .  /",,  innerhalb  deren  die  Curve  nur  steigt  oder  nur  fällt;  diese 
werden  durch  Streifen  getrennt,  deren  jeder  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Ordinaten  liegt  Für  die  Theile  F^  .  .  F,  gilt  dann  die  Formel  7.  Sind  die 
■lAngsoTdinaten  der  trennenden  Streifen,  deren  Anzahl  /  —  I  ist. 


und  die  Flächen 
,10  ist  fUr  jedes  dieser  9 


Tl.  ?i' 


9«   ' 


wobei  Vm  eine  positive  oder  negative  Grösse  bezeichnet,  die  mit  8  zugleich  ver- 
schwindet, Addiren  wir  nun  die  F,  .  .  .  Ff  und  schalten  dazwischen  an  den 
hassenden  Stellen  die  fi-  ft  ■  ■  fi-i  ein,  so  erhalten  wir  für  die  ^anze  Fläche 


=  /im "^/{a  +  *ö) 8  -|-  i^ln{v^  +  v^  +  .  .  +  »,_i } . 


ft^:" 


iäii 


%3r ' 


1^'  • 


i? 


*>  . 

rv 


u< 


^r. 


,■•  *  -  * 
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Wenn  aber  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Grössen  v  jede  einzelne  ver- 
schwindet, so  verschwindet  auch  ihre  Summe,  also  ist 

Ii?n  (z'i  4-  ^2  H-  2^3  -h  .  .  -h  Vt-\)  =  0, 
und  wir  erhalten  somit  die  allgemein  gültige  Gleichung 

«-1 

0 

oder 

n  n—\ 

8.  \/{x)  dx  =  lim  ^f{a  -^  kh)h  -h  Const, 

•^  0 

Eine  Veränderung  innerhalb  der  anfangs  angegebenen  Schranken  der  \*nll- 
kürlichen  Grösse  a  hat,  wie  die  Figur  sofort  zeigt,  den  P>folg,  dass  die  Fläche  f 
um  einen  von  x  unabhängigen  Betrag  zu-  oder  abnimmt;  und  diesen  kann  man 
dann  in  8.  mit  der  willkürlichen  Constanten  vereinigt  denken. 

Den  particularen  Werth  lim  7, f{a  -+-  >6ö)6    nennen  wir  das  zwischen 

0 
den  Grenzen  a  und  x  genommene  bestimmte  Integral  von /(jr)//ji-  und 

X 

bezeichnen  es  mit  /  f{pc)  dx .     Es  gilt  also  die  definirende  Gleichunj 

X 

H       t 


ig 


\f{x)  dx  =  //;//  V/(ör  4-  >C'Ö)  8  . 


a 


Fügt  man  rechts  zur  Vereinfachung  der  Summenformel  den  verschwindenden] 
Summanden /(flf  -h  «5)  ö  hinzu,  so  erhält  man 


9. 


\f{x)  dx  =  lim  2/(a  -h  kh)  5  . 


a 


Die  vorigen  Betrachtungen  zeigen,  wie  dasselbe  angenähert  bestimmt  werden 
kann.  Berechnet  man  für  jeden  der  Theile  /^j,  /^j  •  •  -^'  gemäss  der  Formeln | 
2.  und  5.  die  Grössen 

wobei  c  und  d  die  kleinste  und  die  grösste  Abscisse  irgend  eines  dieser  Theik 
bezeichnen,  so  gewinnt  man  zugleich  ein  Urtheil  über  die  Genauigkeit  des  ang^| 
näherten  Resultats,  sowie  eine  Auskunft  dafür,  wie  klein  8  gewählt  werden  muss, 
damit  der  Fehler  einen  gegebenen  Betrag  nicht  übersteigt. 

In  den  folgenden  Abschnitten  werden  wir  uns  zunächst  mit  solchen  Integralen 
beschäftigen,  die  auf  die  bisher  bekannten  Functionen  führen. 

§  2.    Integral  eines  Pol/noms  und  eines  Produkts.    Einführung  einer 

neuen  Variabein. 

1.    Aus  der  Gleichung 

d{u^  +  «3  -I-  iVj  -+-  .  .  -h  ««)  =  du^  -f-  du^  -h  du^ 
gewinnt  man  durch  Integration 

j{du^  4-  du^  -h  du^  -h  .  .  -f-  dun)  =  «j  H-  »2  "*"  ^3  + 
Hierfür  kann  man  setzen 

j(du^  -f-  du^  -+-  du^  -h  . .  -h  dUn)  =  /^»i   ■+-  j du^  4-  j du^  -+-  •  • 
Daher    der    Satz:     Ein    Polynom    wird    integrirt,    indem    man  je  es 
einzelne  Glied  integrirt. 

Durch  Anwendung  dieses  Satzes  ergiebt  sich  z.  B. 


dun 
4-1^-4-  Consi 


a.   Einfuhrung  einer  nei 

■''--T-T  + 

■dx  =  X  +  f  -i- 
crfa:  =  /*  +  -2"  + 
jsi/ixäx  ^  sinx  ■+ 
tau 


lifferentials    kan 

Integral  mit  eii 

jltiplicirt  (oder  d 


'/'■ 


ich  machen,  wenn 
irden  kann,  als  Jvdi 
eilweisen  Integra 

jxfdx  =  JxJe^  =  xe^  —  Z'-''^-*  =  xe'  —  e*  +  C, 
Ix^e'dx  =  fx^de"  =  x^e'  —  Je^d{x»)  =  f'  (j:«  —  2j:  + 
x^fdx  =  fx^di'  =  x^e'  —  3jx»e^dx  =  ^'(jr^  _  Sx'  -+ 
Allgemein  hat  man 

fx^e^dx  =  Jx-'de*  =  x-^e^  —  mfx^-^fdi 
Femer  ist 
hxdx  =  xlx  —    ixdlx   =  xlx  —  jdx  =  x(ix~  1 

jxlxdx  =  ljjxd(x»)  =  l  x^lx  -  Ijx^dlx  =  ^(2/ 


m 

i'^' 

^^n.^^: 

w 

:  ^  .^ 

^  * 

f"»'" 

1 

^ 

/;> 

' 

i57< 

ß' 


t'^, -' 


Er^  -. 


iT»*=   ..'' 


W. 


i 


i' 
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fx^ixdx  =  ~jlxd{x^)  =  1^^/^  —  iß^^^^  ==  T^^^^""  ^^  "^  ^'' 

/'  1  1     /'  1 

lx^äxdx=  — -^x'^-^^/x  —  — — r  /j^dfA;  =7 — — Ys-ji:«ir+ir(^^_i)/jp_  1]  ^  C, 
/  W4-1  m-hlj  (m-hiy  ^^  ^  J 

Jxcosxdx  =       Jxdsinx   =       xsinx  — Jsinxdx  =       xsinx  -h  ^^^Jr  +  C; 
y^i: «'«  xdx  =^  —  jxdcos  x    =  —  xcosx  H-  Jcosxdx  =  —  xcosx  -h  ««jc  +  C; 
Jx^cosxdx  ^=       fx^dsinx=        x^sinx  —  ^fxsinxdx] 
fx^sinxdx  =  —  Jx^dcosx  =  —  jc^^^jjc  +  ^Jxcosxdx] 
jx^cosxdx  =       Jx^dsinx  =       x'»sinx  —  mfx'^-'^sinxdx ; 

Jx*^sinxdx  =  —  Jx'^dcosx  =  —  a:'«^*?^^:  +  mjx^^'^cosxdx ; 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  gelangt  man  schliesslich  zaj 
einer  vollständigen  Bestimmung  von  Jx'^cosxdx  und  fx^sinxdx, 

4.    Ein  sehr  wichtiges  Mittel  zur  Transformation  von  Integralen  ist  die 
ftihrung  einer  neuen  Variabein.     Um  z.   B.  J{a-^bx)'^dx  zu  bestimme 
setze  man    a  -\-  dx  =  y ,    also    fidx  =  dy]    durch  diese  Substitution  erhält  m 

/'  1  /•  y'«+i 

/(ö  H-  hocf^dx  =    rly^dy  =  ^ 

1 


Auf  gleichem  Wege  ergiebt  sich 

dx 


J  a  '\-  bx  "'  bj      a 


^JC 


■°  /vj 


jc^o: 


Man  erhält  dann 


setze  man  a  -+-  ^^^  =  y  ^    also    ^bxdx  =  ^/y. 


J  i/^^+'T^  "^  2^./  V^y  " 


V~y 


yTy 


c, 


=  ^Yä~-h  bx^  -h  C. 


Ferner  ist 


f. 


1 


//a: 


=,A 


^^//^ 


Setzt  man  e^  =  y,  so  ist  e^dx  =  ^j/,  und  daher 

1  r     dy 


.h 


»— jr 


dx 


-/r 


-  =  arctangy  -h  C, 


=  arc  lang(e*)  -H  C 


*■  • 


§  3.    Integration  rationaler  algebraischer  Functionen. 
1.    Eine  rationale  algebraische  Function  der  Variabein  x  ist  von  der  Foi 

/W  —  ^^^«  _^  ^i^«-l  -h  ^2^«-2  +  .  .  -h  ^«-i^t:  -h  bn  ' 
Ist  die  Function  unecht  gebrochen,   ist  also  m  >-  n,   so  kann  man 
den  Regeln    der  Buchstabenrechnung  den  Zähler  durch  den  Nenner  dividii 
man  erhält  dann  den  Quotienten 

dQX^-"^  -+■  d^x^-^  -h  .  .  .  +  /4-1 


CqX^« 


b^x» 


b^x^-'^ 


r 


itionalei  algebraischer  Functionen. 


daX«-'^  -t-  i/|  j'-i  +  .  .  ■  +  dn-\ 


J     K^- 


F i -,-       dx . 


Das  erste  Integral  rechts  —  das  einer  ganzen  rationalen  algel 
Function  —  ist  nach  den  bisherigen  Regeln  sofort  ausgeführt.  Es  b 
I  nur  noch  die  Integration  einer  echt  gebrochenen  rationalen  algel 
I  Function  zu  untersuchen. 

I       Ehe  wir  hierfür  die  allgemeinen  Regeln  aufstellen,  mögen  einig 
Jle  erledigt  werden. 


f       dx {__Ji L  {    '  V^ 

f_^_dx f         dx  _    f dx 

_  ^_l  fd{x  +  3  —  y5 )  _  /k(fL±_L:L' 

~  2l/5[J      «+3-/5  J      jr+3  +  - 

f     xdx      _  /•     »^»      _  ^»—2)^(1—2)     ra^ 

j«'-4»  +  J-j(»-2)>  +  3-j    (»-2)' +  3    +j(«- 

C  («-t-S)J«     _  /-(«  +  5)Jx    _  A,-4)4»-4)         /• 
j,.  _  8,  +  10  -je*  -  4)»  -  6  -j   (»_  4)>  -  6  -^  "Je. 

2   *  '       21/6     » —  4  +  1/6 

=  -i,-i"  +  ?5*  +  ^)  +  ^- 
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f dx fj^  f      1 

/  ^5  (^  __  3)  —  J  243  \x  — 


^*  -h  3x  -h  9jc»  h-  27  jc  4-  81 


a:* 


=  2i3[^(^-^)-^^ 


3 

vT 


2^« 


jc' 


y 

-1 


+  C. 


Wie  man  sieht,  gelingt  in  allen  diesen  Fällen  die  Integration  dadurch,  dass 
man  die  gebrochene  Function  in  ein  Polynom  von  Brüchen  auflöst,  deren  Nenner 
lineare  Functionen  von  x  oder  (Beispiel  7.  und  8.)  Potenzen  linearer  Functionei 
sind;  die  Zähler  sind  in  dem  ersten  Falle  constant,  im  letzteren  von  minderen 
Grade  als  der  Nenner;  nur  die  Beispiele  3.  und  5.  machen  eine  Ausnahme,  bei 
ihnen  treten  nur  Nenner  von  der  Form  z^  -\-  a  auf,  wobei  a  positiv  ist  Umge- 
kehrt sieht  man,  dass  die  Integration  echt  gebrochener  Functionen  durchfuhrbar 
wäre,  wenn  es  gelänge,  jede  solche  Function  in  der  hier  angegebenen  Weise  io 
Partialbrüche  zu  zerlegen,  d.  i.  in  ein  Polynom  echt  gebrochener  Functionen, , 
deren  Nenner  linear,  oder  quadratisch,  oder  Potenzen  einer  linearen  oder  qua- 
dratischen Function  sind.  Wir  werden  nun  zeigen,  wie  diese  Zerlegung  in  jedem 
Falle  durchgeführt  werden  kann. 

2.  Es  seien  <p(jc)  und  ^{x)  zwei  ganze  Functionen  und  zwar  f^{x)  vom  «ten, 
^{x)  von  niederem  Grade.  Man  zerlege  die  Function  ^(jc)  in  ihre  linearen 
Faktoren;  dies  erfolgt  bekanntlich  durch  Auflösung  der  Gleichung 

Sind  Sj,  E.2,  .  •  •  5«  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  ist  a  der  Coefficient 
von  x^    in  ^(x\  so  ist  dann 

<^{x)  ==  a{x  —  5j)  (x  —  l^)  .  .  .  {x  —  In) . 

Wir  setzen  nun  zunächst  voraus,  dass  sämmtliche  8  von  einander  verschiedei 
sind,  und  suchen  die  Zahlen  ^,,  A^,  ...  -«4«  so  zu  bestimmen,  dass 


-K?) 
?(«) 


A 


3 


-f- 


Durch  Multiplication  mit  r^{x)  erhält  man  hieraus 


+w  ^  ^1 


-h  A, 


^  —  £j 


?(^) 


X  —  ^1  X  —  Q2  "^  —  »« 

Ersetzt   man    in  dieser  Identität  fiir  x  den  besonderen  Werth    Sj,    so  fcr- 
schwinden  rechts  alle  Glieder  vom  zweiten  an,  da  die  Grössen 

alle  den  Faktor  x  —  5i  enthalten.     Für  die  Grösse  ^(jc)  :  {x  —  SJ  verschwinden' 
Zähler  und  Nenner,  der  Werth  dieses  Quotienten  wird  daher  <p'(E)  (DifT.-Rechn., 
§  12).     Somit  gewinnt  man 

und  hieraus  ergiebt  sich  der  gesuchte  Zähler  A^  zu 

In  gleicher  Weise  folget  allgemein 
3.  Ai  = 


Sind  nun  sämmtliche  \  real,  so  sind  auch  alle  A  real  und  man  erhält,  wenn 
man  die  A  \r\  \.  einsetzt  und  integrirt 


4.  m,^^tMn,.^^ 


) 


Hy,(_^^)^..^ii|0,(., 


?'(5,) 


?'(5-) 


)  +  C. 


itionaler  algebraischer  Fmiclioncn.  S79 

Sind  nicht  alle  E  real,  so  treten  eine  gerade  Anzahl  complexer  l  auf,  die 
paanceis  conjugirt  sind.     Wenn  5*  und  St  conjugirt  sind,  so  sind  auch  die  zuge- 

t  hörigen  Zähler  Aa  und  At  conjugirt,  also  von  der  Form  M  ■+-  tN  und  M  —  iN. 
Ist  nun 

I  'u  =  r  +  IS ,     also     %i  =  r  —  is  , 


A,              A, 

(A  + 

A)» 

-  Ai.h.- 

-  Ai,\ 

:« 

»-t.-^«-b- 

~      a:*  - 

-fe  +  W«  + 

S.S. 

Da  nun 

Uh  +  Ath 

=  Mr  +  Ns  ^ 

i{Nr  - 

J/J)    H 

h  Mr  + 

^J 

-  ' 

(A^^  _  Mi^, 

folgt  schliesslich 

Ai,              A, 

Mx 

-  Mr- 

-  A-» 

«-5.  +  «-l 

:    ~  2  ■ 

x^  — 

Irx  -F  r' 

(  -(-  r 

2  ■ 

Daher  ist 

/(.-^ 

'-"/cJ 

(x-r 
—  r)ä 

v«_ 

2jV. 

./(^ 

dx 

=  J//[{;i:  —  r)3  +  j8)  —  2-^.7«  tang  — —  +  C. 
3.   Wir   wenden   uns  nun  zu  dem  Falle,   dass  die  Function  'p(;e)  mehrere 
dche  Kneare  Faktoren  enthält.     Es  sei  (x  —  |,)"  ein  Faktor  von  <p(jr),  also 

fW  -  (*-S,)-T,M. 

ibei  f  1  eine  Function  vom  Grade  («  —  a)  ist.    Wir  versuchen  nun  die  Zerlegung 

'■    ,{x)  -{x-  S,)'»,  W  ~  («  -  S,)'  +  (.  -  E,)"'  +■■+«-  E,  +  T,W 
Hierbei  bezeichnet  \^{x)  eine  Function  von  minderem  Grade,  als  T,(a:). 

c  .  »            »N                e             '          1                    1  -4-  £[« 
Setzt  man*}    x  —  £,   =  — ,    also    x  = 

— ^ L    —      ^     «     -1-      ^      M-l     _!.  J 


n  +E,rt 


Macht  man  die  einzelnen  Theile  jeder  der  Functionen  ip,,  tf  und  ip,  gleich- 
lig  und  vereint  sie  dann,  so  erscheinen  diese  Functionen  als  Quotienten 
ter  Functionen  von  z  von  demselben  Grade,  den  die  ursprünglichen  Functionen 
c  hatten,  dividirt  durch  die  höchste  vorkommende  Potenz  von  z.  Sind  also 
)  und  \x{pi)  vom  Grade  n  —  S  bez.  «  —  a  —  e,  und  bezeichnen  O,,  •!■',  U', 
ze  Functionen  von  den  Graden  n  —  n.,  n  —  ä,  «  —  «  —  e,  so  hat  man 

^  n+s.rt     »iW    ^/i+s,.i_f(.)    ^  rLiiifl  „  i'iW. . 

Daher  wird  aus  2. 

'•  ■-^>- 9^)  =  "''•  +  ■■  + ^-^' *  iaS^.-w;i7y 

oder  einfacher 

Die  Function  4,    kann    nicht  durch   Annullirung   einiger  Coefiicienten   von 
minderem  Grade  als  n  —  i  sein;  denn  den  Wurzeln  z  der  Gleichung 

*)  DÖLP,    Aufgabea    im  Differential-  und  Integralrechnung,    nebst  den  Resultalen  und  den 
Eur  Lotung  nöthigen  thearetiscben  Erläuteruagen.     Giesseo   1S69.     pag.    Sl. 
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0,(^) 


5« 


— o 


=  0 


entsprechen  die  Wurzeln  der  Gleichung  <^i{x)  =  0;  davon  sind  aber  die  «-i 
Wurzeln  ä  =  00  von  4.  auszunehmen,  denn  sie  liefern  x  —  5^  =  1:^=1), 
also  ^  ==  Sj  während  nach  der  Voraussetzung  die  Function  ^^{x)  den  Faktor 
X  —  Sj  nicht  besitzt.  Um  die  n  —  a  Wurzeln  von  ?pj  (jc)  =  0  zu  erhalten,  ha 
man  also  nur  die  Wurzeln  von  ^i{z)  =  0  zu  ermitteln  und  in  x  —  \^  =  l:i 
einzusetzen.  Verschwänden  nun  die  Coefficienten  von  5«-«,  is*«— «-1,  5*-«-2,  ... 
zn-'x-x  in  0,(0),  so  würde  die  Gleichung  <I),(jer)  =  0  k  gleiche  Wurzeln  z  —  oa 
haben,  im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung,  wie  soeben  gezeigt  wurde. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  ersichtlich,  dass  ^\z)  und  V,  («)  nicht  von 
minderem  Grade  als  n  —  8,  bez.  n  —  a  —  e  ausfallen  können;  mithin  ist  «^'(«. 
vom  Grade  n  und  ä«  ^\  (z)  vom  Grade  n  —  a . 

Man  erhält  daher  die  Darstellung  3.,  indem  man  die  algebraische  Division 
z^^{z):^\{z)  nach  fallenden  Potenzen  von  z  geordnet  ausführt. 

Das  höchste  Glied  des  Quotienten  ist  AqZ^\  man  berechnet  ihn  bis  zu  dem 
Gliede  -^«-12?.     Der  Rest  ist  vom  Grade  n  —  a,  und  ist  die  Function 

z^  ^\  {z) . 

Substituirt  man  in 


4. 


(D,W 


für  z  rückwärts  wieder  den  Werth  jj  =  1  :  (^ —  ^i),  so  geht  4.  in  +i(jc):?iW 
über;  somit  ist  nun  ^^^  bekannt.  Hat  nun  ^j  (x)  lauter  ungleiche  lineare  Faktoren, 
so  wird  ^\{x)\^^{x)  nach  No.  2  weiter  zerlegt;  enthält  hingegen  <p,(.v)  noch) 
mehrfache  lineare  Faktoren,  so  hat  man  die  soeben  gegebene  Entwicklung  m\ 
wiederholen.     Ist 

so  erhält  man  schliesslich 

^1 


t(*) 


(*-5,)« 


5. 


{X  -  5,)«-' 
^1 


{X  -  ?,)?  ^  {X-  5,)ß-i 


B^-1 


i«-i 


B^-\ 


(*-$,)«  ^  x-\ 


R. 


R, 


R.- 


p-2 


Ä 


P--1 


(*  -  Sr)?  {X-   S.)P-l   ^  •  •  •    '     (*  -  \rY    "      *  -  f 

Sind  nun  alle  5i  •  •  Ir  real,  so  ist  mit  dieser  Zerlegung  auch  die  Integration 
von  [<j»(*) :  9>(*)]  (/*  erledigt;  man  erhält 

(a-2)^, 


7?w 


^^^^^„(«-O^o 


^.-2 


6. 


(X  -  5,)P-t         (^  -  5,)P-2 


^._,/(:f-{,l 


*  —  ^1 


(p-l)Äo        (p-2)i?, 


-ffp-2 


JPp_,  1{X  -  1,1. 


4.  Ist  l^  =  r  -t-  is  und  enthält  ^  den  Faktor  {x  —  r  —  isy,  so  enthi  t  j 
auch  den  conjugirten  Faktor  {x  —  r  —  /V)m-;  beide  Faktoren  geben  vereint  ien 
Faktor 


f-y. 

U4 


raischer  Func 
nn   immer 

I  wobei  f  ,(:c)  das  Produkt  der  Faktoren  bezeichnet,  die  in 
[  enthalten  sind. 

Multipticirt  man  nämlich  in   I.  beide  Seiten  mit  [{x 
'  man,  wenn  man  (a:  —  r)*  +  s^  zur  Abkürzung  mit  (/  b» 

Ersetzt  man   hier  .r  durch  r  +  is,  so  verschwindei 
^  nimmt  die  linke  Seite  dabei  den  complexen  Werth  J/p 
"3.  M„  +  iJVa  =  ^o(''  -t-  ")  +  ^» 

;         Durch  Vergleichung  der  realen   und  imaginären  Thi 

A^  =  -^,      B^  =  M,  ^  j  JV 

Function  <^{x)  —  f^  (x)  {A^x  -+-  B^)  verschwinde 
4.  haben,  und  x  durch  ;,  ersetzt  wird;  hieraus  ft 
tor  X  —  J,  hat;  sie  bat  daher  auch  den  conj 
theilbar  durch  das  Produkt  dieser  beiden  Faktort 
^on    aus,   und   bezeichnet  den  Quotienten  mit  / 

+W  -  f.WC^.^  +  Ä.)  =■  u-r, 

t  man  dies  in  2.  ein.  so  enthalten  alle  Glieder  d 
Entfernung  desselben  bleibt 

(■«)  ' 

■  t,  W 

I  hier  x  =  €,,  so  erhält  man 

X.«.) 

aus  wie  bei  3.  und  4.  durch  Sonderung  des  Rea 

A^    und  B, . 

ch  wiederholte  Anwendung  dieses  In  der  AiisAlhr 
iz  elementaren  und  durchsichtigen  Verfahrens  g 


■  Ä,   +  {A,x  +  l!,)l/  +  {A,, 


A5,  ■ 


ist  klar,  dass  man  ein  gleiches  Veifahren  aucli 
en  anwenden  könnte. 

Für  den  Fall,   dass  ^{xj  mehrfache  cnmplexe  Fi 
iniegraDon  von  (i|* :  i>)  dx  daher  auf  die  Entwicklung  der 


2  dx        und        2.  /  fr— 


e  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.    Das  Integral 
rl*Jß*Ar,^^ 


-j 


(x-r)'  +, 
f  l[l.x  -  r}'  +  ,'l  - 


<^-7  ..-'k 


w, - 


Kf  >  ■ 


L.«-f>I  .  1 


gt>V, 


r 
■  ^ 

i 


-V> 


85^^ 


■'J'': 


-*  » 


1^.:. 


f^ 


Sil*' 


•». 


,'■-!•■ 


iÄ\-" 


Integralrechnung. 


Für  das  zweite  erhält  man  die  Zerlegung* 
Ax  -{-  B  ,  .  r     (x  —  r)dx 


'  k-- 


ry  -+-  ^2] 


21» 


dx 


=4/^ 


Nun  ist 


5. 


r)  ^;i: 


A-)^  -^  5« 


1 


p^^^^^^'I/k^-^^^^ 


J[(^^^)2^,.>], 


2(«— 1)     [(:r— ^)2-hJ»]''-l  ' 


also  erübrigt  noch  die  Ausführung  des  Integrals 

dx 


j[(^- 


r)3  -4-  j»]«  • 

Führt  man  hier  eine  neue  Variable  durch  die  Gleichung  ein 

X  —  r  =  sz  f 
so  ist  dx  =  sdz,       (x  —  r)2  -i-  s^  ==  s^(\  -+-  ««), 

und  man  erhält 

dx  l  r      dz 


G. 


./[(^- 


=7/( 


7. 


Wie  man  aus  der  Zusammenrechnung  der  rechten  Seite  sofort  sieht,  ist 

dz  r       dz 


r    dz         r     dz  r  z^dz 


ferner  erhält  man  durch  theilvveise  Integration 
z^dz  C        zdz  1 


8. 


/•    zUz /• 


1 


Daher  ist 


z^y 


2(«— 1)    (H-s2)«-i--2(«—l) /(]— £«) 


/'       dz 


9. 


/ö 


^/i: 


z 


-^z'Y       2«  — 2     (l-f-Ä»)« 


-1 


2 
2 


«-"2J(1 


^5 


2\«-l  • 


52) 


Durch  dieselbe  Formel  reducirt  man f dz :  (1  — z^y~^  auf f dz :  (1  -f-  z^)"--  u.  s.  w, 
bis  man  zum  Schluss  auf 


/r 


dz 


-f-  Ä 


-  =  arctangz  -t-   C 


kommt. 

6.  Alles    in  No.   1    bis    No.   5    Entwickelte  zusammenfassend,    erhalten  »iri 
somit     das    Ergebniss:      Das    Integral     einer     rationalen    algebraischea 
Function  lässt  sich   in  jedem  Falle   durch   eine  endliche  Anzahl  von 
rationalen   Functionen,    Logarithmen  und    Arcustangens   ausdrücken. 

7.  Die  Anwendung    der    soeben    entwickelten  Regeln    wollen    wir  nun  an 
einigen  Beispielen  zeigen. 

A. 

x^  -h  9^^  —  Ax  -h  7 


h 


dx , 


{x^  —  5jp  -h  6)  {x^  4-  5:c  -t-  6) 
Hier  ist    ^{x)^x^  -^.  9^2  _  4^  4.  7^     r^(^x)  =  (x  —  1){x  —  *6){x  -h  2)(jc  +  3\ 
also  5i   =  2,       £2  =  3»       ?8  =  —  2,       ^4   =  —  3. 

Die  Werthe  <p'(Sxr)   werden   am  zweckmässigsten  nach  der  Formel  berechnet 

Man  findet    (p'(2)  =  —  20  ,     <p'(3)  =    30  ,     9'(-  2)  =  20  ,     (p'(—  3)  =  -  .^. 
Ferner  ist      \  (2)  =       43  ,     ^  (3)  =  103  ,     1]/  (—  2)  =  43 ,     «1^  (—  3)  =     '-5. 


g  3.      Inlegralion   rationnler  algebraischer   Func 

Daher  hat  man  die  Zerlegung 
x'  +  9^'  —  4 j  +  7    _       43    _  1  JO         1 

-  (iä_5jr+6X:e»  +  5^+6)  20  '  J— 2  "*"  IÖ3  '  ^^ 3  ■*" 

I         Hieraus  ergiebt  sich 

B. 


f  (x'  —  ix  +  5){xi  —  dx  +  13)' 
Hier  ist     ^.(x)  =  1 , 

7  (:t)  =  (AT  -  2  -  /)  (X  -  2  +  /}  (X  -  3  -  2  ( 
5,  =2  +  »,      E,  =  2  — /,  .    £j  =  3  +  2i-, 
1,'{2  +  .)  =  4  +  8y,  t'(2-0  =  4- 

y'(3  -(-  2/)  =  —  16  —  8/,       f(3  —  2i)  =  - 
Man  hat  daher  die  Zerlegung 

1  ]  1 


(x^  —  4x  +  S){x'  —  6x  +  l)  ~  4  +  8;'^  — 2  —  /"^ 

_         1  1  _     _J 

lli  +  9,1'  X—  S  —  ^i        l6  —  $i'x  — 
Durch  Vereinigung  conjugirt  complexer  Ausdrücke  ei 


16—8/     X  — 3  — 2(         16  — 81    *— 3-h2(         K 
I        Da  nun 

j(»_3)>+4  -  2 '(»'  -6«+  13)  +  2  «»•». 

iso  folgt  schliesslich 
j <fx I     x'~ix+   5 
^  ,'(*'— 4*  +  5)(;f»  — 6a:+13)  ~  20   *»  — 6*+  13  "^ 


/(«-2)<(»-3)'"-- 
Hier  ist  E,  =  2 ;  die  Substitution  x  = ~  liefert 

«"  -  3*  +  1  =  T  {—  «'  +  »  +  1) 

Daher  ist 

»■t'(»)        »■(—»'+»+  1) 
*,»    ~  (1-»)' 


i-t--' 


^-  e-i 


**■.! 


0 


Tl.-    t 


Ifc»'  < 
^1  ■ 


'.V 


Integralrechnung. 

Nun  ist 

(--  ;a;5  4-  2*  -h  2»)  :  (^2  —  22  -h  1)  =  —  2^  —  «»  -f-  -3-      „      ,    ,  . 

^  ^       ^  -^  ;j2  2Z  -^   \ 

Substituirt  man  im  Restbruche  z  =  \  :  (x  —  2),  so  erhält  man 


Z' 


z 


1 


l 


22— 2arH-  1 


fi^iV    ^^-^y 


Daher  hat  man  die  Zerlegung 

jc»  —  3^  -h  1  1 


I 


1 


folglich  ist 


{x—1Y{x  —  2,) 


l 


'  x^  -^  Hx  -h  \ 

{x  —  2)\x-S) 


-^dx  = 


(^'—2)3        (^-2)2  "    (^—3)2' 
11  11 


2     (jc  —  2)2    "  ^  —  2       jc  —  3 


D. 


-    dx 


In     diesem     Falle    hat    man     £j   =   l ,     und    hat    daher    die    Substitution 
Jt  =  (1.  -f-  2) :  2 ;  sie  ergiebt 

1 


a:3  -4-  4  =    3  (02*  -h  3««  -+-  3«  -t-  1) , 


2 


T 


Ä«J*Xs)  _  g»  (53»  -h  3ä2  -f  32  -f-  1) 

<tr,  (2)  - 


(z  -h  1)* 
Man  erhält  weiter 

(52«  4-  32^  -I-  32^  H-  2«) :  (2*  -h  42»  -h  62«  -f-  42  -+-  1)  =  52« 

4l2*  H-  832'  -4-  632«  -h  172 


172 


(2  H-  1)* 

Ersetzt  man  im   Restbruche   2   wieder  durch   1  \{x  —  1),  also  z 
x\{x  —  1),  so  erhält  man 

4l2*  ^^-  832»  -4-  632»  +  172  _  17.y»  -4-  12jc2  H-  8^4-4 

(2  Tiy*  ~  ^*    *       • 

Folglich  ist 

X^(x'^'\Y    "    \x—    f)2    " 

und  mithin 


i   durch 


17 


X—  1 


n 

JC 


12 


X' 


.4  » 


/_  ^'  "^ 

IxÜx  — 


1)^  ^-^  -  —  jc  -  1 


^       -17/^^ 


jc 


s 


3x» 


C. 


E. 


/: 


dx 


,/(jc2  — 2^-h5)2(jc-h  1)»' 

Die  Auflösung  der  Gleichung  x^  —  2x  -h  ^  =  0  liefert  5,  =  1  -h  2i.    Ur 
die  Darstellung  zu  erreichen 

1  A^x-{-J>\  A,x-hB^       ,       W^{xl 


(x^  —  2^-f-5)2(AH-  I):^   ~~  (0:2—2^^5)2  "^  jc2  —  2jir -h  5  ^  (o:  H- 1)* ' 
setze  man  jc  =  1  -h  2  /  in 


l 


(^-+-  1) 


.^-  =  ^qJ«:  +  ^0  -H  {J^x  H-  ^i)  (^-2  —  2x  -h  5)  -t- 


4^1  W  (^^  —  2i:  4-  5)* 
(jc  4-  1)» 


^o=-H4.        ^c-- 

2()  - 

1 

■  64  ■ 

l-TiMMo^^-ff») 

I  und  dahqr 

Man  bildet  t 


■»,W(-i..«  +  -S.)  =  ^|64  +  (J^+l)'|-g^(''  +  4«"  +  6'' 
Dies  durch  x^  —  2j:  +  5  dividirt,  ergiebt  den  Quotienten 

z,W-=H  (*'  +  «' -1-1')- 

Daher  hat  man  nun 

-   "(iTlj3-  -  -  '^,-<  +  «,  +  -(J  +  i)^-- 

Setzt  man  hier  wieder  j:  =   1  +  2(',   also  .v*  -t-  6a:  +  13  =  I 
ilt  man 

-  ^  =  -^i(l  -t-  2«)  +  B,  ,       folglich  ^,  =  -  j^^.       B, 
Bildet  man  weiter  z,{^)  —  fg{x)(.4,x  +  B,).  so  erhält  man  hi 
.',(ar»  +  6r+  |3)  -  j.' ^  (;v  +  1)^- ^  +  t)  =  ^  ^^(^4  +  2a' +  S-v^ 
Dies  wieder  durch  (*'  —  2a:  +  5)  dividirt,  ergiebt 


Man  hat  daher 

(.+  1).        --(AI).'     ""     ♦.(-!-, ,,(--- 
Maclit  man  noch  von  der  Identität  Gebrauch 

*'  +  4*--h  5  =  (*-(-  1)-  -«-  2(-*^  +  l)  +  2, 
hat  man  schliesslich  die  vollständige  Zerlegung 

I  1^+1  I 


ia:=-2«+5)(:t+   1)' 

-       64     {*'  -  2«  -1^  5)' 

Nun  hat  man 

128  V^  +  1       (*  -^ 

j[(,- l)i-+4>'"-j((,-r)'  +  4]'  +  2jl(,-"l)>  + 

j((«-l)>  +  41'      -2''*        i»+s). 

jl(x^i)>  +  41'      -4y{.-l)>  +  4       "4J|(«-I)'  + 
r   {x~  \)^dx  _         1       __;»j:;;:_1_  1  -^ 

./[(»-1)«+41'       -        2  ■(»-!)> +4  "^4°"       * 
Daher  ergiebt  sich  schliesslich 


"i*' 


L*&  ' 


f 


*i 


->  - 


'  -. » 


«-1.  ^ 
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ydx 


5)2(jc  -^  1)3 


=  256  [^^^^2^r2iT^  - ^ :r2iT5  "^  2  ^'-^^^^T 


2/(x-;-l) 


JCH-  1        (x-^-Xy 


] 


C. 


§  4.    Integration  irrationaler  Functionen. 

1.  Die  Integrale  irrationaler  Function  lassen  sich,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  im  Allgemeinen  nicht  auf  die  bisher  bekannten  Functionen  redudren; 
nur  in  den  einfachsten  Fällen  gelingt  diese  Reduction,  und  derartige  Fälle  sollen 
im  gegenwärtigen  Abschnitte  betrachtet  werden. 

2.  Kommt  in  einer  irrationalen  Function  von  x  die  Variable  nur  in  einer 
Wurzel  vor,  und  ist  der  Radicand  dieser  Wurzel  eine  ganze  Potenz  einer  lineareu 
Function  von  x^  ?Jso  die  Function  von  der  Form 

SO  lässt  sich  das  Integral 


F{x,  y{ax  -h  hY\ , 


/•         „ 

]F\xj  y{ax  n-  bY'\dx 

durch  Substitution  einer  neuen  Variabein  leicht  auf  das  Integral  einer  rationalen 
Function  reduciren.     Setzt  man  nämlich 

ax  -^  b  ^=  z*^  ^ 


z^  —  b 


a 


dx  =^  ~  z*'-^ , 
a 


also  X  = 

so  geht  das  Integral  über  in 

h-  ''^^^^'i "  -  HH-^  ■  '■) "  ■ 

und  dieses  Integral  kann  nach  den  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Anleitungen! 
vollständig  entwickelt  werden. 

„    .      .    ,  I    x^dx 

Beispiel. 


s  /- 


^'^  -h  1 

Man  setze    x  -^  1  =  z^  ,     also    x  =  z^  —  1  , 
Dadurch  erhält  man 


dx  =  3«2  . 


n/x^  l  f 


g6  _  2s3  -+-  1 


z 


z^dz 


=  3  l(z''  —2 


z^  H-  z)  dz 


=   t:  Z^ 


3     ,        6     .         3 

-  Z^   —   —  Z'*    -4-  — 

8  5  2 

3l/(^-hl)2 


z 


40 


[b{x  -h  1)2  —  16(^+  1)  -+-  20]  -h  C. 


1. 


3.    Wir  wenden  uns  nun  zur  Entwicklung  des  Integrals 

J  V'« 

Man  hat 


a  -+-  2bx  -h  cx^  =  a  — 


2bx 
b^ 


CX' 


Ist  nun  b^  —  /z^  <  0,  so  muss  r  >  0  sein,  da  sonst  der  Radicand  für  lle 
realen  Werthe  von  x  negativ,  die  Wurzel  also  imaginär  würde,  während  wir  j  b- 
drücklich  uns  gegenwärtig  auf  Integrale  realer  Functionen  beschränken.  Ma  bt 
man  von  der  Substitution  Gebrauch 


ler  Functionen. 


Vi  + «'  ■ 


schmelzen,  und  erhält  dann 

*s  —  ac  <  0,       f  >  Ü. 
Ist  hingegen  b^  —  nt  >  0 ,  so  setzen  wir  in  2. 

uTid  erhalten  dadurch 

Ist    nun    ^  >  0,    so    muss    a*  >  1    sein,    damit  ^a  -t 

er  dieser  Beschränkung  setzen  wir 

.         *"  -  -»^  ,  , 
«  +  2da:  -1-  <:a:*   =   — (s=  —  i; 

Aus  der  Differentialformel 
t  nun 


/. 


Diese  Integralformel  ist  daher  anzuwenden, 

wenn    b*  —  u^  <  0    und    ^  >  0  ,    für  jedes 

wenn    i>^  —  ao  Q    und    oQ,    Wr  ~£ 

Ist  c  <  0,  so  wird  y«  +  2ijc  +  cx^  nur  real,  so  lau 
ille  und  unter  dieser  Beschränkung  für  s  ist  nun 

r    "    =  -  -^,  .„  .in , + ^ 

/  yi  +  2j*  +  f*»       Y^  ( 

so,  wenn  man  wieder  s  durch  ar  ausdrückt 


^, 


l<-J 


*  '..■'■. 

r 


'■V'.. 


•  ■l - 


r'\ 


►"«  . 

-*  - 

t 

r 

■ 


^■^^ 

I;' ' 

¥f  ■ 

M       « 


ik'^ 
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1 


cx  H-  ö 

.  arC  Sin    -,Trr-~.r=r:^ 

y  —  ^  V  i^2  _  ^^ 


c. 


^<  0, 


C^JC  4-^)2 


<  1 . 


b'^  —  ac 

Ist   ac  —  ^2-_o^    SQ    sijj^    ^jg    Substitutionen    unbrauchbar,    die  zu  den 
Formeln  9.  und   10.  führen.     In  diesem  Falle  ist 


MC  -t-  cx^  =  r  I  jc  H-      j  . 


a  -h  ^bx  -\-  cx*^   =  c\x 
Die  Wurzel  ist  daher  rational  und  man  hat 
Cdx  1       /'   dx 

r 


-^a  -^"ibx  -^  cx'^        y'i 


b 
c 


=it'(-') 


C. 


4.    Zur  Reduction  des  Integrals 

\x^  -+-  y4,:i:«-i  ^  .  ,  ^  An 


_  dx 

ya  -h  ^bx  -h  r^2 

dient  folgender  Satz*): 

Die  Constanten  B^,  B^,  .  .  .  Bn-i,  Bn  lassen  sich  immer  so  wählen, 
dass 


1. 


An 


dx 


CX 


=  (^0^^""^  H-  ^,  A:«--i-h  ...  -\-Bn-\)ya-\-'lbx-^cx^ 

Durch  Differentiation  erhält  man  nämlich  aus  1. 
A^x'^  -\-  .  .  -\-  An 

~i ~^-^ ■.    =    (^«^«-1  4-  .  .   -I-  Bn-\) 


•A 


^JC 


ya  -4-  2^Ji:  -h  <rjc^ 


^;,_2]  >/a  4-  2^x  4-  rj:' 


i/i 


2^JC4-^:t:^ 
Multiplicirt  man  beide  Seiten  mit  ya~4-  'Ibx  -^~cx^ ,  so  erhält  man 


A^X»^    ~^r  ,.-\~  An^    {BqX'^-^  4-  .  .  4-  Bn-l){CX  -+■  b) 

-h  [(«  —  1)  BqX»-'^  4-  .  .  -h  i5?«_2]  {cx'i  ^2bx  -^d)  ^  Ä 
Vergleicht  man  die  Coefficienten  gleich   hoher  Potenzen  von  x  auf  beiden 
Seiten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  B  die  linearen  Gleichungen 

Aq  =  hcBq  , 

A\   =  («—  \)cB^   4-  (2«—  l)^i5o» 
^2  =  (n-^2)cB^  4-  (2«-~3)^^i   4-  («— l)a^o' 
^3  =  («  — 3)r^3  4-  ('2n  —  5)bB^  -h  {n  —  2)aB^, 
Aa  =  («  — 4)r^^  4-  {2n  —  7)bB^  -h  («  — S)^/?^, 


^«-2  =     1cBn-i      4-       bbBn~%       4-       3aBn-4  . 

^«-i  =        r^«_i      4-        iibBn-2       4-       2aBu-7i  , 

-^w       =^  b  B„—{       4-  aBn-2  4-  Ä« 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  einander  die  Zahlen  B^,ß^,.>ßi 
bestimmen. 

Beispiel.     Für  die  Ermittelung  von 
•)  DöLP,  Aufgaben,  pag.  90. 


=  (^'- 

6.  Um  das 

Integral 

zu  ermitteln 

r      " 

j(«-.)-y»  +  2««  +  f.'' 

en^ir 

j;  =i  —  +  a,     also     dx  = 

a  +  Ibx  +  <r:c> 

~  J5[f  +  2(S+..)^  +  («-, 

erhalten  dadurch 

dx 


«»  +  «>      jy 


la  nurt    a>  -t-  2ia  +  r a*  =  0 ,    also  x  —  o  ein  Fak 
■educirt  sich  das  Integral  auf 


-h 


jy'f  +  2{«-K.)^' 

wird  durch  die  Substitution 

f  +  2(^  +  ca)>  =  %* 
las  Integral   einer  rationalen  Function  transformirt. 

i'  ^0,  so  hat  man  1,  nach  den  im  vorigen  Absi 
entwickeln. 

6.   Hiermit  ist  nun  auch  das  allgemeine  Integral  e 


<fW     ya  +  thx-t^  cx"^' 
Hl  ^({x)  und  -^(x)  ganze  Functionen    von  x  bezeich 
jare  Faktoren  hat. 

Man  zerlege  den  Quotienten  ^ix) :  '^(x)  nach  den  i 
eine  ganze  Function  und  in  ein  Polynom  von  Bruch 
A 
(^  -  E)"  ■ 
Dadurch  zerfallt  das  vorgelegte  Integral  in  ein  Pol; 
nach  den  gegebenen  Regeln  entwickelt  werden  können 
Alle  Integrale  von  der  Form 


■f" 
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wobei  Feine  rationale  algebraische  Function  von  x  und}/a -f-2dx  +  cx^ 
bedeutet,  können  durch  eine  geschickte  Substitution  in  Integrale 
einer  rationalen  Function  transformirt  werden. 

Eine  solche  Substitution  einer  neuen  Variabein  y  muss  die  Bedingungen 
erfüllen,  dass  durch  dieselbe  sowol  x  als  ya  -h  2dx  -i-  cx^  rational  in  y  ausge- 
drückt werden.  Diese  Bemerkung  fuhrt  auf  den  Gedanken,  eine  Substitution 
von  der  Form  zu  versuchen 

=  A-h  Bx-h  Cy, 


Ya  -\-  2bx  ->t-  cx^ 

worin  A^  B^  C  noch  zu  bestimmen  sind.     Durch  Quadriren  findet  man 
2.       a  -h  Ihx  -h  cx^  =  A^  -^-  2ABx  -h  2ACy  -h  B^x^  4-  2BCxy  -h  C^y^ . 

Damit  nun  x  rational  in  y  ausgedrückt  werde,  muss  B^  =  c  sein;  um  die 
Formeln  zu  vereinfachen  nehmen  wir  ferner  AB  =  by  also  A  =  b  :  ^c.  Hierdurch 
erhält  man  aus  2.,  wenn  man  zur  Abkürzung  b^  —  ac  durch  A  bezeichnet 

_        A  -h  cC^y^  4-  Ib^C'  Cy 

2iiiCy 
Hierin  kann  noch  C  beliebig  gewählt  werden;  nimmt  man  C=  2b\^c,  so 
wird  cC^  =  2by7C  =  4^^  und  man  erhält  die  Formelgruppe 


4. 


X  = 


4b^{y-^y^) 
Aibcy 


, \  —  4^«  y» 

ya  -f-  2bx  Y-  cx^  = :=-^—  , 

^  AbYcy 

1-  U^y^  ^ 
dx  =  — T-, — s^—  dy  . 


>2 


^:bcy 
Diese  Formeln  sind  nur  anzuwenden,  so  lange  c  positiv  ist,  da  sonst  durch j 
Yc  imaginäre  Bestandtheile  eintretet^  würden. 
Ist  c  negativ,   so  ist  )/a 


2b X  '\-  cx'^    für   reale  Werthe    von  x  nur  dann 
real,  wenn  b^  —  ar  >  0  ist,  wenn  also  a-\-2bx-^  cx^  reale  lineare  Faktoren  hat 


Ist  nun     a  -H  2bx  -h  cx^  =  c(x  —  a)  (x  —  ß) ,     so  setze  man 


5. 

G. 


X  —  a 


=  J^ 


also 


a 


2bx 


ex 


2 


X ß 


X    = 


i. 


Aus  5.  und  6.  folgen  die  Substitutionsformeln 

y^  —  c 


*  A 


"/ö  H-  2b X 


ex'''  = 


dx  = 


2'A;:^.dx. 


{y^  —  cy 

Durch  die  Anwendung  der  Formeln  4.  gewinnt  man  insbesondere,  wenn 

r  >  0, 

dx  I     dy  1 


2bx 


ex 


2 


•y         Vf  ^_ 

—  (^  +  ex)  -+■  Y7-  Ya  ■+■  Ibx  +  ex* 


+  c. 


Rechnet  man 
1 


V' 


1^7  mit  in  die  Constante,  so  kann  man  hierfür  schreiben 


y^     —  (^  -H  ex)  -H  }/^  •  }/ö  -h  2bx  -h  ex^ 


C. 


r 
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Erweitert  man  den  Logarithmanden  mit  if  -h  ex  -\-  y^i/a  -h  '2lfx  -h  cx^,  so 
erhält  man 

1     ,lf  -\-  ex  -h  V^  V^  -t-  2/'^  -+-  ex^ 
y7  ae  —  b^ 

Wird  hiervon  der  Bestandtheil  — ;=-/ 7^    zur  Constanten  gerechnet,   so 

^c     ae  ~~  b^ 

bleibt 


i 


# 


/(/^  -f-  r.v  -+-  ye  ya  -f-  2^jv  -h  f  jc^)  -h  C, 


in  Uebereinstimmung  mit  No.  3,  5. 

Ist   r  <:  0,  so  ergiebt  die  zweite  Substitution 


i 


■ =  —  2  ] . — ,:  = -p==z^.  are  tang    . H-  C . 


2; 
Ist  z  die  Tangente  eines  Arcus,  so  ist  dessen  Sinus  bekanntlich  —j- ,  daher 


hat  man  die  cyklometrische  Formel 

z 


l/lV  2« 


are  tang  z  =  are  stn 


y  y 

und  folglich  örr  tang    .         =  «rr  j"/«  —^ 


z 


2 


■/--^  y3'2  —  e  ' 

Ist  femer  z  der  Sinus  eines  Arcus,   so  ist  der  Sinus  des  doppelten  Arcus 
2«)/r — Ä*  ,    also  hat  man 

2  are  sin  z  =  are  sin  2«  }/l  —  «^  , 
>; ,^  2  -/^^  -^^ 

Vy^~^ 


y 

folglich  2  aresin  —==  =  are  sin     ^ 


Benutzt  man  hier  die  zweite  Gleichung  der  Gruppe  7.,  sowie 


SO  ergiebt  sich 


2y7 


3 


ae 


2  ^rrr  ji«     ,  =  —  aresin  1/  —  ts («  -h  2/^y  4-  ex^). 


Macht  man  noch  von  der  Formel  Gebrauch 

it  ^— ^— — — 

arcsint  =  ^  —  aresin  y\  —  /'  , 

,  und  bemerkt,  dass 

SO  erhält  man  schliesslich 

2  <Jr^ ««     .  =  are  stn    ,  -  —  —  . 

y5;Fir7  y^^ae      2 

Daher  folgt,  wenn  man  —  ^  in  die  Constante  rechnet 

dx  1  .       ex  -{-  b 

are  stn  —=====  -H  c  , 


in  Uebereinstimmung  mit  No.  3,  10. 
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*•«  <^ 


;/  .' 


'  -  / 


'  i 


§  5.    Integn^ation  transcendenter  Functionen. 

1.  Die  Integrale  von  Functionen,  welche  die  transcendenten  FuDctionen 
e^f  /Xf  sinx,  cosx,  tangx,  arcsinXy  arciangx  enthalten,  sind  im  Allgemeinen 
ebensowenig  durcli  die  bisher  bekannten  Functionen  ausdrückbar,  wie  die  Integrale 
von  irrationalen  Functionen;  nur  in  einigen  einfachen  Fällen  gelingt  die  Reduction 
auf  bekannte  Functionen. 

2.  A.    Ein  Integral  von  der  Form 

1.  j'Ae')dx, 

worin  /  eine  algebraische  Function   bezeichnet,   verwandelt  man  in  ein  Integral 

einer  algebraischen  Function  durch  die  Substitution 


e^  ^=  y 


denn  man  erhält  hierdurch 
1. 

So  hat  man  z.  B. 


also      dx  = 


dy 


j /{e')  dx  =  j /{y)    y  . 


f    dx       ^  f     dy       ^  fi(l  _       b      \ 

Ja-h  bt'      Jy{a  -h  l>y)      J  a\y        a  +  by)    ^ 


=  i[/y  -  l{a-^by)]  +  C^\[x-l{a^  be-)]  -f-  C. 


a 


B.    Für  das  Integral 
benutzt  man  die  Substitution 

fax  .^  y 


S/{e")  dx 


also       dx  = 


dy 


ay 
dy 


H-  1 


dy 
T 


und  erhält  so 

2.  ffi'"^)  dx  =  ^jf{y)  J  . 

Auf  diesem  Wege  erhält  man 

jy^irx  4_  1  ^x  =  -  lyy 

Substituirt  man  hier  weiter 

y  =  z^  ^   l  ,       dy  =  2zds, 
so  erhält  man 

2/         1  ,g- 1\        ^ 

2  /  . 1   yfan^  _  i\ 

ay  2   y^nx ^  i  ^  ij 

Macht  man  noch  von  der  Formel  Gebrauch 

j __  Yf"^  -h  1  —  1 

y^«^  ^n  4- 1 '"       ^"^ 

so  hat  man  schliesslich 

jy^ax  ^  idx  =      [}/e^^  -h  1  H-  /{y/e''^  -h  1  —  1)]  —  ^  -h  C. 

C.    Das  Integral 

Jx^e'"^dx 
kann  man  zunächst  dadurch  vereinfachen,   dass  man  mx  '=^  y  setzt;  dann  wird 
dx  =^  y  \  m^    'x*^  =  y»*  \  m'*,  und  man  erhält 


C. 


die  st 
»wie 

e'dy 

erhäl 


Integration  ergieDt  sich 

fAxfäx  -/(x)^  -//■«<-< 
Wendet  man  diese  Formel  wiederholt  an,  so  findet 

Jf{x),'dx  =  <-[/M  -  /■{«)  +  /"  w  -  j 

Ist  n  eine  negative  ganze  Zahl,  so  führt  folge 
fachung:     Man  erhält  aus  4.,  wenn  man  k  —  1  durcl 

Ist  nun  k  negativ,  etwa  A  =  —  «,  so  erhält  man 


Jy-"'-     («-Or-  '  n-xj. 

Wendet 

man  diese  Reductlonsfonnel  hinreicliend 

iliesslich  zu  dem  Integrale 

n-' 

s  nicht  weiter  reducirt  werden  kann. 

So  ist 

i^*=-^-ii^^ 

i^-^-hf^^- 

i>-y-  j"^' 

Daher 


jf'''y~-"[w'*W'*^y 


D.   Zur  Reduction  des  Integrals 

f{x~aye-dx 
setze  man  x  —  a  =  y;  man  erhält 
9.  J{x--ä)«e'dx  =  (^  Jy-e^dy 

und  reducirt  nun  weiter  nach  Formel  .l.  oder  8.,  je 
negativ  ist. 


iDtegialiechtiuiif 


J  ^ 


Für  die  Bestimmung  von  I  —  äx ,   sowie 

man  auf  die  Entwicklung  in  eine  unendlich! 
E.   Integrale  von  der  Form 

Jf{a-)dx,  j/{a-) 
reducirt  man  auf  die  soeben  betrachteten,  ind< 
macht 

und  die  Substitution  ausführt 


Die  gegebenen  Integrale  gehen  dadurch  l 

3.    Integrale  von  Functionen,  welche  aus; 

liehen  Logarithmus  derselben  enthalten,  also  ^ 

J/l,x,lx)4x, 

kann  man  auf  Integrale  mit  Exponentialgrössei 

ix  =  y ,      also      X  ^=  ey , 

Man  erhält  dadurch 

}/{x,i,)dx-sn" 

f{/x-i)'Jx~f(j,- 

=  *[(/*)>  -  9(/«)'  H 
Femer  erhält  man  durch  dieselbe  Sub 
fx-  Ix  dx  =  fef«'-*-»]'  ■  y  dy 


A.    So  erhält 
also  nach  No.  2,  ' 


"(" 


■1)' 


Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  leicht  ' 
finden  können. 

C.   Auf  letzterem  Wege  ergiebt  sich 


{f{x)lxdx  =  lx\j 


3.  I  f(x)  Ix  dx  =  lx\  /{x)  dx  — 

Ist  /{x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
Integrale  ausführbar;  das  Integral  2.  ist  ein  b( 

D.  Ebenso  erhält  man 

4.  fx"l{a  -+-  bx")dx  =  -^^—i  x''+il[a  +  t 

E.  Allgemeiner  ergiebt  sich 

ä-  j/{x)  h{x)  dx  -  l,{x)jj{x)  dx  - 

Ist/(a:)  eine  ganze  Function  und  ^(.jt)  eint 
ständig  ausführbar;  doch  führt  die  Formel  5.  i 
zum  Ziele,  insbesondere  dann,  wenn  f/{x)dx 

F.  Man  bemerke  noch  das  Integral 


folgende  einfache  Integralformeln 
fsinx  dx 


^       Isin  X 


I.  itangxdx   =    1  — 

l.  [cotxdx    =    /— 

J  J     ' 

J  sinx        2  J  sin^x£es\x      J  cos*\x    iang^x 

5.    Integrale  goniometrischer  Functionen  können  i 
lionen  auf  Integrale  algebraischer  reducirt  werden.     1 

so  setze  man     /ang^x  =  i ;     dann  ist 
Das  Integral  geht  somit  über  in 


J-'\,i+^''  i  +  .'Jn-. 

Function  von  j;Vijc  und  ctisx, 
iren. 

\___äx r  2^1 2    / 


Ist  /  eine  rationale  Function  von 
Function  von  a  zu  integriren. 
Man  hat  hiemach 


Dieses  Integral  kann  auch  auf  folgendem  Wege  : 


a  =  1 
Dadurch  erhält  man 


'        1/J5-T73  jii'H 


J  asinx  +  icwar        i/^s 
Um  dieses  Ergebniss  mit  dem  vorhergehenden  zu 


tang- 


Hiernach  erhält  man 

Vy^TW^^.  +  y 

Addirt  man  liierxu  den  constanten  Betrag 

.VW 


.so  erhält  man 


Für  die  weitere  Ausführung  ist  zu  untersche 
stehenden  Integrale  in  reale  oder  in  complexe  Fi 
6.    Ersetzt  man  in  dem  Integrale 

f/isinx,  cosx,  tangx) 
den  Cosinus  und  die  Tangente  durch  den  Sinus, 
der  Form  . 

J'f{smx)dx . 

Setzt  man  nun  weiter  sinx  ^  «,     so  ist    dx 
und  man  erhält 

/'<"'■"'"-/'■«  71 

Unter  Umständen  ist  es  zweckmässiger,  den 
den  Cosinus  auszudrücken;  man  kommt  damit  au 

J^{cosx)dx\ 
durch  die  Substitution  cosx  =  a  erhält  man  danr 

Auf  diesem  Wege  ergiebt  sich 


/sin-xdx  =  i    , 
..  ...  j.y^.' 


Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,   so  folgt  nach 

(«-i)(»-a)...5.3 

daher  hat  man  in  diesem  Falle 


nBceDdenWi  Functionen. 

(» 

-l)(«-3) 

■' 

'(« 

-2)  («-4) 

■"' 

i). 
i). 

..  5- 
.  ,  4- 

i-- 

(«- 

-l)(«-3)... 

4 

7.   In  manchen  Fällen  empfiehlt  es  sich,  in  dem  Integrale 
J/{sinx,  cosx,  tangx)dx 
iSinusundCosinus  durch  die  Tangente  auszudrücken;  man  erhäl 

j-j({tangx)dx\ 
!t  man  nun  tangx  =  *,  so  erhalt  man 

Diese   Transformation    wird    insbesondere    dann   von   Nut/.e 
onal  ist 
Hie  mach  ist 

f  dx r    ds 

Jasin^x  +  bcostx  ~  f  az'  +  b 


K/?- 


•  C 


—      1      _,  ^  +  V—  ^^  ■  '^"S'^  .  Q 

2  Y^ä'b    b  —  -^—ab  ■  tangx 
8.   Für  die  Entwicklung  des  Integrals 

Jsin-xcos"xdx, 
in  H    und  m  positive  ganze  Zahlen  sein  mögen,    kann  folg 
;h lagen  werden. 
Ist  m  ungerade,    m  ==  2r  +  1,  so  hat  man 

jsin''xcos^'-^^xdx  =  tsin''x{\ — stn^xy  eosxdx 

-.([""•'  -  (i) """" + G) """"  -  0  "—■• + 

Ist  »  ungerade,  so  setzt  man 
\sin''-^^xcos^xdx=  /(l  —  cos^xycos"x  ■  stnxdx 

■  =  I  I  cw"*  —  (  ,  )  C0S"-*-'^x  +  (  n  )  föf"-'-^J:  —  ■  ■    ■  sinxdx 

-  -  SIT  ""-«'  +  ^  •  (0  "•■"■''  -  ;j^  ■  (ä)  "•" 

Sind  «  und  n  beide  gerade,    wi  ^  2^,     «  =  Sr,     so  hat  n 
isitt^x^ffs^'xdx  =  isin'hx{\  —  sin^xydx 

=  jLm^x  —  r  J  sm^+-ix  +  ("^  sirß^+*x  —  f^)  sin^^x 


Hier  kann  jedes  Glied  nach  No.  6  integrii 
9.    Sind  r  lind  n  positive  ganze  Zahlen,  sc 


J  \cos-x      \\J  cos'-- 


Ist    n  =  2?,    so    erhält    man    hieraus    bei 

'f\'  Potenzen  von  <osx\  ist  n  =  1q  +  \,  und  q  '■ 

J  i"  Potenzen  von  tosx  noch  ein  Glied  von  der  Fo 

V  ,  fsinxäx 

ij  Af =  ~  A/a 

Ti.  J     cosx 

^  Sind  r  und  q  ganz  und  positiv,  so  ist 

*■  C  siti^'x         f'sirfl''. 

^  Dieses  Integral   ist  nach  den  Regeln   flir 

rationalen  algebraischen  Function  (der  Variabt 

;-' '  Für  die  Entwicklung  des  Integrales 

i:"  fsin^'-x  , 

;-.."  wird  man  von  der  Substitution  eosx  ^  z  Gebn 

;  Ersetzt  man  in  diesen  Integralen  x  durch 
von  der  Form 

L-  r^^^  ax 

^.,  J  Stft'X 

^  10.    Durch  theilweise  Integration  findet  m 

\  /'       ■   1     .              e-'cosbx 

-5  if-'sinitxdx  = T h 

;  >■  /■           ,      ,               f^sin  bx 

£;.-  le^'cosbxdx  '=       j 

■  r".  Hieraus  ergiebt  sich 

fc  je^sinbxdx  =  ^i~ji  ("««* 

f  /•                               gm 

^'  je'-'cosbxdx  =    j        ,,  (acffsi 

P^  Ersetzt  man  x  durch  —  a;,  so  folgt 

I  je~-'sinbxdx  =  —  J _^  ^^  {asinb 

I '  jc-'^cosbxdx  =  -  ^-^  {acosi 

^':_  11.    Durch  theilweise  Integration  ergiebt  ; 

*-' '  i /{x)  aresin  xäx  =  arcsin  x  j /{x)dx 

^: .  j  /{x)arfcesxdx  ^  arccos  x  j  /{x)d» 

^  j/(x)arc/atiffxdx=arc/anffxj/{x)d:i 


anendliclie  Reihen.  599 

chliesslich  nur  noch  eine  algebraische 


f/{z)coszäs . 
tionen 
arctang  j:  =  « 

-J/[s)smzds, 

unendliche  Reihen. 

en  Satzes  die  Entwicklung 


+  .  .  H 7  A^iC+i  4-  JR^dx . 

isch  den  Inhalt  einer  Fläche,  welche 

vt  y  :=  R„  begrenzt  wird,  und  zwar 
zu  den  Abscissen  a  und  x  gehörigen 
willlttlTlich,  sie  soll  nur  kleiner  als  x 

ISS  fiir  alle  Werthe  der  Variabein  von 

»en  endlichen  Werth  vonxistJR^dx 

in  Ordinaten  sämmtlich  verschwinden; 
lan  hat 

/  R„äx  =  Const. 

e  die  Reihe  convergirt 

st  daher  '' ^"''         "°   "^  "'"*  "^  "'  ' 

f/ix)äx  =  A^x  +  iiA,x*^\A,x^+\A,x^  +  ,  .  .  +  C. 
2.    Wir  benutzen  diesen  Satz  zunächst,  um  einige  in  der  Differentialrechnung 
;gebene  Reihenentwicklungen  auf  einem  neuen  Wege  abzuleiten. 
A.   Für  jedes  echt  gebrochene  x  ist 

1-3—  =  1  —  jc  +  «3  —*>+**—...  ,        X*  <  i. 

Hieraus  folgt 


6oo 


Integralrechnung. 


jT 


Da  nun 


/dx 


/(l  -h  ^)  -h  C, ,     SO  ist,   indem  man  C^  und  C  vereint 


i{\  -^  x)  =  X  — 


X 


2 


X' 


X' 


X 


m  ~~"       •       •        •  I  \^    • 


2     ■     3  4*5 

Den  besonderen  Werth,   den  die  Constante  zur  Erfüllung  dieser  Gleichung 

haben  muss,   bestimmt  man,   indem  man  x  einen  besonderen  Werth  beilegt,  für 

den  die  Reihensumme  sich  leicht  angeben  lässt.    Wir  nehmen  jc  =  0  und  erhalten 

0  =  C,      also 


X 


2 


X' 


/(l  -h  :r)  =  ^  —    -  ^  —  —  — 


4 


2  3  4     '     5 

B.    Aus  der  Entwicklung 

■ 7i  =1  —  x'^   -\-  x^  —  x^  -{-  x^  —  .  .  .  , 


folgt 


1  -j- a;* 

/dx 

Daher  hat  man 


JC2   <    1 


X 


3 


X'^ 


X 


X' 


^   =  X  —  —  -I-   —  — 


9 


—  .  .  -h  C. 


arc  tangx  =  x 


X' 


X' 


X 


-f-  C,      x^  <:  l. 


3     '     5     '     7     ■     9 
Da  für  X  =  0  die  Reihe  sowie  arc  tangx  verschwinden,  so  folgt  (7=0,  also 


X' 


X- 


X' 


arc  tangx  =  x 3~"^~"5 7" 

C.    Nach  dem  binomischen  Satze  ist 

1-3 


X' 


,— — ^  =  1  -+-  \x^ 

yi  —  x^  2 


24 


X' 


Hieraus  folgt 

/dx 

Mithin  ist 


-  =  X 


1_ 
2 

1 

arc  smx  ==  jc  -h  — 


X' 


-f- 


1  -3     jr 
2.4*   5 


9 

1  ■  35 
2.4.6 


13.5 
2.4.6 


jp2  <  1. 


x^  <l. 


X' 

T 


c. 


X' 


1.3 

2-4 


X'' 

"5 


1-3.5     x^ 
2.4.6  *    7 


C. 


Für  ^  =  0  verschwinden  die  Reihe  und  arc  sinx ;  also  ist  C  =  0  und  man  hat 


1  x^ 
arc  sinx  =  jc  -|-    -  .  — - 

2  o 


1  -3 


1.3.5     x' 


x^<\. 


24      5     •    2.4-6      7 
3.    Wenn  man  f{x)  in  eine  convergente  Reihe  nach  Taylor  entwickeln  und 
das  Integral  j/{x)  dx  auf  bisher  bekannte  Functionen  reduciren  kann,  so  dient 
der  Satz  in  No.  1  dazu,   die  Function /(jc)  in   eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln.     Aus  der  Reihe 


1 


1 


vT 


X 


=  =  1  —  ^x^ 
2  2 


1 .3 


24 


X' 


1.3.5 
2.4.6 


-h 


X^<1 


2 


X 


3 


1.3      X 


h 


1  .  3  .  5     JcT 


folgt  durch  Integration 

i{x  +  y\^x^)  =  x     2    3    .2.4    5 

Setzt  man  o:  =  0,  so  findet  man  C=  0.     Also  hat  man  die  neue  Beihe 
entwicklung 

. 1  v3 

1{X   H-    y  1    4-    ^2)     -=     jj;    _ 


1      x^         1.3      x^         1-3.5     :r:' 


2       3     '2-4      5         2-4-6      7    ^••-    ^'=^ 
4.    Die  wichtigste  Anwendung  der  Integration  durch  unendliche  Reihen  b< 


i 


I: 

I- 


6o3  Integral 

r^dx  =  flx.dix  = 

§  7.    Einfädle  b( 
1.   Unter  dem  bestimmten  Integral 

verstehen  wir  nach  §  1,  No.  5  die  Flät 
Abscissenachse  und  den  zu  den  Abscis 
schlössen  wird,  unter  der  Voraussetzun 
der  Grenzen  a  und  x  nicht  unendlich 
bestimmte  Integral  ein  particularer  Werth 

ist;  ist  daher 

so  geht  das  bestimmte  Integral 

//( 

aus  tf{x)  -*-  C  hervor,  indem  man  der  C 
Werth  C,  ertheilt,  so  dass  man  hat 

1.  //w^^- 

Nun  folgt  unmittelbar  aus  der  De 

man  x  den  besonderen  Werth  a  erthcil 

2.  0  =  T(< 

Durch  Subtraction  folgt  nun  aus  1. 


Jf{x)dx  -- 


3. 

In  dieser  Gleichung  erscheint  nnn 
\n/{x)dx  auflritt,  soll  man  sich  unter 
von  einem  gegebenen  Anfangswerthe 
Endwerthe  wächst,  und  dann  bedeutet 

dieser  Bedeutung  als  obere  Grenze  an 

Seite  in  <f{x)  auf. 

Will  man  die  Unbestimmtheit  des 
so  wird  man  zweckmässig  ein  anderes  Ze 


Jf<,x)dx  = 


Um  die  Beschränkung  6  >  a  aufhe 
>n  d^s  bestimmten  Integrals  die 


t  Abscis 


Set«  man  it  —  i  =  i',  so  geht  i'  von  n  bis  0,   \ 
;  «  durchläuft.     Daher  hat  man 

i 

j/ix)  dx  =  lim  ^/{b  +  k'  .  "-^^ 

Kehrt  man  hier  die  Ordnung  der  Summanden  um, 

j'/C«)  dx  -  lim  2/(«  +  *■  •  '-^ 


"S/(* 


Vergleicht  man  die  rechte  Seite  mit  5.,  so  sieht 
efinition 

Daher  hat  man  schliesslich  die  Gleichung 

//(»)«'«-  -]/{')'•'■ 

a  i 

Dieselbe  lehrt  den  Sau :  Vertauscht  mandieGre 
ntegrals,  so  wechselt  das  Integral  das  Vorzeic 
Aus  der  fiir  i  >  a  gültigen  Gleichung  4. 

j/{x)dx  -  tW  -  tW 
gt  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  6. 

Mithin  gilt  die  Gleichung  4.  unabhängig  davon,  ol 
2.    Ist  u  <  i  <  c,  so  folgt  aus  der  geometrischen  \ 
t  g;rals  die  Gleichung 

//(»)  i'  +  //(*)  ix  -  //W , 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

//(.)  dx  -  //(»)  dx^j/[x)a 


ft- 


BenuUt  man  nach  No.  ] 

ihält  man 

Der  Satz  1.  gilt  also  auch,  wenn  man  ( 
vertauscht. 

Femer  folgt  aus  1. 

3.  J/{x)dx  +  f/{x)dx 

Der  Satz  1.  gilt  daher  auch,  wenn  man 
Aus  der  Anordnung  acb  (2)  erhält  man 
iten  Grenze  (nach  3)  die  Reihenfolge  c 
iten  und  dritten  cba,  und  daraus  endlicl 
bfa.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der 


//Mi. +//(«)  rf« 


unabhängig  davon  gilt,  wie  die  drei  Zahlen  . 
3.    Nicht  selten  hat  man  es  mit  Functio 
Schaft  haben,  dass 

/(ff)  =  0,     und    /(<H-8 

Hierher  gehören  z.  B.  alle  ungeraden  F 

(a  _  ^)i"+i  =  0 ,      [a—{a  +  z)f' 

femer  alle  goniometrischen  Functionen  von 

tangd  ^  0,      tangz  ^  - 

Für  derartige  Functionen  ist 


J/(£,dx 


Ersetzt  man  nämlich  x  durch  a  +  z,  al: 
Werthen  a  —  b  und  a  +  b  von  x  die  Werth 
liehen  i\  daher  hat  man 


//Wrf«-//(. 


Ferner  ist 

//(.  +  .)A_- 

Ersetzt  man  rechts  a  durch  —  s,  also  a 


jf{a  +  £)dz  =// 


immtc  Integrale. 

■/(«  +  «); 

0 

3t  sich:     Ist  /(«; 

»  =  0. 

leicht  erläutern. 


-J V- 


Da  nun  aber  zu  negativen  Ordinalen  negative 
so  folgt,  dass  die  Flächen  BB  A  und  ÄC'C  entgegengeseti 
Tersdiwindcf  ihre  Summe,  es  ist  also 

ff{z)d,  =  0. 

liele  hierzu  haben  wir: 

/(^arS  +  Bx"^  -^  Cx)dx  =  0, 

i 
fsinx  äx  =  0. 

jcosxjx  =  0, 

i 

die  Curve  y  =  f{x)   eine   zur   K-Achse   im  , 
se,  ist  also 

/(«  +  ')  -/(«-»), 

:  und  nimmt  man  an  dem  Integrale 

■  •:-" 

"  di«elbe  Substitution  und  Zerlegung  vor,  wie  in  No.  3,  so  > 


■*  '•: 


jb^^ 


Z4.  :-^'-  • 


"V.r    ■ 


Sit'-  ■ 


fc^r^^ 


^'^' 
5?«-" 


Ei-' 


^;> 
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Integralrechnung. 


a-4-3 


^/(a:)  dx  ==  ^/(ä  4-  xf)  //;?  4-  J/(ä  -h  z)äz  =  J/(ä  —  j?) i/s  -i-  J/(«  -f  «)^^ 


rt— /5 


-<5 


Daher  ist  jetzt 


0 

a+6 


a+S 


f/{x)  dx  =  2//(^)  //o: . 


a—b 


Die  Eigenschaft  /(ä  -+-«)=  /(ä  —  ^)    besitzen  alle  geraden  Potenzen  von 
(ä  —  £)\   ferner  die  goniometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus,  denn  es  ist 


««(j  +  *)  =  ««(j-xj, 


COSX   =    COS(^ —  3C)  . 

Man  hat  daher  z.  B.  die  Reductionon: 

a-\-b  a-\'b 

^(a—x^dx  =  2f{a—xydx, 


a—b 


a 


^b  1+^ 

/   sin  X  dx    =  2  /  x/«  jf  dx , 


9 


b  b 

J    COS  X  dx     =  2  /  COSX  dx . 

—b  0 

Um  auch  diesen  Satz  geometrisch  anschaulich  zu  machen,   sei  OÄ  —  a^ 
Y  B'A'  =  A'C  =^  b\  dann  sind  die  Flachen 

BB'ÄA  und  AÄCC  gleich  und  es  ist  daher 
^  BB'CC  =  2AA'CC,    also 

a-^b  a+b 

f/(x)  dx  =  2f/(x)  dx . 


a-b 


a 


(M.  508.) 


5.    Enthält  /(x)  eine  von  den  Grenien 
a  und  b  unabhängige  Grösse  y,  so  ist 

r. 1  & 


eine  Function  von  7.     Setzen  wir  daher 
b 

ff(x,  i)  dx  =  F{i) , 


a 


SO  ist 


dF{i) 


p.  =  lim  [//(*,  7  +  A7)  dx  -  ffix,  i)  dx\  :  A7  • 
Nun  ist 

a  na 

Folglich  hat  man 

df  J  ^^ 

a 

b  b 


dx 


=//««^^ 


+  A7)  —  /{x,  i) 
A7 


dx 


~J      d-( 


7) 


dx. 


ist  »  >  u ,  so  bieiDt  x"  lür  aile  endlichen  WertI 

1  1.  gilt  daher  für  alle  endlichen  a  und  b. 

ich  gross,  wenn  ac  =  0  ist;  in  diesem  Falle  ist 

i 

j/{x)äx  =.  tW  -  ?W 

unbeschränkt  anwendbar. 
fitd /{x)  für  die  untere  Grenze  rt!(<^),  od 
neu  zwischen  den  Grenzen  liegenden  \V 
rstehen  wir  unter 

j/(.)äx 

Irenzwerth,  gegen  welchen  das  Integral 

j/{x)dx.      bez.      J/{x)d 
lie  Summe 

S/{x)jx+f/{x)dx 

irschwindende  Werthe  der  positiven  Grö 
Demnach  ist,  wenn  a  eine  negative,  i>  eine  posil 

i  6 

ix-dx  =  lim  jx-äx  =  — ^(<("-t-»  —  Am  6-+!), 

Jx'äx  =  ämi   ix'dx  +  jx'dx\  =  ^-^ [i^+l  _<7' 

Ist  nun  B  >  —  1  ,  so  ist  «  +  1  >  0 ,  und  daher 

/inj(—  8)'+>  =  lim  «"+'  =  0 
also  ist 

i  i 

I  x^dx  =  r  ^+1 ,       /  ar«  rfa:  =  — — ; 

0  a 

die  Formel  1.  gilt  also  für  alle  Werthe  von  a 
Ist  hingegen  «  <  —  1 ,  so  ist  «  +  1  <  0  und 

/im  (—  «)-+!  =  oo  ,       lim  e-+l  = 
Daher  ist  in  diesem  Falle 


l 

I 


fx-äx  = 


Das  von  der  negativen  Grenze  a  bis  zu 
die  Differenz  zweier  unendlich  grossen  Wertl 
ander  der  Grenze  Null  sich  nähern,  so  ist  c 

Für  »  =  1  und  positive  Werthe  von  a 


B-' 


r  Grenze  «  =  0  über,  so  i 


7.    Aus  dem  unbestimmten  Integrale 

fe^'dx  =  -e' 
ergiebt  sich  das  bestimmte 

/  e""dx  =  —  (e"' 

Insbesondere  ist 

I 

0 


'dx  =  1 
Geht  man  zur  Grenze  a  ^  oo  über,  so 

Aus  der  Reduction 

lx"e-'-*dx  = X"  e-" 

gt,  wenn  m  und  a  positiv  sind, 

/  x^e-«'dx  =  — 


-?J 


Denn  «"  e-"  verschwindet,  wenn  x  =>  ( 
verschwindet,  erkennt  man  an  der  Reihenen 


die  auch  fUr  x  =  <7o  gilt;  man  erhält  hiema 

Die  ersten  m  Glieder  des  Divisors  versc 
und  alle  folgenden  werden  unendlich  gross; 

Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zalil,  so 
Wendung  von  2. 


-  2)  ...  3 

iälc  man 


'-  L-.4.. 


-  2) ...  3 


die  aus  d 


•■ctang^ 


i^i  ' 


h  l 

1  und  n 

Oebrau.li 

rf- 

i(*  +  *a; 

>-' 

-  (- 1)--' 

.1.2 

.3.  .( 

i/^-i 

äb«- 

-1 
i 

-  (- 1)-' 

1.3. 

.5  .  .(; 
2-. 

so  erhält 

man, 

,  wenn  man 

schliesslich  wieder  Ir  durc 

r 

du 

1 

•  3.5. 

.(2«- 

■  3.4. .( 

u 
9.    Durch  theilweise  Integration  findet  nnan 

fsin"xdx  =  —  sitf^-^xeosx  +  {m—  1)^ 
Ersetzt  man  im  letzten  Integrale  cos^x  durcli  1 
jiin"  xdx  =  —  siw^-^xcosx  +  {in  —  l)Jsiu"'-^x 
daher  ist 
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rs>«' 


'»»^v<  * 


=^  » 


'•'«l»\ 


Ltja- 


f. 

r?-  - 


6io 


Integralrechnung. 


/' 


1 


sin**'  xdx  =  —  —  sin'"—'^ 

m 


xcosx -h \stn"'—'xdx. 


TT 


Führt  man  hier  die  Integrationsgrenzen  0  und  ^  ein,  so  erliält  man,  sobald 
m  >  1 


71 


ysin'"xdx  =  lsin'"-^xdx  . 
"^     J 


0  0 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Reduction  gelangt  man,  je  nachdem 
m  gerade  oder  ungerade  ist,  schliesslich  zu 


I  dx  =  -^  ,       oder  I  j/; 


oder  \sinxdx  =  1 
0 


Daher'  erhält  man  für  ein  gerades  m 


7t 

¥ 


/ 


«'«"'  JC^JC    = 


(m  —\){m  —  S){m  —  5)  .  .  .3-1      t: 
w(w  — 2)(/Ä  — 4)  ...  4-2       '  2  * 


0 

ftir  ein  ungerades  ;// 

¥ 


jsm*'*  xdx  = 


(ffl—  l)(///>-3)  .  .  .  4-2 
/;/(;;/  —  2)  ...  5  •  3   ~ 


0 


Ersetzt  man  sinx  durch  z,  so  ist  cos  xdx  =  ^2,  also  ^jp  =  ^5 :  "|/l  —  s- , 
und  den  Grenzen  0  und  ~  flir  a:  entsprechen  fiir  z  die  Grenzen  0  und  1.  Ver- 
tauscht man  nach  der  Substitution  wieder  die  Buchstaben  z  und  x,  da,  we  man 
sieht,  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabein  bei  einem  bestimmten  Integral 
zwischen  constanten  Grenzen  ganz  willkürlich  ist,  so  erhält  man  anstatt  1.  und  3. 

die  Intesrralformeln 

1 


8. 


X'"  dx 


(^— l)(w  — 3)  .  .  .  3- 1     7: 

;//(;//-2).  .  .  4.2      •  2  '    ^^  ^^'^"^^ 
(ffi—  l)(w— 3).  .  .  4-2 


7n{m  —  2)  ...  3  •  1 


m  ungerade. 


§  8.    Berechnung  von  ebenen  Flächen,  Curvenbogen,  Raumtheilen  und 
unebenen  Flächen  durch  einfache  bestimmte  Integrale. 

1.  Wenn  der  Curvenzug  (Fig.  504)  j'  =/("r) 
zwischen  Punkten  A  und  B^  deren  Abscissen 
a  und  b  sind,  stetig  verläuft,  und  so  beschaffen 
ist,  dass,  während  ein  Punkt  F  auf  der  Cune 
sich  von  A  und  B  so  bewegt,  dass  jeder 
Curvenpunkt  nur  einmal  durchlaufen  wird,  die 
Horizontal projection  F*  von  P  imnier  in  der- 
selben Richtung  von  Ä  nach  B^  gelangt,  so 
ist  die  Fläche  ÄABB'  (§  1,  No.  5) 


1. 


-5' 


(M.  504.) 


/r=  Jf{x)dx, 


a 


bogen,  Räumt licilen  und  uncbe 

;n  a  und 

h  gross, 


f:x. 

1  schief- 
mit  dem 
;eliörige, 
nstreifen 


zwischen  den  Grenzen  enthalten 
ysmiXx  <  ^F  <  {y  -i-  ^y)  sinn -Ix. 

IAlso  ist 
\F 
y"«'^  <  Ä3^  <  (^  +  V)«'"'- 

Gellt  man  zur  Grenze  ^x  =  0  über, 
1  so  erhält 


mithin 

übrigens 

oben) 


^=ysma, 

für    die    Fläche    AA'B'B    (unter 
gleichen    Voraussetzungen ,    wie 

F  =  sinafyäx. 


Ist 


rechtwinkeligen  Coordinaten  y  ^=/(x) 
die  Gleichung  einer  geschlossenen  Curve,  die  von 
den  Normalen  zur  Abscissenachse  in  zwei  Punkten 
getrofTen  wird,  so  bestimme  man  zunächst  auf  ~ 
analytisch  -  geometrischem  Wege  die  Abscissen  a 
und  *  der  beiden  die  Curve  tangjrenden  Ordinaten, 
zwischen  denen  die  Curve  liegt.  Bezeichnet  nun_)', 
die  lu  einer  Abscisse  x  gehörige  grössere,  y^  die 
zugehörige  kleinere  Ordinate,  so  ist  die  gesuchte 
Fläche  (Fig  507) 


■=  fyi'i^  ~  fyi 


!  i\ 


y^)  äx . 

Für   schiefwinkelige  Coordinaten  erhält  man 

(Fig.  508) 

5.  F=  sinoi-fiy,  -y,)dx. 

2,  Eine  Parabel,  deren  Achse  in  die  K-Achse 
und  deren  Scheitel  in  den  Nullpunkt  fallt,  hat  die 
Gleichung 


t 


Daher  ist  die  Fläche  F^F^F^P^' 


\p         3 
Theil  c 


2</  bei' 


/stein,  i 


igung,  . 
eindeu 

T),  der 

:hse  pa 


ff;; 


>• 


Ut* 


f.i'i'' 


k4»- 
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Die  ganze  Ellipsenfläche  J*'  folgt  hieraus,  wenn  man  ^  =  0,  a  =  2i:  setzt,  zu 

F  =  71  •  ab  . 

5.  Die  .Hyperbelfläche,  die  von  der  Hyperbel  und  einer  zur  Hauptachse 
normalen  Sehne  begrenzt  wird,  beträgt,  wenn  x  die  Abscisse  der  begrenzenden 
Sehne  ist,  und  a  und  d  die  Halbachsen  der  Hyperbel  sind, 


a 


Nun  ist,  wie  sich  nach  §  4,  No.  4  leicht  ergiebt, 

fy'x^  —  «2  ^a;  =  i  [a:  -/jc»  —  ö«  —  a^/(x  H-  j/i«  —  a«)]  H-  C. 
Daher  hat  man 

Hierfür  kann  man  setzen 


/=lh-H-:-^)]- 


Wählt  man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen,  so  ist  die  Hyperbelgleichung 


/^a 


xy  = 


Ist  a  der  halbe  Winkel  der  Asymptoten,  so  ist 

2  fang  OL  2ad 

"  a^ 


1  H-  /ä«^2  a        a^  -h  d^ 

Daher   liegt  zwischen  zwei   Ordinaten  tj^    und   tjj,   die  dasselbe  Voneichen 

haben,  die  Fläche 

5» 


51 
().    Die  Gleichungen  einer  Cycloide  seien 

'  X  =  a(<p  —  j/«9) ,      j/  =  a{\  —  cos^)  , 

Alsdann  ist        tix  =  a(\ — cos^d^^ 

und   für   die   Fläche,  die   von  dem  im  Nullpunkte  beginnenden  Cycloidenbogen 

und  den  Coordinaten  des  Cycloidenpunktes  P  eingeschlossen  wird,  ergiebt  sich 

f=,jydx  =  a^f{\  —cosfydrf. 
0  0 

Da  nun 

(1  —  cos(f)^  =  1  —  2cosf  4-  ^(1  -h  C(f5^i) 

=  f  —  2c0s^  -+■  ^cos2^f 
so  ist 


(1  -—  cos^yd^  ==  -^  —  2sinff  H-  -^ 


0 


1. 


Folglich  hat  man 
/=  ^-(6<p  —  8j/«<p  -\-  sin2tf). 


a' 


Die  von  PP\  P'  Af   und  dem  Bogen  PM'   des  erzeugenden  Kreises  ein- 
geschlossene Fläche  ist 


PP'  -h  MM' 


•^1  ""  '  2' 


a^o 


a" 


•  PM' ^-  =  ^  (2j/«9  —  cos^sin^  —  f). 


§  8.  Berechnung  von  ebenen  Flächen,  Cunenbogen,  Raumtheilen  und  unebenen  Flächen  etc.     615 


Daher  hat  man  für  die  von  der  Abscissenachse,  dem  Cycloidenbogcn 
OP  und  dem  Kreisbogen  PM^  eingeschlossene  Fläche 

2.  OPM'  =  f  ^  f^   =  ^»((p  —  sin^)  =  a  •  O P\ 

Also  ist  diese  Fläche  gleich  dem  Rechtecke   aus  dem   Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  und  der  Abscisse  des  Punktes  P. 

Aus    1.   erhält  man  fiir  «p  =  Stt  die  Fläche,   die  von   dem   zu   einer  vollen 

Umdrehung  gehörigen  Cycloidenbogen  und  der  Abscissenachse  eingeschlossen  wird 

3.  /  =  Sita»  . 

7.    Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten 

so  lässt  sich  leicht  der  Sector  angeben,  der  von  den  Radien  zweier  zu  den 
Polarwinkeln  a  und  ß  gehöriger  Curvenpunkte  A  und  B  und  dem  Curvenbogen 
AB  begrenzt  wird. 

Haben  P  und  P^  die  Coordinaten  <p,  r  und 
9-1-^9,  r  -h  ^rj  so  kann  A9  immer  so  klein  ge- 
nommen werden,  dass  der  Curvensector  OPP^  =  A9 
zwischen  den  Kreissectoren  enthalten  ist,  die  den 
Centriwinkel  A9  und  die  Radien  r  und  r  H-  Ar  haben; 
alsdann  ist 

wenn    Ar  >  0:      ^r^  A9  <  A^*  <  i(r  4- Ar)2A(p, 
„      Ar<0:      ir^A^  >  A^  >  i(r-h  Ar)2A9. 

Dividirt  man  Glied  für  Glied  durch  A9  und  geht 
zur  Grenze  Ajp  =  0  über,  so  convergiren  beide  Be- 
grenzungen des  Quotienten  A»S:  A(p  gegen  den  Grenzwerth'  ^''^J  daher  hat  man 

-—  =  hm  T—  =  \r^  . 
Äcp  A(p        * 

Hieraus  folgt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Curvenbogen  AB  continuirlich 

ist  und  ganz  im  Endlichen  liegt,   und  dass  <p  nur  wächst,   wenn  ein  Punkt  ohne 

umzukehren  den  Bogen  von  A  bis  B  djLirchläuft 


(M.  514 ) 


5.=  i/ra^(p. 


Für  den  Inhalt  einer  geschlossenen  Curve, 
welche  von  den  Radien  in  zwei  realen  Punkten 
geschnitten  wird,  hat  man,  wenn  der  Nullpunkt  im 
Innern  der  Fläche  liegt, 


2it 


0 


Sind  r^  und  r^  die  beiden  Radien,  welche  zum 
Polarwinkel  9  gehören,  und  ist  r^  positiv,  so  ist  r^ 
negativ;  für  die  Fläche  F  hat  man  alsdann  auch 


(M.  515.) 


<r 


« 


0  0 

K 


Liegt  der  Nullpunkt  ausserhalb  der  gesuchten 
Fläche,  so  bestimme  man  die  Winkel  a  und  ß,  deren  (M.  516.) 

Radien  die  Curve  berühren,  zwischen  denen  also  die  Fläche  gelegen  ist;  gehören 
nun  zu  <p  die  Radien  r^    und  r^,   und  ist  r^  >  r^,   so   ist  die  gesuchte  Fläche 
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also 


5  =  i/rj»rf9-i/r,»rfy. 

8.    Die  Gleichung  der  Fusspunktciirve  der  Ellipse  ist 

Daher  hat  man  fiir  einen  an  der  AT-Achse  beginnenden  Sector  dieser  Ciirvc 


0 


b^ 


•  9 


9  -h  -g- J/«2(p. 


i: 


Einen  Quadranten  erhält  man  für  9  =  ;y 

ml 
b^ 


s  = 


^1 


2 


8 


r 


die  ganze  Fläche  ist  daher  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  über 

den  Hauptachsen  construirten  Kreise. 

9.  Für  die  Kreisevolvente  hat  man,  wenn  AOQ 
mit  to  und  der  Halbmesser  des  Kreises  mit  a  bezeichnet 
werden 


■«    ^    /t3 


0  jA 

(M.  517.) 

Daher  ist  der  Sector  AOF 


=  «^  (1  -4-  ci)^) ,       tang(i3i  —  9)  = 
Aus  der  letzteren  Gleichung  folgt 

dia  —   d^  =  COS^  («1  —  9)  diA  , 


O)  . 


mithm 


d^  = 


u> 


3 


1  ^-  Cl> 


a 


CO  . 


(U 


S  =  ^a^ftD^diü  =  itf«co3  . 


10.  Legt  man  bei  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  den 
Nullpunkt  in  den  Doppelpunkt,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Fonn 
1.  Ax^  -+-  Bxy  -h  Cy^  =  Dx^  -h  Ex^y  -f-  Fxy^  -h  Gy^  , 

die  Glieder  ersten  und  nullten  Grades  fehlen. 

Setzt  man  iang^  =  /",     so  ist    y  =  x/,     r^  =  x^{\  H-  Z^), 

und  daher  die  Fläche  des  Sectors,  für  dessen  Endpunkte  /  die  Werthe  a  und  b  hat 


S  =  \Jx^  dt . 


a 


Führt  man  y  =  tx  m  1.  ein,  so  entsteht  für  x  die  lineare  Gleichung 

A  '\-  Bt  ^  Ct^  =^  {D  -^  Et  -^  Ft^  -h  Gt^)  .  jc . 
Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

^  4-  ^/  4-  c/>  =  r,      Z^  -H  ^Z  -+-  i?'/»  H-  C?/»  =  T, 
und  erhalten  somit 

T 


X  ■=■ 


T» 


daher  ergiebt  sich  für  den  Curvensector 


n,  Curvenbogen,  Raumtheilen  und  unebenen  Flüchen  el 


s-iß 


:rf/. 


jedem  Falle  nach  den  Regeln  über  die  Integration 
echt  gebrochener  rationaler  Functionen  ausgeführt  werden.  Es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  diese  Sectoren  mithin  durch  algebraische  Functionen,  Logarithmen 
und  Arciistangens  ausgedrückt  werden  können. 

Wählt  man  bei  einer  symmetrischen  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  die  Symmetrieachse  zur  K-Achse,  so  ist  die  Gleichung  Rlr  x 
geraden  Grades,  mithin 

£  ^  £>  =  J^  =  0, 
und  die  Gleichung  1.  rediicirt  sich  auf 
2.  Ax*  +  Cy»  =  £x'y  +  Gy' . 

Die  Richtungen  der  Asymptoten  bestimmen  sich  aus  der  cubischen  Gleichung 
Et  +  Gt*  =  0; 
diese   eigiebt   eine   der   XAchse   parallele  Asymptote  /  t=  0   und   die   beiden 
Asymptotenrichtimgen 

/  =  ^—'eTg  . 

Setzt  man  zur  Bestimmung  der  Ordinate  k  der  erstem  Asymptote  y  =  i  in 
2.,  so  folgt 

{A  —  Ek)  x^  =  (7-S-'  —  W  . 

Hieraus  folgen  flir  x  zwei  unendlich  grosse  Wurzeln,  wenn 
k  =  A:E. 

Die  in  diesem  Abstände  der  XAchse  parallele  Gerade  hat  also  mit  der  Curve 
drei  unendlich  ferne  Punkte  gemein,  ist  somit  Wendetangente  mit  unendlich 
fernem  Wendepunkte. 

Diese  Wendetangente  wird  selbst  unendlich  fem,  und  gleichzeitig  auch  die 
anderen  bdden  Asymptoten,  wenn  E  =  Vi. 

Da  G   alsdann   von  Null  verschieden  sein  muss,    sobald  es  sich  um  eine 
eigentliche  Curve  dritter  Ordnung 
handelt,  so  kann  man  die  Gleichung 
durch  G  dividiren  und  in  der  Form 
angeben 

Ax^    +   Cy*  =  y^  . 

Für  diese  Curve  hat 


Für  die  Doppelpunktstangenten  hat  man  die  Gleichung 

A  +  Ci*  =  0. 
Haben  A  und  C  verschiedene  Vorzeichen,   so  sind  die  Tangenten  real  und 
man  hat  für  den  zwischen  ihnen  liegenden  Curvensector,  flir  die  Schleife  OMN, 


'M^ 


■  V. 


B»r 


5*?/ 
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2       y^ 
3 


(-S)-t]. 


C 

A  ' 


Es    ist  hervorzuheben,    dass  die   Sectoren  dieser  Curven   rationale  alge- 
braische Functionen  des  Parameters  /  sind. 


11.    Das  Differential  ds  eines  Bogens  der  Curve  ^  =/(x)  ist  bekanntlich 

ds  =  |/l  -i-y»  .  dx . 
Daher  ist  der  Bogen   zwischen   den   Punkten  A  und  Bj   deren  Abscissen  a 
und  If  sind 


a 


Hierbei  wird  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  vorausgesetzt.  In  einem 
schiefwinkeligen  Parallel-Coordinatensysteme  mit  dem  Achsenwinkel  erscheint  ds 
als  der  Grenzwerth  der  Seite  eines  Dreiecks,  da^  die  Seiten  ^x  und  Ay  und  den 
von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  r  —  a  hat;  daher  ist 

ds  __         Ajt*  -4-  A72  -4.  2^x^ycosaL 

dx  ^x^ 


=   1   -h 


und  man  hat  somit 


\dx)         "  \dx) 


-  I  COS^j 


s  =j  }/l  H-  ^ycosfx-hy'^dx. 


a 


12.    Für  einen  im  Scheitel  anfangenden  Bogen  der  Parabel 


y  = 


ist 


x"^ 

2> 

X 


und  daher 


1. 


X  X 


0 


=  ^y'/^T^+i/ 


0 

2 


V>3  4.  jp2 


Für  die  Ellipse  ist 

Bezeichnet  man  die  numerische  Excentricität  mit  e,  so  erhält  man  für  einen 
auf  der  K-Achse  beginnenden  Bogen 


2. 


dx . 


Dieses  Integral  ist  irreductibel. 
Für  die  Hyperbel  ist 


y  -=  —  yx^  —  a^  , 


bx 


y  = 


Bezeichnet  man  auch  hier  die  numerische  Excentricität  durch  »,  so  ergiebt 
sich  fUr  einen  im  Scheitel  beginnenden  Bogen 


\ 


L 


;!;  beide  Inte 
elliptischen  Integrale,  auf  die  wir  im  II.  Theile  d 
werden. 

13-   Für  die  Cycloide  ist 

x  =  a{i  —  sint),      y  t=  a{\  - 
Nimmt  man  /  zur  unabhängigen  Variabein,  so 
dx  =  a{\  —  cosl)di,       dy  =  a 
und  daher  ein  im  Nullpunkte  beginnender  Bogen 

s  =  fydx^  +  dy' 

0 

=  afy(i~^£OSl)'  +  sin'i  dt  =  : 
Dies  eraiebt 

Die  Länge  der  ganzen  Cycloide   erhält  man  h 
sich  zu 

14.    Für  die  Curve  dritter  Ordnung 

Ax'  +  Cy"*  =^  y^ 

ist,  wenn  man  wieder  y  =:  tx  setzt, 

,  A+  et*  .  3A  +  Cl' 

x= := ,       dx  = jr 'dt,       d; 


Folglich  ist  für  einen  zwischen  den  Richtung« 
Curvenbc^en 


neinen  elliptis 

Parabel  Ax'  -- 

AJYl^'  dt 


Dieses  Integral  ist  im  Allgemeinen  elliptisch 
iLsche  oder  semicubische  Parabel  Ax'-=_ 


Hierbei  ist  y  ^=  tx ,  mithin 

_A  _  A 

Setzt  man  in  dem  Integrale  i  =  I :  s ,  so  erbt 

s  =  A  f  y^'~^ri . 

Nun  ist  bekanntlich 


jv^. 


Ersetzt  man  hier 


si 


■  ■» 


••  '  .  ■  /■ 


■5<L' 
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h' 


^' 


fe 


!■'•* 


V. 

ü  ■ 

r   •  . 


L»V. 


1  • 


I.««. 


f.T- 


.1»    _  1    -    ^ 

und  führt  die  Grenzen  0  und  y  ein,  so  erhält  man  schliesslich 

15.  Will  man  Polarcoordinaten  verwenden,  so  macht  man  die  Substitutionen 

X  =  rcos  9 ,      y  =  rsin  9  , 
lix  =  ^^j  ^  dr  —  rsin  'f  //^  ,       dy  =  sin  ^dr  -\-  rcos  9^/9. 
Daher  ist  dj-  =  ^r*  -h  r-dr^^  ,         und  man  hat 

9a 

«1 

16.  Die  Spirale  des  Archimedes  hat  die  Gleichung 

r  =  ö  9 ; 
hier  ist  r'  =  a,  und  man  erhält  den  vom  Nullpunkt  an  gerechneten  Bogen 

s  =  ajy^'  -h  1  dr^ 


0 


a 


Für  die  hyperbolische  Spirale  ist 

?2 


•'=-^.  .=.y 


?- 


r/<p . 


Daher  ist  nach  §  4,  No.  4, 

^  =  rt      '  /(9  -+-  1/9^ 


«1 


1 


'^^i)--y?--f-i 


]■ 


wobei  durch  das  Zeichen 

die  Difi'erenz /(^g) — /(?i)  angedeutet  werden  soll. 

17.    Aus  den  Gleichungen  der  Kreisevolvente  (No.  9)  ergiebt  sich 


rd(^  = 


rt:2to2 


<ü 


dr  =  /2tü 


ds  =  Äco  // 


(() 


r  r 

und   man   erhält  daher  für  den  Bogen,   dessen  Endpunkte  den  Wälzungswinkeln 
0  und  ti>  zugehören 


1 8.  Das  Bogendifferential  einer  Raumcurve  ist  (Differentialrechn.  §  6,  No.  8) 

1.  ds  =  ydx^  -H  //jK»  -I-  ^«^  . 

Sind  die  Gleichungen  der  Horizontal-  und  der  Verticalprojection  gegeben 

SO  hat  man 

daher  ist  der  zwischen  den  Absei ssen  x^  und  jCj  enthaltene  Bogen 

-»"•i 

2.  j  =    /   1/  1  4-  I  :;^ »  -+-  I  ^  I  •  ^x . 


/y-  -  e^)'-  d) 


mthcilen  und  ui 
als  Function 

so  ist  die  Curve  der  Durchschnitt  zweier  parabolisc 
es  ergicbt  sich 

Rechnet   man  den   Bogen   vom  gemeinsamen   Scheitel 
•  aus,  f.0  hat  man 


-M- 


-  dx . 


Setzt  1 

man  »■ 

-"' 

',  so  folgt 

,=lJT/u^ 

+  <j 

-h  6äu 

Daher 

erhält 

l/«l 

.  schliesslich 

r+1 

■x+a  +  l>)  +  Yü 

20.    Die  Raiimcwrve  dritter  Ordnung 

x  =  al,  y^bfl ,  s  =  cP 
ist  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  Flächen  zweiter  Ordnur 
durch  Elimination  von  /  aus  den  drei  Gleichungen  erhaltet 
bx^  —  a^ y  =  0  ,  Ö^x*  ~  acy^  =  0  ,  cxy  - 
dieselben  stellen  einen  parabolischen  Cylinder,  einen  F 
bolisches  Paraboloid  dar. 

Aus  den  Curvengleichungen  erhält  man 

dt-"-         ^t-^"''         dt-*'' 
daher  ist  die  Län^e  eines  im  Nullpunkte  beginnenden  Boj 

s  =  J-)/äs"T"4*»7*~+~»7»7*  dt. 

Dieses  Integral  ist  im   Allgemeinen  elliptisch;   es  w 

4^*  —  9(i»f»  =0. 
Setzt     man     2*^  ^=  Zac    voraus,     so    nimmt     der    1 
leichung  an 

äjca  —  2^  =  0, 
ährend  die  beiden  anderen  Flächen  keine  Besonderheiter 
Das  Integral  I.  wird  jetzt 


s=J{a+'icl^)dt  =  at  +  et"  =  x -\ 


21.  Schneidet  man  aus  einem  begrenzten  Volumen  du 
Geraden  G  normale  Ebenen  Q  und  Q,  eine  Schicht  Jl  F, 


6ai  Inlegralic 

ebene  Q  von  einem  gewissen  Nullpunkte 
um  /  +  i/  entfernt,  hat  femer  die  Sehn 
Volumen  der  Schicht  d  V  von  dem  Cylii 
je  kleiner  ^p  ist,  nnd  stimmt  mit  dem  C 
übe  rein,  wofern  nur  A/  hinlänglich  klein 

Hieraus  folgt  durch  Integration   für 
schnitten  liegt,  die  die  Abstände  p  ^  a  u 


Sind  insbesondere  die  Querschnitte  n 
den  Querschnitt  in  diesem  Falle  mit  f^. 


»-=/< 


Um  die  zwischen  zwei  Parallel 
Rotationskörpers  zu  erhalten,  lässt  ma 
fallen;  ist  nun  die  Gleichung  eines  Meri 
dessen  Achsen  G  und  normal  zu  G  sin< 
Coordinate  mit  r  bezeichnet  wird, 

r=J 
so  ist  das  Volumen  der  Schicht 

"-"/' 

22.    Ein  zur  .Jf-Achse  normaler  Quer^c 
^       iL        '1 
ist  eiire  [Ellipse  mit  den  Halbachsen 

~  V«'  -  *'  ■ 

Daher  ist  die  Fläche  desselben 

f ,  —  «  ^  {« 
mithin  hat  man  für  das  Volumen  einer  Sc 


u  parallelen  begrenz 

t  wird 

V  -- 

Das  Volu 

men  des  ; 

ganzen 

Ellipsoids 

y^r.t 

-tj{a' 

-,■)</« 

4s 
~    3 

■abc. 

Schneidet 

man  das 

einscl 

haiige  Hy 

1,  Raumlheilen  und  unebenen  Flächei 


:hiiitt  eine  Ellipse  mit  den  H: 
fly*'  +  f * :  c  und  b  Yz*  -t-  c *  :  f .  Das  Volumen  einer  Scliiclit  /wis 
XV-F.bene  und  einer  parallelen  Ebene  ist  daher 


^^/<" 


i-t')j^. 


~-,-iH'' +  ''■}■ 

Die  Schicht  zwischen  den  Ebenen  z  ^  —  c  und  z  ^  c  beträgt 

und  ist  daher  doppelt  so  gross,  wie  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbachse 
Im  zweischaligen  Hyperboloide 


;n  wir  einen  Querschnitt  normal  zur  ^-Achse;  derselbe  ist  eine  E 
I  Halbachsen  *  y^x'  —  a^  :  a  und  e  y^x'''  —  a"  :  a  .  Das  vom  Sc 
einem  Querschnitte  reichende  Volumen  ist  daher 


y 

"¥"■ 

-a')Jx, 

"■'Ja'' 

-  »•»■  +  }«') 

ch« 

Pa 

raboloid 

hat  normal    zur    2-Achse    einen    elliptischen    Querschnitt    mit    den  H 
yias  und  }/2A.     Daher  ist  das  normal  zur  Achse  abgeschnittene  Si 


^='ir.-^ai>fz 


zdz, 

=    T.  Y^  ■  «'  . 
Ist  /"  die  Fläche  der  das  Segment  begrenzenden  Ellipse,  so  ist 

^  =  2ny^-s, 

ond  man  hat  daher 

K  =  1  ^« , 
also  die  Hälfte  des  Cylinders  von  der  Basis  J^  und  der  Hohe  2. 
Vom  hyperbolischen  Paraboloide 
x'         V* 
^--^  _  23  =  U 

berechnen  wir  das  oberhalb  der  X  K-Ebene  entlang  der  positiven  X-i 
erstreckende  und  von  einem  Querschnitte  normal  zur  ^Y-Achse  begrenzte 
Eine  Normalebene  zur  ^-Achse  schneidet  die  Fläche  in  einer  Para 
Scheitel  in  der  Höhe  ar*  :  2«  über  der  X  K-Ebene  liegt,  und  die  von  der  . 
in  einer  Sehne  von  der  Länge  2  yXTä  ■  :ir  geschnitten  wird.  Der  Inl 
parabolischen  Querschnitts  ist  daher 
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;^...  i 


ii      a  f    a 
mithin  ist  die  gesuchte  Schicht 

d      a  '    a   J  ,i     a  r    a      4 

ö 
oder,  wenn  mit  F  der  das  Volumen  begrenzende  Querschnitt  bezeichnet  wrd 

also  ein  Viertel  des  Cylinders  von  der  Basis  F  und  der  Höhe  x, 

Y  24.    Rotirt    eine   Ellipse 

um  eine  Achse  O  V,  die  in  der 
Ebene  der  Ellipse  liegt,  parallel 
zu  einer  Hauptachse  der  ?Ulipse 
ist,  und  die  Ellipse  nichi 
^  schneidet,  so  entsteht  ein 
doppelsymmetrischer  Ring. 
Ein  Querschnitt  ^  dieses  Rin- 
ges, der  durch  II  normal  zur 
Drehungsachse  gelegt  wird,  ist 
die  Differenz  der  beiden  Kreise, 

deren    Halbmesser   UP^    und   WP^    sind;    daher   ist,    wenn  e  den   Abstand  des 

Ellipsenmittelpunktes  von  der  Rotationsachse  bezeichnet 

g  =  T..{nF,  -^\\F,)(UF,  -n/',), 

Folglich  ist  das  Ringvolumen 


0 


(M.  519.) 


JYW^y^dy^  ^Jywzrjidy, 


—o 


U 


Setzt  man  y  -^  bcosf^^  so  erhält  man 
6  5 


J  y/jnrp  dy  =  d^Jsm^ffä^  =  J^«        (§  7,  No.  9,   1)  . 


0 


(M.  »20.) 


U 

Hieraus  folgt 

F=  2i:2  -ade. 

Bezeichnet  F  die  Fläche  der  rotirenden  FJli|)sc 
und  7(/  den  Perimeter  des  von  ihrem  Mittelpunkte 
beschriebenen  Kreises,  so  ist 

F  =  £  '  w . 

Dieselbe  Formel  gilt  auch,  wie  man  sofort 
sieht,  für  jeden  zwischen  zwei  Meridianen  gelegenen 
Sector  dieses  Ringes,  sobald«'  den  innerhalb  des 
Sectors  gelegenen  Theil  des  vom  Mittelpunkte  be- 
schriebenen Weges  bezeichnet 

Rotirt  ein  Parabelsegment  ABC  um  die  zur 
Parabelachse  normale  Ordinate  BC,  und  ist  die 
Parabelgleichung  y^  =  2a(e  -—  x),  so  ist  die  Fläche 
des  zur  Ordinate  OU  =y  gehörigen  Parallelkreises 


§8.  Btrechnung  von  ebenen  Flachen,  Curvenbogcn,  Raiimtheilen  und  unebenen  Flächen  elc.     öaj 
Daher  ist  das  Ringvolumen 

15  '    ''^ 
Bezeichnet  F  die  rotirende  Fläche,  so  ist 

daher  hat  man 


S5.  Wir  beschliessen  diesen  Abschnitt  mit  Formeln  und  Beispielen  Über  den 
Inhalt  von  Rotationsflächen. 

Um  eine  zwischen  zwei  Parallel  kreisen  enthaltene  Zone  einer  Rotations- 
■  fläche  zu  berechnen,  die  durch  Umdrehung  der  Curve  y  =/(x)  um  die  XAchse 
entsteht,  betrachten  wir  zwei  auf  einem  Meridiane  gelegene  Punkte  /"und  /*,  mit 
den  Coordinaten  x,  y  und  x  +  A*,  y  +  \y.  Die  Kegelzone,  welche  die  Sehne 
PPt  beschreibt,  hat  den  Inhalt  .   y 


Die  zwischen  denselben  Parallelkreisen  enthaltene 
Flächenzone  sei  ^F.  Nähert  sich  Ää  dem  Grenzwerthe 
Null,  so  nähert  sich  der  Quotient  \F\  ^x  dem  Grenz- 
werthe von  Ä5:Äa:;  daher  hat  man 


dx 


=  limx 


=  Ä«  A 


^V^^'- 


Hiemach  ergiebt  sich  für  die  Zone,  deren  Parallel- 
kreise die  Abscissen  a  und  i  haben, 


Jh- 


.^..f^VTT^'.ä. 


26.   Rotirt  die  Parabel  y^  =  ipx  um  die  JT-Achse,  so  ist  der  vom  Scheitel 
bis  zu  einem  Parallelkreise  sich  erstreckende  Theil  des  Rotationsparaboloids 


a 

=  2v^yp  i  y^x~+p  dx , 


.liVl 


[(2*  +  /)*-J**]- 


Rotirt  diese  Parabel  um  die  K-Achse,  so  entsteht  eine  Rotationsfläche 
vierten  Grades,  die  im  Nullpunkte  eine  Spitze  hat.  Für  die  von  der  Spitze 
bis  zu  einem  Parallelkreise  reichende  Zone  derselben  ist 
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yiliP*    v  ^  y 


t ' 


^ 
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=  2i:Jxyi  +  (g)  V  =  ^yV»  ypi^i^  dy . 


0 

Nun  ist  (§  4,  No.  4) 


Daher  ist 

27.    Für  die  Oberfläche  des  Ellipsoids,  das  durch  Rotation  der  Ellipse 


^+^-1  =  0 


um  die  XAchse  entsteht,  hat  man 


dy_  bx  ^ —         b^a^-{a*-b^)x* 

Daher  ist  eine  in  der  KZ-Ebene  beginnende  Zone  des  Rotationsellipsoids 


F  =  ^  jya*  —  (fl»  —  d^)  x^  dx. 


Nach  §  4,  No.  4  ist 

dx 

Ist  a  >  bf   das  Ellipsoid   also    durch  Rotation  um  die  grosse  Achse  ent- 
standen, so  ist,  wenn  c  die  Excentricität  des  Meridians  bezeichnet, 

ex 


\Va^-{a^-b^)x^dx  =  |ya4_(^2^^s)^2  H.  ^  /         _  ^^^ 


/^jc  l         dx  1  .  ...         _ 

,  :  =  I  -7====  =  —arcsm-s-  -h  C; 

Ist  dagegen  a  <:  b,  so  hat  man 


Daher  ergiebt  sich  schliesslich, 
wenn  a  >  b  ^ 


Tzb       r-- =— r       i:a^b         .   ex 


F  ^  -YxYä*'  —e^x^  4- 


arestn 


wenn  a  <.  b ,  

F  =  -ä-^i/ö*  4-  e^x^  H / — 5 . 

Die  ganze  Oberfläche  erhält  man,  wenn  man  x  durch  a  ersetzt  und  mit  2 
multiplicirt 


/         ö«  e\ 

F  =  2ir^  \b  -\ aresin  —  1 ,      a  >  b\ 

\  e  aj' 

(        a>    b  -^^  e\ 
F  =^^'v:b\b^—l—~Y       a 


<  b, 
V  ^         ^    J 

28.   Rotirt  die  Hyperbel 

^-I2  -1  =  0 


r 
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um  die  Jf-Achse,  so  ist  die  von  einem  Scheitel  bis  zu  einem  Parallelkreise  sich 
erstreckende  Fläche  des  zweischaligen  Rotationshyperboloids,  wenn  die 
Excentricität  wieder  mit  c  bezeichnet  wird 


1. 


=  ^[^V^^ 


^4  _  ^8^  _ 


a 


*     ex  -{-  Yc^  x^  —  a 
c  a{c  -h  U) 


-]■ 


Rotirt  dieselbe  Hyperbel  um  die  -Y-Achse,  so  entsteht  ein  einschaliges 
Rotationshyperboloid.  Für  eine  von  der  A'K-Ebene  bis  zu  einem  Parallel- 
beise  reichende  Zone  desselben  ist 


-2./»i/i+(g)v^, 


Da  nun 


=  Tl^ 


dx 
dy 


ay 


so  hat  man 


^y^ 


v-W- 


ö)/^ 


4- 


^»v» 


b^x 


2. 


=  ^7>^ 


0 


-  |?(^)/2^ 


b^y^dy, 


b^ 


+  ^«;/»  H-  —  / 


^J' 


l/b^ 


^\ 


c  b^ 

29.  Bezeichnet  ds  das  BogendifFerential  eines  Meridians,  so  kann  man  die 
Zone  der  Rotationsfläche  kürzer  in  der  Form  angeben 

F  =  2tzjyds . 

Hier  erscheint  s  als  die  Integrationsvariable,  und  y  ist  durch  s  auszudrücken. 
Statt  dessen  kann  man  unter  Umständen  auch  y  und  ds  durch  eine  andere  un- 
abhängige Variable  /  ausdrücken;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  dann  die 
Werthe  von  /,  welche  für  die  Endpunkte  des  Meridians  der  Zone  gelten. 

Rotirt  ein  Kreis  mit  dem  Halb- 
messer a  um  eine  Gerade  OX,  die  in 
seiner  Ebene  um  e  vom  Centrum  ent- 
fernt liegt,  und  nimmt  man  den  Winkel 
7  zur  unabhängigen  Variabeln,  so  ist 

y  ^^  e  —  acos  ^ ,       ds  =  ad^  . 

Will  man  die  ganze  Oberfläche  des 
Ringes  berechnen,  so  gelten  flir  ^  die 
Grenzen  0  und  2tc;  daher  ist  

2ic 


P=2j:aj{e  —  acos^df^^=  4tTz^ae, 


0 

(M.  522.) 


V 


•y.*/ 


-?!*-! 


■>: 


§  9.    Bestimmte  Doppelintegrale. 
1.  Das  einfache  bestimmte  Integral 

f/(x)dx 

a 

haben  wir  als  den  Grenzwerth  deflnirt,  dem  sich  die  Summe 


40» 


ff  ■ 


gjprT  o«ö  Iiitegraltechhung. 


'-V 


So 


[^^ 


**- 


y /(. .  * .  ^)  ^ 


.p^-     *  — « 

^:*>  nähert,  wenn  n  unendlich  wächst,  und  haben,  wenn  a  <i  b,  diesen  Grenzwerth 


als  den  Inhalt  der  Fläche  erkannt,  die  von  der  Curve  y  s=/{x),  der  A^- Achse 
und  den  zu  den  Abscissen  a  und  d  gehörigen  Ordinaten  /(a)  und  /{b)  einge- 
schlossen wird.  Die  Abscissencjifferenz  d  —  a  erscheint  dabei  in  /i  gleiche  Theüe 
getheilt,  ein  solcher  Theil  ist  (^  —  a):n  und  der  Functionswerth 


/ 


(— '-^) 


ist  die  Ordinate,  die  zum  /Jten  Theilpunkte  gehört. 
s.«  '  Setzen  wir 


Die  Voraussetzungen,  dass  alle  Ajc  gleich  sind  und  dass  die  y  die  zu  den 
Theilpunkten  gehörigen  Ordinaten  sind,  können  aufgegeben  werden;  theilt  man 
die  Differenz  d  —  a  in  n  Theile  A^^,  \x,  .  .  i^„x  von  beliebigem  Verhältniss 
und  ist  yjk  eine  Ordinate  der  Curve  y  =  /(x) ,  die  zu  einem  innerhalb  ^tx  ge- 
legenen  Punkte  der  Abscissenachse  gehört,  so  ist 

lim  2yk  ^kx 
ebenfalls  die  obige  Fläche. 

Ist  nämlich  die  Curve  y  =/(jc)  zwischen  A  und  B  beständig  steigend  oder 
beständig  fallend,  und  bezeichnet  man  mit  r^  und  Yk  die  grösste  und  kleinste 
innerhalb  ^kx  fallende  Ordinate,  und  mit  F  die  Fläche  AA  B^B,  so  gelten  die 
Begrenzungen 

^r^^kx  <  F<^Ykb.kX, 
•  27)AA>fc^  <  2>'*A*ar;<  2yiA*x. 
Der  Unterschied  der  Grenzen  ist 

^Yk^kX  —  l.y^kl^kx  =  ^{Yk'-r^)^kX. 
Bezeichnet  A  den  grössten  der  Theile 

AjO:,     A^^t,     Ajo:,  .  .  A«jp, 
so  ist  offenbar 

2(n-Tj*)A*^  <  A.2(n-Ti*). 
Da  die  Curve  nach  der  Voraussetzung  nur  steigt  oder  fallt,  so  sind  Yk  und 
r\jt  die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten  von  ^kx\  im  ersten  Falle  ist  daher 
r[k  ^yk-\,   YA  =  yk\  im  andern  umgekehrt  t)*  =  yi. ,   F*  =  yk-i . 
Folglich  ist  im  ersten  Falle 

n 

im  letzten 

n 
1 

Sind  nun  die  Ordinaten  alle  endlich,  so  verschwindet  das  Produkt 

A.2(n-.T),.)  =  db  A.2Cy, -j'o) 
mit  A  zugleich;  daher  hat  man  in  der  That 
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oder  kürzer  mit  Hinweglassung  des  Index  k 

f/{x)äx  =  /imSylx, 

wobei  man  zu  merken  hat,  dass  dit;  Summe  über  alle  innerhalb  der  Begrenzung 
liegenden  x  zu  erstrecken  ist,  _ 

a  <  ar  <  Ä. 
Wenn  die  Curve  abwechselnd  steigt  und  fällt,  so  kann  man  die  soeben  durch- 
gcfllhrten  Betrachtungen  mit  den  ftir  denselben  Fall  in  §  1,  No.  5  angestellten 
combiniren;  man  kommt  dadurch  zu  der  Erkenntniss,  dass  auch  f^r  diesen  Fall 

J/{x)dx  =  /imly^x , 

wenn  nur  yt  filr  alle  zwischen  den  Grenzen  a  und  ^  enthaltene  Werthe  von  x 
endlich  bleibt. 

Anstatt  dieses  Integral  als  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  genommene 
Integral  von/{x)äx  zu  bezeichnen,  kann  man  es  geometrisch  anschaulicher  das 
über  die  Strecke  A'B"  ausgedehnte  Integral  von  /(x)äx  nennen. 

2.  Ist  «  eine  Function  zweier  Variabein,  *  ^=  f{x,y)  und  betrachten  wir  x 
und  y  als  rechtwinkelige  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  so  gehört  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  ein  bestimmter  Werth  von  «,  Ist  nun  in  der  Ebene  eine  be- 
grenzte Fläche  /  gegeben,  und  theilen  wir  dieselbe  in  beliebig  gestaltete  kleine 
Theile  i/,  multipliciren  jeden  Theil  ^i/  mit  einem  «*,  welches  zu  irgend  einem 
mnerhalb  ;i/ gelegenen  Punkte  gehört,  s<x  verstehen  wir  unter  dem  über^die 
Fläche/  ausgedehnten  Integrale 

den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Summe 

convergirt,  wenn  sämmtliche  i*/ verschwinden;  hierbei  ist  die  Summe 
Über  alle  im  Innern  von/liegende  Flächentheile  A/ zu  erstrecken; 
man  hat  also 

Jzd/  =  iimlnSit/- 

I         Dieser  Begriff  eines  über  eine  Fläche  erstreckten  Integrals  wird  geometrisch 

I  am  anschaulichsten,  wenn  wir  die  Oberfläche  ^ 

2  =  ?  {^.  .y)  .  z 

construiren,  und  diese  Fläche  [ 

mit  dem  verticalen  Cylinder 

durchschneiden,  auf  dem  die 

entlang   des  Perimeters  von 

/   errichteten   s    Ordinalen- 

liegen. 

Bezeichnen  C*  und  Zt 
die  grösste  und  kleinste  Or- 
dinate der  Fläche  z^f{x,y), 
deren  Fusspunkte  innerhalb 
ii/  liegen  und  V  den  Theil 
des  Cylinders  zwischen  der  ^^ 
.^K- Ebene  und  der  Fläche  T 
^,  so  ist 


■  '^  --. 


/l  ^" 
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s;tA*/<  2**4*/^  2^*4*/. 

Geht  man  zur  Grenze  fUr  verschwindend  kleine  A/  Über,  so  fallen  die  B^ 
grenzimgen 

2tt4i/    und     IZili/ 
zusammen;  daher  ist 

J:sJ/  =  /imlti^i/  =  V. 
3.  Wenn  man  die  Differenz  AB  der  äussersten  Abscissen  der  FUche  F  in 
kleine  Theile  Ajj;,  A,x,  .  .  .  ^mX  und  dieDiSt 
renz  der  äussersten  Ordinalen  CD  in  kldne  Theüt 
A|^i  Aj^,  4j^  ■  ■  ■  Ä,^  theilt,  und  durch  die 
Theilpunkte  Parallelen  zu  den  Achsen  zieht,  » 
entstehen  mn  Rechtecke,  von  denen  ein  Thal 
ganz  ins  Innere  der  Fläche  /  föllt.  Die  SamnK 
dieser  letzteren  Rechtecke  ist  kleiner,  als/tmd 
convergirt  gegen  den  Grenzwerth  /,  wenn  die  ii 
und  \y  verschwindend  klein  werden;  man  kanc 
daher  in  der  Gleichung 
r  1.  jzdf  =  ümlzkt^if 

(M.  624.)  diese   Rechtecke   als   die   Flächentheile  4/  h^ 

nutzen,  also,  wenn  man  den  Index  weglässt,  4/  durch  ^xüy  ersetzen.  Um 
den  Uebergang  zur  Grenze  anzudeuten,  hat  man  4/,  ^x  und  Aj'  gegen  df,  di 
und  dy  zu  vertauschen  und  gewinnt  so  für  1.  die  besondere  Darstellung 
2..  Jzdf  =  Jzdxdy  =  lim  ^S.z^x^y  . 

Die  Berechnung  des  Grenzwerthes  kann  geordnet  in  folgender  Weise  ge- 
schehen: Man  addire  zunächst  die  Elemente  der  Summe,  die  zu  demselben 
A:t:  =  EF  gehören,  also  zwischen  zwei  benachbarten  Ordinaten  liegen;  für  diese 
Summanden  ist  A;r  ein  gemeinsamer  Faktor,  und  x  kann  in  Rücksicht  aufdoi 
vorzunehmenden  Grenzübergang  in  dem  Faktor  s  =  f{x,y)  constant  gleich  OE 
(oder  OF)  genommen  werden.  Deutet  man  diese  Summation  bei  unveiändet- 
lichem  x  durch  das  Zeichen  Ij  an,  so  ist  die  Summe  dieser  Elemente 
A^.2,!A>. 
Geht  man  hier  zur  Grenze  für  verschwindende  ^y  Über,  so  entsteht 

^xliml^  zSiy . 
Nun  ist  aber  der  Grenzwerth  das  bestimmte  Integral  von  zdy,  ausgedehnt 
über  den  im  Innern  der  Fläche  /  liegenden  Theil  der  in  £  (oder  /}  enkhteten 
Ordinate;  unter  Berücksichtigung  dieser  Grenzen  ist  daher 
Ix/iml^zly  ^  Ax-fzdy. 
Setzt  man  hierin  für  Ax  der  Reihe  nach  alle  Theile  von  j4B,  addirt  die 
erhaltenen  Produkte,  und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  A.x  über, 
erhält  man 

/imlzAxly  =  äml^xäml^zly 
=  Im^x^  zdy . 
Das  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  genommene  Integral 

j.ay 

ist  eine  Function  von  x  allein;  der  Grenzwerth  rechts  ist  das  von  der  tlonsten 
biz  zur  grössten  Abscisse  der  Fläche  /  erstreckte  Integral 
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Es   ist   gebräuchlich   die  Klammem  wegzulassen   und   das  DifTerential   der 
Variabein,  nach  welcher  zuerst  inlegrirt  wird,  an  die  letzte  Stelle  zu  setzen. 
Das  über  eine  begrenzte  Fläche/ erstreckte  Integral 

wird  daher  durch  zweimalige  Integration  gefunden;  man  denke  sich 
zunächst  X  constant  und  berechne  das  bestimmte  Integral 

erstreckt  über  den  Theil  der  durch  das  Ende  von  x  gehenden  Nor- 
malen zu  OX,  der  innerhalb  der  Fläche  /  liegt;  dieses  Integral  ist 
eine  Function  von  x  allein;  hierauf  berechne  man  das  Integral 

erstreckt  von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Abscisse  der  Fläche  /. 

Man  kann  in  dieser  Betrachtung  die  Coordinaten  x  und  y  gegen  einander 
vertauschen  und  gewinnt  dann  die  folgende  Regel:  Um  das  über  die  Fläche 
/erstreckte  Integral 

zu  erhalten,  denke  man  sich  zunächst^  constant  (z.  B.  gleich  OG)  und 
berechne  das  bestimmte  Integral 

erstreckt  über  den  Theil  der  zu  y  gehörigen  Normalen  zu  OY,  der 
innerhalb  /  liegt;  dieses  Integral  ist  eine  Function  von  y  allein; 
hierauf  berechne  man  das  Integral 

S\S,{f.s)ä,\d,. 

erstreckt  von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Ordinate  der  Fläche  /. 

Da  die  Über  Flächen  erstreckten  Integrale  durch  zweimalige  bestimmte  Inte- 
gration gefunden  werden,  so  bezeichnet  man  sie  als  bestimmte  Doppel- 
integrale. 

4.  Wir  wollen  nun  an  einigen  Beispielen  die  Grenzen  der  aufeinander 
folgenden  Integrationen  bestimmen.  _ 

A.   Ist   die   Fläche  /  ein   Rechteck   ABCD,   '  ~ 

dessen  Seiten  den  Coordinatenachsen  parallel  sind, 
und  in  welchen  <4Z)  und  ^ C  die  Abscissen  a  und  dj, 
AB  und  DC  die  Ordinalen  b  und  b.  haben,  so  ist 


jtdf^f  Jtdxdy, 

Sx    <t| 

=  /  jidy  dx . 


0^ 

,A ji 

B ^C 


Wenn  beide  Integrationen  zwischen  c( 
so  kann  daher  die  Reihenfolge  der  Inte 
der  Grenzen  gewechselt  werden. 

Die  Bedingung,  dass  das  Doppelintegral  über 
&t  Fläche   des   Rechtecks   ausgedehnt   werden 
soU,  kann  durch  die  Ungleichungen  ersetzt  werden   f 
a<«<a,;       *<>'<^i- 

B.  ist  die  Fläche/  das  Dreieck  OAB,  dessen 
Hypotenuse  AS  die  Gleichung  hat 


istanten  Grenzen  erfolgen, 
rationen  ohne  Aendcrung 


■  1  = 


0. 


so  gehört  zu  einer  gegebenen  Abscisse  die  Ordinate 
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zu  einer  gegebenen  Ordinate  die  Abscisse 

^  ^  ji^  —  y)' 

Integrirt  man  zuerst  nach  y  bei  unverändertem  x,  so  hat  sich  diese  Integration 
über  die  P^JP  zu  erstrecken,  also  j/  =  0  bis  ^  =  ^(a  —  x):a;  die  nachfolgende 
Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sich  über  OA,  also  von  ^  =  0  bis  jc  =  ö; 
daher  hat  man 

jzdf  =  j  j  zdx  dy  . 
0  0 
Integrirt  man  dagegen  zuerst  nach  x  bei  unverändertem  y^  so  erstreckt  sich 

diese  Integration  übor  die  Strecke  F^  Py  und  die  darauf  folgende   Integration 

nach  y  über  die  Strecke  0B\  folglich  ist 

a    3(l-£)  b    a(l-^') 

\zdf  =  \  \  zdx  dy  =  \   \  zdy  dx . 
00  00 

Um  den  Spielraum  für  x  und  y  analytisch  zu  definiren,  bemerken  wir,  dass 

die  Function 

für   alle  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden  AB  dasselbe  Vorzeichen  hat, 

also  für  alle  mit  O  auf  derselben  Seite  liegenden  Punkte  negativ  ist,  da  für  die 

Coordinaten  des  Nullpunkts  sich  7^(0,  0)  =  —  1   ergiebt.     Die  Bedingung,  dass 

das  Doppelintegral 

Jfzdxdy 

über  die  Dreiecksfläche  OAB  auszudehnen  ist,   kann  also  durch  die  Bedingung 

ersetzt  werden,  dass  x  und  y  alle  positiven  Werthe  annehmen,  für  welche 


—  1  <  - 
—  a 


—  1  <  0, 


oder 


0  <  -  H-  ^  <  1. 


P' 


C.    Ist  das  Integral  Jzdf  über  eine  Ellipse  erstreckt,  deren  Halbachsen  a 

j,  —  und  b  den  Coordinatenachsen 
parallel  sind  und  deren  Centnim 
die  Coordinaten  y  und  $  hat, 
und  beginnt  man  die  Berechnung 
mit  der  Integration  nach  /,  so 
erstreckt  sich  dieselbe  über 
P^P^f  und  die  nachfolgende 
Integration  nach  ^  über-4,'i<j'. 
Beginnt  man  dagegen  mit  der 
Integration  in  Bezug  auf  jr,  so 
(jj  527.)  erstreckt  sich  diese  über  ^i^j 

und  die  dann  eintretende  Integration  nach  >>  über  B^*B^\     Da  nun 


FP^  =  «--y«»-(*-7)' 


^7»,  =  8H--y'«>-(*-T)». 


wobei  die  Wurzeln  positiv  zu  rechnen  sind,  so  ergeben  sich  die  Grenzen 
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tdydx. 


-I  f. 


jrimeters  von  /  ist 


d* 


■  1  ' 


0; 


der  geschlossenen  Ellipsenfläche  hat  die  Function  if 
Punkte  innerhalb  das  entgegengesetzte.  Da  nun  für 
(l,  3)  =  —  1  ist,  so  folgt,  dass  f  fUr  alle  Punkte  im 
beachten  wir  ferner,  dass  9  im  Centrum  den  kleinsten 
r  das  Doppelintegral  die  analytische  Begrenzung 

von  den  Coordinatenachsen,  von  einer  zur  Abscisse 
en  zur  K-Achse  und  von  einer  ^,    ^ 

Scheitel  ß,  die  Achse  CK  und 


Folglich  ist 


i'df-fjj^jy. 


Will   man  zuerst  nach  x  integriren,  so  zerlegt  man 
,  die  Fläche  /  in  das  Rechteck  OA  CD,  dessen  Seiten  sind 
OA  =  a,       OD  =  AC  =  b  —  ^, 
und  in  das  Parabelsegment  DBC\  man  hat  nun 

jzd/  =  f      j tdydx  +/       J  zdydx. 

Die  Function 

»•  -tpii-y) 
schwindet  fUr  die  Punkte  der  Parabel,  und  ist  tllr  alle  Punkte  im  Innern  der 
che  /  grösser,  aJs  fltr  O,  und  von  demselben  Vorzeichen;  statt  anzugeben, 
«  das  Doppelintegral  JJzdydx  über  die  Fläche  OACB  zu  erstrecken  ist,  hat 
n  dahfr  die  Bedingungen 

o^^S«;     y  ">  ^\     —  "^pb  <  *»  —  2/(*  — /)  <  0. 


h.  Wir  beschäftigen  ims  nun  mft  der  EinTUhrung  neuer  Variabein  in 
Doppelintegrale,  und  beginnen  diese  Untersuchung  mit  einem  besonders  ein- 
rieben Beispiele.    Will  man  in  das  Doppelintegral 

^jtdxdy 

Polarcoordinaten  r  und  9  elnflihren,  so  hat  man  in  s  die  rechtwinkeligen 

Coordinaten  x  und  y  durch  r  und  f  nach  den  bekannten  Gleichungen  zu  ersetzen 

X  =  rcosf,     y  =  rsittf. 

Ferner  hat  man  das  Flächen differential  d/  durch  r  und  tp  auszudrücken, 
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(M.  539.) 


Haben  P  und  P^  die  Polarcoordinaten  r,   9  und  r  -h  Ar,   9  -j-  A^,  so  ist 

das  kleine  Flächenstück  PP^P^P^ 
^  A/  =  \(r  4-  Ar)»  A(p  -  ir«A(|> 

Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindende 
Ar  und  A9  über,  so  erhält  man 

df  =  rdr  d^. 
Daher  ist 

1.  Jf^dxdy  =  JJzrdf^dr , 

Will    man,    wie    hier    angedeutet,    zoost 
nach  r  integriren,  so  hat  man  das  Integral  über  die 

—  ^  Strecke  P^P^  (Fig.  530)  des  Strahles  OP^  auszn. 
dehnen,  die  im  Innern  von  /  liegt;  die  Grenzen  für 
die  darauf  folgende  Integration  nach  7  sind  der 
grösste  und  kleinste  Werth  von  9,  die  bei  /  vor- 
kommen, also  die  Arcus  der  Wiv^xXAOX  xm^BOX. 

Ist  /  ein  Sector  eines  Kreisringes  AB  CD  mit 
Centrum  O,  dessen  äusserste  Radien  und  Polarwinkel 
tf,  a^  und  ß,  ßi  sind,  so  wird  die  Integration  nach/ 
und  X  wegen  der  Begrenzung  von  /  sehr  unbequem; 
man    müsste   das  Integral  in  drei  Th^ile  zerfallen; 

—  j^  für  Polarcoordinaten  wird  die  Arbeit  viel  einfacher, 
denn  man  hat 


(M.530.) 


df^dr . 


(M.  581.) 


Ist  /  eine  Kreisfläche  O  mit  dem  Radius  a,  so 
hat  man 

Jzdf  =r   f  zrd^dr . 
0    0 
6.    Die  Transformationsgleichung  No.  5,  1  kami 
auch  unabhängig  von  geometrischen  Betrachtungeo 
in  folgender  Weise  hergestellt  werden. 

In  dem  gegebenen  Integrale  ersetze  man  die  Variable  y,  mit  der  die  Inte- 
gration beginnen  soll,  durch  die  neue  Variable  r.  Die  Substitutionsfonnel  fiir/ 
wird  aus  den  beiden  Gleichungen 

X  =  rcosfff      y  =  rsintf 
durch  Elimination  von  9  gewonnen. 

Wenn  x  und  y  sich  um  dx  und  dy  ändern,  so  hat  man  für  die  zugehörigen 
Aenderungen  von  r  und  ^ 

1.  dx  =^  cos^dr  —  rsint^d^, 

2.  dy  =  sinffdr  4-  rcos^d^. 

Bei  der  Integration  nach  y  bleibt  x  unverändert,  daher  hat  man  inhäx^^ 
zu  nehmen,  und  aus  den  beiden  Gleichungen 

0  =  cos^dr  —  rsinr^dt^, 
dy  =  sintfdr  -+-  rcosf^d^ 
das  Differential  d^f  zu  eliminiren;  man  erhält 

3.  sinfdy  z=  dr ,      dy  ^s  drisin^. 


:  der 
een;  i 

Iß 
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Setzt  man  dies  in  das  gegebene  Integral,  so  entsteht 

4.  /  Izdxdy  =  /  Iz-— — dxdr^ 

wobei  man  sich  ««9  durch  x  und  r  ausgedrückt  denken  muss.  Die  Grenzen 
der  Integration  nach  r  sind  hier  den  Grenzen  der  Integration  nach  y  entsprechend 
zu  nehmen;  der  analytische  Spielraum  für  x  und  r  ergiebt  sich  aus  der  Un- 
gleichung bez.  den  Ungleichungen,  die  den  Spielraum  von  x  und  y  angeben, 
indem  in  denselben  y  durch  r  und  x  ausdrückt. 
In  dem  Integrale 

z  —. —  dx  dr 

ändere  man  nun  die  Anordnung  der  Integrationen  und  bestimme  der  neuen  An- 
ordnung entsprechend  die  Grenzen;  in  dem  somit  erhaltenen  Integrale 

z  '—. —  dr  dx 

ersetze  man  x  durch  r  und  9.     Da  bei  der  Integration  nach  x  die  Variable  r 

ungeändert  bleibt,  so  hat  man  für  dx  den  Werth  zu  setzen,  der  sich  aus  der 

Substitutionsformel 

X  =  rcosf^ 

unter  Voraussetzung  eines  constanten  r  ergiebt,  also 

5.  dx  =  —  rsin^d^n 

Die  Grenzen  der  Integration  nach  9  sind  denen  für  die  Integration  nach  x 
entsprechend  zu  bestimmen.     Man  gewinnt  somit 

6.  yyi  dxdy  =  —  SJ^^^9  ^^  • 

Aus  5.  geht  hervor,  dass  im  Quadranten  XOY  bei  unverändertem  r  die 
Variable  9  abnimmt,  wenn  x  wächst;  dem  grössten  Werthe  von  x  entspricht 
daher  der  kleinste  von  9  und  umgekehrt.  Nach  dem  Begriffe  des  über  eine 
Fläche  genommenen  Integrals  werden  die  unteren  Grenzen  kleiner  vorausgesetzt 
als  die  oberen.  Vertauscht  man  im  letzten  Integrale  die  Grenzen  für  9,  so  hat 
man  das  Vorzeichen  zu  wechseln.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  nun 
in  üebereinstimmung  mit  No.  5, .  1 

JJzdxdy  =  JJzrdf^dr . 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  allgemeinen  Transformationsformeln 
für  Doppelintegrale. 

Um  für  X  und  y  neue  Variable  X  und  fi  einzuführen,  die  mit  x  und  y  durch 
die  Gleichungen  zusammenhängen 
1.  X  ^  +(X,  fx),      y  =  xQ^>v)f 

betrachten  wir  die  Curven,  für  deren  Punkte  X,  bez.  ji  constant  sind;  die  Gleichung 
einer  Curve  der  ersten  Art  erhalten  wir,  indem  wir  ji  aus  1.  eliminiren,  die  einer 
Curve  der  zweiten  Art  durch  Elimination  von  X.  Diese  Curven  bezeichnen  wir 
als  die  Parametercurven  X  und  (i,  und  die  Werthe  X  und  ft,  die  einem  gegebenen 
Punkte  F  entsprechen,  als  die  Parameter  (oder  Coordinaten  im  weitesten  Sinne) 
des  Punktes. 

Für  Polarcoordinaten  r  und  9  sind  die  Parametercurven  X  Strahlen  durch 
den  Nullpunkt  und  die  Parametercurven  ji  Kreise  um  den  NuUpvmkt. 

Wir  werden  nun  unsere  Betrachtungen  auf  solche  Transformationen  be- 
schränken, bei  denen  im  Allgemeinen  zu  jedem  realen  Werthepaare  x^  y  ein  und 
nur  ein  reales  Werthepaar  X,  ji.  gehört,  bei  welchen  also  jeder  Punkt  einen  realen 
Parameter  X  und  einen  realen  Parameter  p.  besitzt.    Alsdann  geht  durch  jeden 


:*j 


^ 
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Punkt  /*  im  Allgemeinen  eine  Parametercurve  X  und  eine  Parametercurve  |t;  dies 

mögen  die  Curven  A  und  M  sein.  Wächst  X  um 
-^  AX  und  |JL  um  Afi.,  so  erhält  man  zwei  neue  Parameter- 
curven  A'  und  M';  da  nach  der  Voraussetzung  zu 
jedem  P  nur  ein  X  und  \i  gehört,  so  schneiden 
sich  A  und  A'  nicht,  ebensowenig  M  und  }\\ 
Geht  man  nun  für  AX  und  Ajx  zur  Grenze  Null 
über,  so  wird  FP^  P^  F^  ein  verschwindend  kleines 
Viereck,  und  die  Curvenbögen  können  mit  den 
Sehnen  verwechselt  werden.  Da  PP^  und  P^P<^, 
sowie  PP^  und  P^Pi  dabei  zu  unendlich  nahen 
(^  532 )  Geraden  werden,  und  sich  nicht  schneiden,  so  folgt, 

dass   PP2  Pi  P^   beim  Uebergange  zur  Grenze  em 

verschwindend   kleines   Parallelogramm   wird.     Der   Inhalt  desselben  ist 

d/  =  smrdpä^f 

wenn  man  mit  t  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  sich  die  Parametercunen 

in  P  durchschneiden,  und  mit  äp  und  äz  die  an  P  liegenden  Bogenelementc 

von  A  und  M. 

Die  unendlich  kleinen  Aendeningen,  welche  den  Coordinaten  von  P  ertheilt 

werden   müssen,   um   zum  Punkte  /g   zu  gelangen,  gehen  durch  Differentiation 

aus  1.  hervor  unter  der  Voraussetzung,  dass'X  constant  ist.     Man  hat  daher 

d^  dy 

2.  äx  =   ^^^,       dy^^ä^. 

Sind  femer  tx  und  b^  die  unendlich  kleinen  Aenderungen,  welche  man  den 
Coordinaten  von  P  ertheilen  muss,  um  zu  P^  zu  gelangen,  so  hat  man 

3.  tx  =^  ^d\,       ty  =  ^d\. 
Ferner  ist 

4.  äp  =  ydx^  -h dy^ ,    d^^yv^^Tij^,    ^'^^  =  ^'^-~  ^'%- 

Hieraus  folgt  weiter 

d/  =  sinxdpdi  =  dx^y  —  dyhXj 
und  daher  mit  Hülfe  der  Werthe  2.  und  3. 


^/ -  ±  (8  ■  1^  -  I-Ml) '--' ■ 


Da  d/  positiv  ist,  so  ist  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  anzuwenden,  je 
nachdem  der  Klammerinhalt  positiv  oder  negativ  ist. 

Damit  erhalten  wir  schliesslich  die  Transformationsformel 

Beginnt  man,  wie  hier  angedeutet,  mit  der  Integration  nach  jjl,  so  hat  man 
die  Grenzen  so  zu  bestimmen,  dass  sie  dem  innerhalb  /  liegenden  Theile  einer 
Parametercurve  A  entsprechen;  für  die  nachfolgende  Integration  nach  X  sind  die 
Grenzen  der  kleinste  und  grösste  auf/  vorkommende  Werth  von  X. 

8.  Zur  weiteren  Erläuterung  führen  wir  die  Substitution  elliptischer 
Coordinaten  aus  (vergl.  Differentialrechnung  §  5,  No.  14). 

Sind  a  und  d  positive  Zahlen  und  ist  a  '>  If,  so  genügen  der  Gleichung 

x^  «« 


-+-  -r-. 1  =  0 


ö  -hT  Ö  -\- 
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von  T,  von  denen  der  eine  X  zwischen  —  a  und 
—  ^  liegt,  und  der  andere  (i  grösser  ist  als  —  Ä. 

Nimmt  man  X  und  j«.  als  neue  Variable,  so  sind  die  Parametercurven  Kegel- 
schnitte, die  der  Ellipse 

confocal  sind;  und  zwar  sind  die  Curven  A  Hyperbeln,  die  Curven  M  Ellipsen. 
Die  Parameter  X,  (t  eines  Punktes  hängen  mit  den  Coordinaten  x,  y  durch  die 
Gleichungen  zusammen 

Aus  ihnen  ergeben  sich  die  Substitutionsformeln 

^  _  i/(a  +  x)(^  +  ttj       ^  i/(Z±W±^ 

Für  die  Punkte  der  KAchse  ist  a:  =  0  und  daher  ist  i  ^  —  a,  hat  also  den 
kleinsten  vorkommenden  Werth;  der  andere  Parameter  )x  ei^ebt  sich  aus  der 
Gleichung  _)-  =  ]/^  +  (i,;  fUrdie  Punkte  der  Jf- Achse  ist  ^  =  0,  i  =  —  '^; 
p  ergiebc  sich  aus  x  =  "/a  +  \ . 

Für  ein  Bogendifferential  auf  A  hat  man 

fiir  ein  BogendiRerentiat  auf  M 


Da  die  Parametercurven  A  und  M  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  ; 
it  ein  beliebiges  Bogendifferential 


ds^  = 
und  das  FlächendÖferential 


(X  —  (i)  .y^^x 


Das  Vorzeichen  der  Wurzel  hat  man  hier  übereinstimmend  mit  dem  Vor- 

en  von  X  —  (i  zu  wählen. 

Wan  hat  daher  die  Transformation 


=  J>.äv.. 


Soll  das  Integral  über  den  innerhalb  XO  Y  liegenden  Quadranten  der  Ellipse 


x-1-0 


ausgedehnt  werden,  und  beginnt  man  mit  der  Integration  nach  X,  so  hat  man 
feselbe  über  den  Quadranten  der  Ellipse  zu  erstrecken 


Dem  auf  der  XAchse  liegenden  Scheitel  dieser  Ellipse  gehört  der  Parameter 
\  =  —  b,  dem  auf  der  F-Achse  liegenden  X  =  —  «  zu;  die  Integration  nach  X 
etfolgt  daher  zwischen  den  Grenzen  —  a  und  —  b.    Da  ferner  flir  die  an  die 
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'  Jf- Achse  sich  anschmiegende  Curve  M  der  Parameter  ji  =  —  b  und  für  cÜe  »be- 
grenzende Curve  |i  =  0  ist,  so  hat  man  die  Transformation 

0    0  —6  —a 

Da  innerhalb  des  ganzen  Integrationsgebiets  X  <  (a,  so  ist  statt  des  Zählers 
X  —  p.  in  1.  hier  \»,  —  X  gesetzt  worden;  in  Uebereinstimmung  hiermit  ist  die 
Wurzel  im  Nenner  positiv  zu  rechnen. 


9.  Berechnung  von  Oberflächen.  Um  das  Stück  J*'  der  Oberfläche 
^(p^>y>  ^)  =  0  zu  erhalten,  das  eine  gegebene  Horizontalprojection  /  hat,  zerlegen 
wir  /  in  kleine  Theile  A/  und  durchschneiden  J^  durch  die  Mäntel  der  parallel 
der  Z- Achse .  erstreckten  Cylinder,  welche  A/zu  Normalschnitten  haben;  hierdurch 
zerfallt  F  in  ebensoviel  Theile  wie  /,  die  wir  mit  ^F  bezeichnen.  Legen  wir 
nun  in  irgend  einem  Punkte  innerhalb  jedes  /^F  eine  Tangentenebene  an  F  und 
bezeichnen  das  Stück  derselben,  dessen  Horizontalprojection  mit  4/  zusammen- 
fallt, mit  AT,  so  stimmen  die  Summen  HF  und  SA  7^  um  so  genauer  überein, 
je  kleiner  die  Normalschnitte  A/  sind.  Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindend 
kleine  A/  über,  so  erhält  man 

F  =  /im  l/ÜF  =  /m  2Ar. 

Ist  X  der  Winkel,  unter  dem  AT"  gegen  die  XY-Ebene  geneigt  ist,  so  ist 
bekanntlich 


Ar  = 


cosx 


daher  hat  man 


F  =  im  1  ^-^ 


cosx 


oder 


1.  if-=  f—.d/=  ff—dxäy, 

J  cosx      -^       J  J  cosx         "^ 


Ist  die  Gleichung  der  Fläche  jb;  =  ^(or,  y\  so  ist  (Differentialrechnung  §  6,  No.  i) 

I 

cosx  = 


und  daher 

Aus  der  Gleichung  f^(x,  y,  £)  =  0  folgt 


cosx 


3. 


joM^^iM.. 


dxdy 


z 
10.    Für  das  elliptische  Paraboloid  ist 

x^        y^  dz       X  dz       y 


*  ""  2a  ^  2^  '        ax  *~  a  '        dy"  ö' 


r 
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Führt  man  neue  Variable  durch  die  Gleichungen  ein 
so  sind  die  Parametercurven  A  Ellipsen 


{0H0-- 


und  die  Curven  M  sind  Strahlen  durch  den  Nullpunkt,  deren  Winkel  ^  mit  der 

^-Achse  sich  ergiebt  aus 

d 
fang  4*  =  —  iang  \l  . 

Nimmt    man  als  Horizontal -Projection  /  einen  Quadranten  der  Parameter- 
cunre  X  =  ^  so  sind  die  Grenzbedingungen  für  x  und  y 

Die  Grenzbedingung  für  X  ist 

0  <  X  <  k. 

IC 

Die  Grenzen  für  ^  sind  0  und  -^;  dieselben  Grenzen  ergeben  sich  für  p.. 

Femer  ist 

dx  dx 

^  =  acos^f      ä~  '^  —  a\5tn\L, 

dy  dy 

—  =  bsin [A  ,      -^  =  bXcos^y 

dx    dy        dx    d_y  

dx    d^L       d^L    dx  *  ^ 

Daher  hat  man  für  die  gesuchte  Fläche 

F  =  abffYxlTx^'XdiKäX, 
0    0 

=  ^ai[{l+i')i  -l]. 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist 

und  daher 


Hieraus  erkennt  man:     Tangentenebenen,  welche  die  beiden  Para- 
boloide 

—  -hV-2*  =  0,      ^^ ^-25  =  0 

ab  ab 

in  Punkten  berühren,  die  dieselbe  Projection  auf  die  A'K-Ebene 
haben,  sind  gleich  geneigt  gegen  die  -YK-Ebene.  Flächenstücke  beider 
Paraboloide,  welche  dieselbe  Projection  auf  die  .YF-Ebene  haben, 
sind  gleich. 


. '»^j 


•<." 

w'^ 

'« 


...  .%«a 


Hieraus  ergeben  si 
Z  ^  - 


N=  r 
Hieraus  erhält  mai 


M*  - 


N* 


und  dann  weiter 

Daher  ist  schliessli 


]. 


'=/ 


Die   Cosinus    der  ' 
bekanntlich  (DifTerentia 


Ersetzt  man  die  parttalen  Differenrialquotienten  durch  L,  Af,  N.  so  eniaelit 
L  M  N 


/Z»  +  M^  '-+■  N* '  yz^  +  M*  +  J^'  yz>  +  AP  + 

Hieraus  ergiebt  sich  (Ur  den  Winkel  v,  den  die  Normale  mit  dem  l 
vector  bildet, 


ryz^  -i-M'-i 


N* 


yz^  +  Än  +  A^' 

Man  hat  daher 

Zu    dieser    Formel   gelingt 
man  auch  durch  folgende 
trische  Betrachtung. 

Beschreibt  man  um  di 
punkt  eine  Kugel,  deren 
r^  1  ist,  bezeichnet  ihren 
punkt  A''  mit  der  Jf-Achse 
und  zählt  die  Meridiane  < 
Jry-Ebene  an,  so  ist  y.  t 
distanz  und  k  die  Läi^ 
Ccntralprojection  n  de»  Pu 


he  begtimmte  Integrale. 

Stück  nnjn,n,  der  Kugel,   da 
I  den  Breitenkreisen   (j.    und   )i  - 

nähert  sich  beim  Uebergange  zu  verschwindend  kleinen  AX  und  Afi  ei 

ecke  aus  den  Seiten 

/irnntti  =  sin)f.d\,    Äffinn,  =  a^f.. 

Wir  projiciren  dieses  Kugelelement  A.S^nn,njn3  von  O  : 
Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte  /"  und  auf  eine  Ebene,  d; 
parallel  zu  dieser  Tangentenebene  gelegt  ist;  die  ersCere  Projection  s 
letztere  A<1>;  diese  beiden  Projectionen  hängen  durch  die  Gleichung 
^F  =  r^-Si.<Ü. 
Geht  man  nun  zur  Grenze  iür  verschwindend  kleine  \S  über,  so 
\F  mit  einem  Elemente  der  gegebenen  Oberüäche,  und  A5  mit  c 
projection  der  Fläche  AO  auf  die  Tangentenebene  der  Kugel  in  11  v 
man  hat  daher 

äS           1 
dv  =  =  sinu.d'kiiu., 

C0S1  COS1         *^  '^' 

folglich 

jp  _-  —  sin^dkd^, 
und  schliesslich 


-//^" 


I  )i.d'k  d)t. . 


§  10.    Dreifache  bestimmte  Integrale. 
1.    Ein   gegebenes   begrenztes  Volumen  v   theilen   wir   auf  irg« 
Weise  in  kleine  Theile 

i,»,    Ä,ffl,    i,r,    .  .  .  d*»  .  .  .  ., 
und  bezeichnen  aät  /k{x,y,  z)  den  Werth,  den  die  Function  f{x,y,  z) 
einen  im  Innern  von  A»  gelegenen  Punkt  annimmt 

Unter  dem  Über  das  Volumen  v  erstreckten  Integrale 
[  f/{x,y,z)dv 

verstehen  wir  alsdann  den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Sumi 

für  verschwindend  kleine  Werthe  der  io  convergirt,  wenn 

Summation  Über  alle  in  v  enthaltenen  Volumenelemente  ai 

wird.     Es  ist  also 

1.  J/{x,y,z)dv  =  lim-S./{x.y,^)^v, 

wobei  rechts  der  Index  k  unterdrückt  worden  ist. 

Dieses  Integral  hat  eine  einfache  mechanische  Bedeutung, 
specifischen  Gewichte  eines  homogenen  Körpers  (d.  i.  bei  wekl 
Volumina  gleiche  Gewichte  haben)  versteht  man  den  Quotienten  i 
und  Volumen;  das  Gewicht  eines  gegebenen  Volumens  eines  homoge 
I  ist  daher  das  Produkt  aus  dem  Volumen  und  dem  specifischen  Gt 
ein  Körper  nicht  homogen,  so  versteht  man  unter  dem  an  einem  Pu 
vorhandenen  specifischen  Gewichte  den  Grenzwerth  des  Quotienten 

f  Hierbei   bedeutet   \v   einen   kleinen  Theil  des  Körpers,    in  v, 

Punkt  X,  y,  s  liegt,  und  A7  das  Gewicht  dieses  Theiles. 

Es  bedeute  nun  die  Function /(«,  ^,  a)  das  specifische  Gewich 
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X,  y,  e  eines  Körpers   vom  Voh 

und  %k{x,y,  z)  das  grösste   inner 
nun  G  das  Gewicht  des  Körpers, 

■S.U{x,y,z)\tV  < 
Verschwinden  die  \v,  so  ge! 
daher 

Das  über  ein  Volumen  v  ers 
Gewicht  eines  Körpers  an,  der 
Gewicht  an  jedem  Punkte  gleich 
Punkt  hat 

lieber  ein  Volumen  erstrec 
anderer  Bedeutung  in  der  Mechai 
wollen.  Die  Anziehung,  die  ein 
bestimmten  Richtung  ausübt,  ist 
einer  Function  ^  der  Coordinatei 
Ziehung  charakterisirt.  Ist  nun  j 
und  der  Function  ip,  so  giebt  J/t 
hängigen  auf  physikalischem  Weg 
an,  die  der  angezogene  Funkt  in 
V  enthaltenen  Körper  erleidet 

2.  Das  Integral  Jfdv  karm 
theitt,  auf  sehr  verschiedenen  We 
folgende  einfache  Integratii 

Durch  Parallelebenen  zu  den 
Parallelepidede;  sind  \x,  \y,  \ 
des  Volumentheils,  in  dessen  Ine 

Addirt  man  zunächst  die  El 

ebenen  zur  Jf-Achse  liegen,   so  \ 

des  Grenzübergangs  hat  x  in  dei 

Werth,  ist  also  bei  dieser  Additic 

^x  ■  lim  1/ 

Dabei  ist  das  Integral  über  i 
der  die  Abscisse  x  hat. 

Man  hat  nun  weiter 

liml/  ■^z  \y  i^x  =  t 

Die  Grenzen  des  Integrals 
zwischen  denen  das  Volumen  v  i 

Unter  F.inhaltung  der  angegi 

SA'.y>)dv 

3.  Ist  das  Volumen  v  ein  Pa 
X  ^=  a,,  y  =  li^,  y  =  6^,  z  =  Cjj, 
die  Grenzen  der  Integrale,  es  ist 

jfiv 


:lie  bestimmle  Integrale. 

,  z.  B.  so,  dass  man  ers 
en  Volumen  elemente  ad< 
Theilsumme 

I  Hierbei   ist  y  in  /{x,  y,  «)  constant.     Der  Uebergang  z 

schwindende  As  und  ^x  liefert 

^yjlfdxd%. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

^fdv  =  limlLy^  J/dxd%=j  J  ffdydxd 


f  f  ffdxdydz  =  /  /  Ifdy  dx  dz  . 


Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  den  Satz:  Wenn  die  C 
ind,  so  kann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  g 
hne  dass  die  Grenzen  sich  ändern. 

Sind  die  Grenzen  nicht  constant,  so  ändern  sich  mit  d 
(itegraikinen  auch  die  Grenzen. 

4.  Um  die  Integration //</w  in  Polarcoordinaten  aiiszu 
in  /  die  Coordinaten  x,  y,  z  gemäss  der  Gleichungen 

tx  =  p<r<7j(ji,  y  =  ^sin^cosX,  s  =  pf/«(tj 
Wir  constniiren  Kugeln  5  um  den  Nullpunkt,  und  1 
die  in  Richtung  eines  Radius  gemessene  Dicke  der  Schicht 
1  einander  folgenden  Kugeln;  hierauf  Rotationskegel  C,  welc 
*  haben  und  bezeichnen  mit  ^|il  den  Winkel  der  derselben  N 
hörigen  Mantellinien  zweier  aufeinander  folgenden  Kegel;  sc 
durch  die  Jf- Achse  und  bezeichnen  mit  li^  den  Winkel  s 
folgenden  Ebenen. 

Durch    den  Kegel,    dessen  Meridian    den   Winkel    [*  mil 

wird  auf  der  Kugelfläche  mit  dem  Radius  p  eine  Calotte  bi 

le  p(l  —  fff(t)  hat;  also  ist  der  auf  dieser  Calotte  stehen 

2,:p.p(l  -cos^-\  =  -^p»(l  -coi^). 

Wächst  |x  um  Aj*,  so  wächst  dieser  Sector  um 

y  p>  [1  -  '«»fr  +  il«)  -  (1  -  •"<^)^  =  y  p'  l"'f  - 
Behält  man  angesichts  des  Grenzübergangs  nur  Glieder  n: 
.  A)x  bei,  so  erhält  man 

-g-p«K8llifi- 

Wächst  ferner  p  um  Ap,  so  wächst  dieses  Volumen  um  ■ 

yjm(jia|t[(p  +  ip)>  —  p»]; 

behält  man  hier  von  dem  Klamme rinhalte  nur  Glieder  mit  d< 

Äp,  so  entsteht 

3-  2np*jin)i.A}LAp . 

Der  Theil  dieses  Ringes,  der  zwischen  zwei  benachbart 
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Integialre 


ist  eines  von  den  Vol um enel erneuten,  ii 
hat  zum  Ringvoluflien  3.  das  Verhältniss 

Somit  ergiebt  sich  schliesslich 

Die  Grenzen  sind  hier  dem  Volume 
5.    Drückt  man  x,  y,  z  durch  drei  n 

1.  X  =  tp{p,  X,  fi),     jv  =  -Kl 

und  wählt  die  Parameter  so,  dass  im  Allgemeinen  zu  jedem  Punkte  des  Volumens 
V  ein  und  nur  ein   reales  Parametersystem  p,  X,  [j.  gehört,    so  kann  nt 
Integration  auch  in  den  neuen  Variabein  p,  i,  ^  durchfuhren. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  1.  den  Parameter  p  gegebe 
eliminirt  X  und  [t,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  x,  y,  %,  die  p  enthä 
Fläche,  welche  diese  Gleichung  darstellt,  enthält  alle  die  Punkte,  denen  i 
gebene  Parameterwerth  p  zugehört;  wir  wollen  sie  die  Parameterfläche  P  n 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  Parameterflächen  A  und  M,  welche  die 
enthalten,  denen  dasselbe  \  oder  p,  zugehört 

Der  Voranssetzung  nach  schneiden  sich  zwei  Parameterflachen  derselt 
nicht;  folglich  kann  das  Volumenelement,  das  von  den  drei  Paar  Par: 
flächen  der  Parameter  p,  p  +  ip,  X,  X  +  Xk,  ]i,  i*  +  i(i  eingeschlossei 
llir  verschwindende  Werthe  von  ip,  W,  i^  als  Parallelepiped  betrachtet  v 

Die  drei  dem  Punkte  ^benachbarten  Ecken  P, ,  P^,  /*,  dieses  Vo 
Clements  erreicht  man  durch  Verschiebungen  von  P,  wenn  dabei  der  Reih 
\  und  pi,     [>.  imd  p,     p  und  X  ungeändert  bleiben. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  Fi  mit  x  +  i,x,  y  +  \,y,  % 
so  ist  daher 


di»  =  3-Äp; 


Aj*  = 


Ä,^  = 


Das  Volumen  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken  die  Coordin. 
stimmt  bekanntlich  dem  absoluten  Werthe  nach  tiberein  mit 


1  die  erste  Zeile  t 


1  jeder 
—  >'o: 


folgenden,  so  erhält  man 


Msst  man  hier  i,  x,  ij*,  ^^.x,  \^y,  .  .  .  i^a  an  die  Stelle  der  Coord 
diflerenzen  treten,  so  erhält  man  (ur  das  Parallelepiped  aus  denKanten/V,,  ^i 


cy      dy     cy 


AitAXAp . 


dp     0  X     du 


1  die  Traosfonnation 

SSI/ä>cdyd,  . 


ifache  bcGtimmte  Integrale. 

Ite  Techtwinkeligen  Coordii 

--iss/jdfdxdf. 


8« 

8;i 

81 

-h 

»y 

ly 

n- 

T^ 

d. 

dl 

8» 

äf 

/- 


Die  Grenzen  sind  hierbei  wieder  dem  Volumen  v  entsprei 
inH  eists  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  es  mit  dem  von  /  ii 
Man  kann  die  Transrormation  auch  unabhängig  von 
ngen  durchfuhren.    Aus  den  Gleichungen 

X  =  ip(p,  X,  t«.),     y  =  H?'  ^^I^) 
le  man  p  und  X  und  substituire  diese  Werthe  in 

1  erhält  man  z  als  Function  von  x,  y  und  ji.  Nimmt 
le  Variable  für  die  Integration,  so  hat  man  äz  dur 
ersten  Integration  bleiben  y  und  x  unverändert;  unter  c 
t  man  durch  Differentiation  der  Substitiitionsgleichungt 


0  =  5 


81 


ÄH 


d\f. 


»IC 


/i- 


ffPd.dyd.^jJPJ-d,dyd,. 


wobei  man  die  Grenzen  der  Integration  nach  |x  nach  den  Gi 
stimmen  hat. 

Hierauf  ändert  man  die  Ordnimg  der  Integrationen;  nacl 
die  Grenzen  entsprechend  bestimmt  worden  sind,  erhalt  man 


flß 


dx  äft  dy . 


Nun    eliminire  man  aus  den  beiden  ersten   Substitudona 
diücke  y  als  Function  von  X,  [t  und  x  aus.     Führt  man  dur 
X  statt  y  in  das  Integral  ein,  so  hat  man  dy  durch  rfX  zu  erse 
zu  berücksichtigen,  dass  ^  und  x  unverändert  bleiben. 
.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man 


t 


und  hat  demnach 


und  daher  die  aweite  Umfom 


//> 


wobei  die  Grenzen  flir  \  den 

Hier  ändert  man  nochm 

der  nach  x,  bildet  also,  tnde 


ersetzen;  da  bei  der  Integrati 
bleiben,  so  hat  man 


Bestimmt  man  nun  die  ( 
für  X,  so  hat  man  schliesslic 

3-  fff/'l 

in  Uebere  in  Stimmung  mit  de: 
unwesentlich  ist. 

Die  in  No,  5  gegebene  1 
No.  5,  die  Bedingung  stell 
Integrale,  wie  im  urspriinglic 
Transformation  verwendeten 

erkennt  man  leicht,  dass  zu 
und  zwei  negative  Werthe  i 
positive  und  ein  negativer  < 
negativ,  so  folgt,  dass  wach 
auf  |i.  bezügliche  obere  Grer 
benen  Integrale  alle  untern 
die  untere  Grenze  für  |i  klei 
und  damit  das  Vorzeichen  d 

Hieraus  folgt,  dass  wen 
die  obem  sein  sollen,  da$ 
nachdem  /^O. 

7.   Das  Quadrat  der  Fu 


xdx 


cxdx 


wobei  abkürzend  geseut  ist 

'^  =  (!!)■- (HM^)'. 

'.=Cr;)*-fö)'-e)'. 

Für  die  verschwindend  kleinen  Verschiebungen  Pf 

PP^  =y7^äp,      PP^  =  Yf,td\,      P. 

PPy  ■  PP,  ■  cosP^  PP,   =  a,  </| 

PP^  ■  PP,  •  cosPy  PP^  =  a^d\ 

PPy  ■  PP^  ■  cosP^PPi  =  *!  d\ 

Wenn  sich  je  drei  Parameterflächen  P,  A,  M 

10  sind  P^  PP, ,  Pj  PP^ ,  Pj  PP^  rechte  Winkel ;  man  h, 

Die  Detenninante  /'  reducirt  sich  alsdann  auf  ll-r  Di 

Dieser  Fall  tritt  bei  den  gewöhnlichen  räumlichen  I 
8.    Ein    weiteres    Beispiel    filr    orthogonale    Pa; 

elliptischen  Raumcoordinaten. 

Sind  X,  y,  t  die  Coordinaten  eines  Punktes,  imd 

die  cubische  Gleichung  der  Unbekannten  v 

'■  ^  +  ,-4^  +  7^,  -  > 

immer  drei  reale  Wurzeln.     Beseitigt  man  nämlich  di< 

^(.)-xt  (*  +  .)(,  +  ,)+;.>  («  +  >)(«  +  ») 

-(«  +  .)(«  +  v)(< +,)   = 

Setzt  man  (Ur  v  der  Reihe  nach  die  Werthe  —  a,  - 

P{-  a)  =  x*{b  -a)ic-a).       F{-  b)  =y 

P{~  c)  =  j»(o  -  ,)  iP-i).       F{«>)  =  ~ 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  1,  liegen  daher  zwif 

~  c,    —  e   und  —  6,    —  6  und  —  a;  wir  bezeichne] 

t>  K  (i.    Die  Gleichungen  der  Parameterflächen  sind 

x^  V*  «» 


a  +  ^L       i  +  ]!.       e  -h  iL 
Die  Flächen  P  sind  dreiachsige  EUipsoide,  A  sir 
iwäschalige  Hyperboloide.    Da  p,  X,  i*  die  Wurzeln 
gilt  die  Identität 

(a  +  v)(*  +  v)(f  +  v)-Ä»{*  +  v)(^  +  v)-j'»(«  +  v), 
-(v-p)(v-X)C,-^l). 


6so 


Integralreclmung. 


Ersetzt  man  hier  v  der  Reihe  nach  durch  —  ä,     —  b,    —  r,  so  erhält  man 
die  Substitutionsgleichungen 

Durch  Subtraction  je  zweier  der  Gleichungen  3.  erhält  man  die  Gleichungen 


X' 


(ez4-p)(a-f-X)  ^  (^-Hp)(^-HX) 


5. 


X' 


(a  -f-  p)((Z  H-  ^)  ^  (^  -H  p)(^  -h  ji) 


JC' 


1 

»» 

1 

(^-H 

^) 

1 

(^  + 

p)(<:  + 

ft) 

=  0, 


=  0, 


=  0. 


{a  -h  \){a  4-  ji)  ^  (^  4-  X)  (^  -h  ji.)  "^  (r  -h  X)  (^  +  fi) 
Bezeichnet  man  mit  p^^,  pj,  pg,    Xg,  X^,  Xg,    \^Qy  ^i,  ^^   ^^^  Cosinus  der 
Stellungswinkel  der  Tangentenebenen  der  Flächen  P,  A,  M  im  Punkte  P,  so  ist 
bekanntlich 

X  y  z 

Po  •  Pi  :  Pa  = 


6. 


Aq  I  A|    \  Ag    — 


1^0  •  1^1  •  M-a  = 


d5  4-  p 

a  -h  \ 

X 


^  -h   pL   '   ^    -h   Jt  ' 


Die  Gleichungen  5.  sagen  daher  aus,  dass  diese  Tangentenebenen  normal 
zu  einander  sind,  dass  sich  also  die  durch  F  gehenden  Parameterflächen  P,  A,  M 
normal  schneiden. 

Aus  den  Gleichungen  4.  ergiebt  sich 

X  _  dv  y 


^p  a 

OK  a 

dx 

C^  a 


2^ 


X 


V 


JjL 

^d\  ~  b 


^  4-  p 

y 


V 


^p  C 

2^=- 
^d\        c 

0^  c 


z 


z 


V 


z 


hieraus  folgt  weiter 


7. 


•^        8  r   (a  -4-  p)»  ^  (^  4-  p)»   '   (^  -H  p) 


-■/     x^  y*  z^ 

>3  *   K(fl4-X)»"^(^-l-X)»"^(^-4-X)> 


Die  Radicanden,  die  wir  der  Reihe  nach  mit  1  :  i?*,  1  :  Z^ ,  1  :  A^,  be- 
zeichnen wollen,  kann  man  in  folgender  Weise  bestimmen.  Für  die  in  6.  ent- 
haltenen Cosinus  hat  man  die  Werthe 

jRx  Ry  Rz 

Pi  =  ^ 


Po  = 


8. 


^0    = 


H-o  = 


Ä  -h  p 

Lx 

a  -h  X' 
Mx 


P2 


^-  =  b 


Ly 


V 


'  r  -f-  p' 

X    =-^ 
^»         ^4-  X' 


|Xj  = 


Jl/j' 


Mz 


J^2  = 


Aus  diesen  Werthen  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3.  ergiebt  sich 

po^  -+-  9\y  ■+-  p««  =  ^f 

9.  XßJf  -h   XjJ^  -^r   XjS  =  z. 

Diese  Gleichungen   lehren  (vergl.  Analyt  Geom.  des  Raumes,  §  %  No.  4), 


i  fache  beEtiminte  Integrale. 

on  P  in  einem  Systeme  sind,  d( 
tenebenen  der  Parameterflächen 

ic  die  Formeln,  welche  x,  y,  a  \ 
so  erhält  man 

Ji  +  kiZ  +  p.iM, 

0  .  .  .  jji,  durch  die  Werthe  8.;  dat 
Z*  An     _ 

(  +  X  "^  fl  -t-  (1  ~      ' 

z'         An   _ 

>+  i  ■''  i-t-p,  ~  '' 

z*  ..«^     _ 

r+x  +  .-h^-  *■ 
£s  die  cu bische  Gleichung 
Z*  Jf'     _ 

igt  man  in  dieser  Gleichung  die 
wechselt  die  Zeichen,  so  erhält  man 
\i.+,){«+\){u+f)-R'{u  +  \){u+f)-L'(u  +  t)(.i'^\l-)- «'{•'  + 
Man  hat  daher  die  Identität 

(»  +  ,.)(.  + i)(»  +  i.)-Ä>(»  +  i)("'  +  rt--£'(»  +  p)(" 

-M'(j,  +  p)("  +!)-(»-  .)(»  -  i)(«  -/) . 
Setzen  wir  in  diese  identische  Gleichung  fUr  »,  der  Reihe  na« 
—  (1,  so  erhalten  wir  sofort 

_  i,+  d)(,t  +  i)  (!,  +  ,)  IX  +  a){\  +  i)0.  ■ 

"     (^-pJCf-p)    '       ~     (p-Wi'->: 


u. 

HO  — 


(m-u)(i»  +  <)(j>H-  «■) 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergiebt  sich  schliesslich  die  gesuchte  1 

*obei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 

-*-(p  +  <r)(p  +  *)(p  +  f),     B^{\+a){X  +  b){\  +  c).     C^(^  +  a) 
Wir  wollen  diese  Formel   anwenden,   um   einen  Octanten  des 
berechnen,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  hat 

™  fl  -I-  Po  ^  +  Po  ^  +H~  ~  ' 
Das  Doppelintegral  nach  p.  und  X  hat  sich  hierbei  über  all 
Octanten  eines  mit  E  confocalen  Ellipsoids  zu  erstrecken,  miti 
Werthe  von  jtund  X;  daher  sind  für  pi  die  Grenzen  — a  und  — 
and  sie  —  b  und  —  c.  Betreffe  der  Grenzen  für  p  genügen  die 
dass  die  Achsen  der  Paiameterfläche  mit  p  wachsen,  und  dass  E  si 
Parameterflächen  P  ist,  nämlich  flir  den  besonderen  Werth  ?=>?(, 
!*,  die  innerhalb  E  liegen,  gehören  daher  zu  den  Werthen  p  =  — 
Da  es  sich  nur  um  eine  Addition  der  Volumenelemente  handelt, 
Verwendet  man  femer  die  bekannte  Formel  flir  den  Inhalt  eines 
,  so  erhält  man  schliesslich  die  bemerkenswerthe  Integra 


§  I).    Die  periodischen  1 

1.  Die  unendlichen  Reihen 
lernt  haben,  waren  Potenzreil 
Potenzen  der  Variabein  fortsd 
andere  Gattung  unendlicher  Rs 
der  beiden  allgemeinen  Formen 

1.  A^  +  Ai  cosu  ■ 

2.  5,  sin. 
welche  also  nach  dem  Cosinus 
»  fortschreiten. 

Wenn  die  Reiher»  innerh.tlt 
sie  Functionen  von  u  dar;  setzl 
A^  ■+■  Ai  cos 
HO  ist  offenbar 

/O 

Die  Werthe,  welche  die  Fi 
holen  sich  also  in  umgekehrter 
a  =  2n  wächst.  Beachtet  maj 
nicht  ändern,  wenn  u  um  ein 
«kennt  man,  dass 

/( 

Die  Summe  der  Reihe  ist  <3 
erkennt  man  sofort,  dass  auch 
Beide   Reihen    werden   daher 

Hierin  unterscheiden  sich  i 

Potenzreihen  sind  innerhalt 
an  der  Grenze  der  Convergenz 
flir  alle  Werthe  der  Variabein, 
die  Stimme  der  Reihe  unendlic! 
gegen  sind  fiir  alle  Werthe  von 
convergiren,  und  sind  periodisc 

2.  Ist  /{«)  eine  Function, 
bleibt,  so  kann  man  die  Co< 
B^,  .  .  Bh  ^o  bestimmen,  dass 

1.  /(«)  =  A^+A, 

2.  /{«)  =  Ä,  sinu  -i 
fiir  H  verschiedene  innerhalb  di 
gewählte  Werthe  von  u  erfüllt 
von  «  z.  B.  in  1.  ein,  so  erhäl 
Coefficienten  Aq,  A^  .  .  A„-i 
bestimmt  werden  können. 

Die  Summen  der  endlich ei 


*)  Uebei  die  Convergenzbedingi 
Aiwlfais,  4-  Aufl.,  Bd.  L  pag.  40. 


eihen  und  die  FouRiER'schen  Inteersle. 

A^  eos2u  +  .  .  +  ^,-i«j(«  -  1)« 
2w  +  .  .  +  ßnsinnu 
en  n  Werthe  der  Variabein  u  mit  de 
/(w)  überein. 

Vermehrt  man  nun  die  Zahl  n,  so  wächst  die  Anzahl  der  Pnnkl 
Curven  5«,  S,  und  /(u)  —  u  dabei  als  Abscisse  und  5«,  2«  be. 
Jnate  betrachtet  —  gemein  haben;  wird  n  unendlich  gross,  so 
ifen  Sm  und  /(k),  bez.  2,  und  /(«)  unendlich  viele  Punkte  inni 
cissenintervalls  0  und  tt  gemein.  Es  wird  daher  jedenfalls  möglich 
fücienten  A^,  A,,  A^  .  .  .  bez.  B^,  B^,  B^  .  .  .  der  unendlichen 


!u  bestimmen,  dass  fUr  alle  Weithe  von  »  innerhalb  0  und  ic  d 
gegebene,  innerhalb  der  Grenzen  endlich  bleibende  Function  /{u) 
3.   Angenommen,  es  gelte  die  Entwicklung 

/(a)  =  Af,  +  Ai  eosu  +  A^  cos%u  -i-  .  .  .  . 
cann  man  die  Coefücienten  leicht  auf  folgendem  Wege  bestimmen 
Man   muldplicire    1.   mit  du  und  integrire   zwischen  den  Grenzen 
jede  ganze  Zahl  k 

\  cosku du  =  0, 


jmdu 


A  =  IJa") 


Zur  Bestimmung    der    andern  Coefhcienten   machen    wir    von  de 
el  Gebrauch 

jcosku  cosnudu  —  \{j(0s{k  —  n)u  du -^  jcos{k  +  n)udt, 

U  ü  0 

( i  it,  wenn  k  ^  n 

-\     0,       ,.  k^n. 

Multiplicirt  man  1.  mit  coskudu  und  integrirt  zwischen  den  Grer 
0  erhält  man  hiemach 


f/{u)cOSkudu    =    iTT^i, 

=  -  \/{u)coskudu. 


Ai 


urch  ein  ähnliches  Verfahren  erhält  man  die  Coefiicienten  der 

/(«)  =  £i  slnu  +  Bf  sin'iu  -i-  B^  sm3u  +  ... 
[ultiplicirt    man    beide    Seiten    mit    sinkudu    und    integrirt    zwi 
en  0  und  n,  indem  man  dabei  von  der  Formel  Gebrauch  macl 


j  siniu 


so  erhält  man 


4.   Hierbei  ist  vorausgesi 

1.  /(«)  =  Aa-\-A, 

2.  /{u)=B^smu^ 
zulässig  sind,  und  unter  dit 
worden.  Es  ist  nun  noch  zi 
/(a)  haben  muss,  um  innei 
Reihe  1.  oder  2,  entwickelba 

Um  diese  Frage  zu  enb 
aus  1.  und  2.  hervorgehen,  n 
bei  den)  Gliede  mit  dem  Ine 

3. 

+  jfV)' 

0 


^//w 


f^)  sh 

Vereint  man  alle  Integra 
5.    S^=^ß(p)(l  +2<:«», 


2,  =- jf{v){^sinvsmu-V 

0 

Setzt  man  zur  AbkQrzunj 
R,   -   ^«(J -«)  +  «: 
j?j  =  cos{v  +  w)  +  CO. 
>  erhält  man 


[id  die  FoiTRiER'BChen 
id  Sf    lassen    sii 

-  cosAa  +    ■  +  f ö 
mit  ^sin^a,  und  macht  in  jedem  Gliede  von  der  Formel  C 
Isin^a-  coska  =  j»i(A  +  Ja)  —  sin{k  — 
erhält  man  sofort 

2»'ff^a(ciTja  +  cos%a  +  .  .  +  cosnä) 
=  jwt  ja  —  sin^a  ■+-  sin^a  —  sin^a  +  ,  .  +  sin  (n  +  i)  ■ 
Hieraus  folgt 

cosa  +  cos'ia  +  . .+  cesna  =  —  J  +  -    n'~ 
Daher  ist 

.    2m+I.         .  .    ! 

sm  —2—  {p  -u)  sm  - 

^' *+        •isin)i{v-u)      •      ■^*=-i+— 2 

d  schliesslich 

1     f  si.^^(^-u)  ,     f  ., 

j.  - i j /« ■  -„4_.)  ■^» - äij /w ■  - 

In   diesen  Gleichungen   lassen   wir   nun   «  unendlich 

I  und  Sa  sich  bestimmten  endlichen  Grenzen  nähern  und  \ 

gegebenenfalls  sind,  das  hängt  davon  ab,  was  aus  den  beic 

wird,  wenn  n  unendlich  wächst. 

Statt    mit    diesen    beiden   Integralen,    werdeh    wir    uns 
I  Grenzwerthe  eines  etwas  einfacheren  beschäftigen. 


5.   Grenzwerth  des  Integrales  I  — 


positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufend  unendlich  wächst,  un 
Wir  theilen  den  Betrag  ma  in  ^  ganze  Vielfache  von 
der  kleiner  als  t:  ist,  so  dass  also 


1  zerlegen  das  gegebene  Integral  in 


f.  j  'J^  /■(„)  J^+J  'J!^  ^(., , 


md  die  FouitlKR'sclien 


Der  Grenzwerth  der  Function  unter  dem  ersten  IntegralzeJcl 


G- 


ist  fiir  alle  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  tu  liege 
endlicli.  Denn  flir  <o  =  0  ist  zwar  das  erste  Clied  der  eing 
unendlich  gross,  das  Produkt  mit  dem  verschwindenden  situ 
andern  Beslandtheile  des  Produkts  verschwinden  mit  sm<o. 
Werth  von  o>  enthält  die  Reihe 

i  1  1  1 

ui~u>  +  t:"'"(ii4-2Tr~u.H-37r   "*"   ' 
Glieder,    welche  unbegrenzt  abnehmen;    daher   hat  die  Re 
Grenzwerth. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Grenzwerth  des  Integrales 


/G-^^^-..).^ 


eine  endliche  bestimmte  Grösse  i 
schliesslich 


"/'-^ 


/im  f  —  du  ^  C . 


Wir  werden  sehr  bald  Gelegenheit  finden  C  zu  bestimr 
6.    Wir  wenden  uns  nun  zur  Gleichung  2.  der  vorigen 
setzen  voraus,  dass  ^(«)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist  in  dem  Grenzwerthe 


V(._±^)  ^ 


der  Zähler  des  hinter  dem  Integralzeichen  stehenden  Brucl 
der  Nenner  unendlich  gross  ist;  da  nun  auch  p  eine  endli 
<  jt  ist,  so  folgt 


Daher  verbleibt 


im  j  — — -  ß(u)  du  =;  lim  I 


Die  Summe  S  der  eingeklammerten  Reihe  wollen  wir  zimä 
Setzung  bilden,  dass  F(<ä)  innerhalb  des  Intervailes  0  und  i 
ist  und  ununterbrochen  abnimmt.  Alsdann  enthält  die  R» 
Grenze  Null  abnehmen,  und  ist  daher  convergent.  Die  Su 
zwischen  den  Summen  der  ersten  2i  und  der  ersten  2-4  +  1  ( 

ScHUHOnijai,  Handbucli  .\a  M^ihcnisük.    Ild.  II. 


E^y^'' 


Vi       * 

*  -  •  •  * 


I 


er 


L'r 
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|v--'  »j2*      — ;              -t-   .   .   .   —  ;     j^TT        rr— 

^•.                                        ci)                  ci)  -h  IT  o)  H-  (2ä  —  l)ir 

|f.  und 

|ä'                        Wir   können  nun  >t  unendlich  gross  voraussetzen,    doch  so,    dass  k  zw  m 


ein  unendlich  kleines  Verhältniss  hat;  alsdann  ist 


^  '^  y^ci)        ai-f-ir        a)-|-2ir        lo-^-oir  / 


|.  üm(S2M+i  -  S^)  =  lim -\  ^  ^^^  ^   =  0 . 

Da  nun  5  zwischen  Su  und  ^2*+!  enthalten  ist,  so  folgt 

5  =  F(0)  {- ^- h  ^5 ^-  4-  .  .  .  V 

Hieraus  ergiebt  sich 

1.  lim  j^J^^ ß'(u)  du=  C-  F(0) . 

0 

Nimmt  F(u)  von  0  bis  a  ab,  ohne  dabei  immer  positiv  zu  bleiben,  so  ist 
F{ü)  —  F{a)  immer  positiv,  und  erfüllt  daher  die  Voraussetzungen,  für  welche 
die  Gleichung  1.  gilt.     Folglich  ist 

/im  I  —^  [F{u)  —  F{(i)]  du  =^  C  [^(0)  —  F{ti)] . 

0 
Da  nun 

a 

^  ..     Csininu  „.  .   ,  ^     ^,  v 

2.  liml F{(i)du  =  C-  F{a) , 

0 
so  folgt 

/im  I  — —  F{u)  du  =  C'  F(ö)  , 

0 
so  dass  nun  diese  Gleichung  für  jede  von  0  bis  a  abnehmende  Function  gilt. 

Nimmt  F(u)  von  0  bis  a  ununterbrochen  zu,  so  nimmt  F(a)  —  -^(«)  ununter- 
brochen ab;  es  ist  daher 

/im  I  ——  [F{a)  —  F{u)]  du  ^  C  -  [F{7)  —  /^(O)] . 

0 
In  Rücksicht  auf  2.  folgt  hieraus 


,.     Csinmu  „,  ^   ,  ^     „,^^ 

/im  I F{u)  du  ^  C^  F(0)  . 


Wenn  F{u)  von  «  =  0  bis  u  =  a  abwechselnd  steigt  und  fallt,  so  kann  man 
immer  zwei  Curven  F^  («)  und  F^  (u)  angeben,  von  denen  die  erste  innerfiaJb 
desselben  Intervalls  nur  steigt,  die  zweite  nur  fallt;  für  welche  -^i(O)  = /*j(0) 
=  -^(0);  und  dass  femer  für  jedes  zwischen  0  und  a  gelegene  u 


r:. 


L., 


und  »  ^  1,  so  ne 
ime  darnach  /", ;  i 
ig  steigend  und  bf 


'  +  ••"}— i-f 

tischen  »  =  0  und 
/■(O)    und 
^(0) 


^  ron  verseil  iedenen  'i 

können,  me  man  leicht  erkennt;  wenn  nur  /"(«)  innerhalb  der  Grei 
bleibt 

Um  die  Constante   C  zu  bestimmen,   wird  man   F{u)   so  wälil< 
ntegral  direkt  ausgeführt  werden  kann.    Wir  setzen  Fiu)  =  w  :  sinu 


j   imu      ^>  J    smu 


Nun  ist  bekanntlich 

j/w(2«+  l)g  _ 


1  -t-  2(f«2ii  4-  cesAa  -+■  cos%a  -\-  .  .  +  cos 
ungerade  voraus  und  nehmen  '^  '=  ~ä  •   so  entsteh 


\ 


I  unserem  Falle  F{0)  =  ] ,  so  folgt 


Daher    ist    tUr    jede    innerhalb    der    Integrationsgrem 
'nncdon  F{i^  und  fUr  ein  positives  « 


■  F{u)du  =  ;  Fm. 


^m^ 


.»-tl... 


>f 


r 


i  .^ 


WS 


^: 
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7.    Aus  dem  soeben  gewonnenen  Grenzwerthe  ergiebt  sich  nun  auch  der 
Grenzwerth  des  Integrales 


/sinmu  ^.  . 
sinu  ''  ^  ^ 


C)  du 

0 

durch  die  Substitution 

F{u)  =  -^/{u) . 
^  ^         sinw'  ^  ^ 

Dieselbe  ist  zulässig,   sobald  f(u)  innerhalb   der  Grenzen  0  und  «  endlich 

bleibt  und  a  kleiner  als  *:  ist.     Man  erhält 


,.     C sinmu  ^,  ^    .  ic  ^.  . 

1 .  lim  /  — ; f{u)  au  =  ^/(O) , 

0 
Liegen  a  und  ß  zwischen  0  und  ir,  so  ist 

ß  ß 


0  <  a  <  ^. 


1;}  ,.     rsinmu  „  .    ,  ,.     Csintnu  ^,  .    ,  ,.     Csinmu 

h'-^r  hm  I  — . /(u)  du  =  hm  \  — : f(u)  du  —  hm  1  — -. — /(«)  du . 

?t- :  J    stnu  -^  ^  ^  J    stnu  -^  ^  ^  J    stnu ''  ^  ' 


t  Daher  folgt 


,.     Csinmu  .,  .    , 

2.  //w  /  —. f(u)  du  =  0  . 

J    stnu  "^  ^  ^ 

a 

Diese  Ergebnisse  setzen  uns  in  den  Stand,  die  in  No.  4  abgebrochene  Unter- 
suchung zu  Ende  zu  fuhren.  Es  handelte  sich  dort  um  die  Grenzwerthe  der 
beiden  Integrale 


C  ,sin^{2n-^\){v-u)  ^  ,      ^  r^/  N  •^^«i(2«  +  l)(2'+»)v, 

/,   =  \f(v) — ^\   ., — ^-^ ^-dv  und    /«  =  ifip)  •  (    .  )ä — ^^ 

J  sin\{v  —  u)  ^^       J  stn{v-{-u) 

F^  Setzt  man  in  dem  ersten  v  —  «  =  2w,  in  dem  zweiten  «>  +  »  =  2w,  so 

|s'C  erhält  man 

r  7  —  7  T"»"7 

t;*  Unter  der  Voraussetzung  0  <  «  <  1:  zerlegen  wir  weiter  1 


r  /*  sin(2n  -h  1)  w  ^,^            ^   ,            ^  /*  sin(2n  -hl)«/  ^.^          x  . 

t  /i   =  2  /  — ^^-^ ^—/(2w  -\-u)dw  -h  2  /  — ^-^ ~-/{2w  H-  «^a'' 

^^  -'^         y           stnw        "^  ^              '               J           smw         -^  ^ 

I;"  Für  das  zweite  Integral  ergiebt  sich  nach  1.  sofort 


/stn{2n  H-  1)  «/  ..^  .    ,  ^  /./  X 

««ze/        "^  ^  ^  2"^  ^  '^ 


f?*  0 

fc*  Im  ersten  ersetzen  wir  w  durch  —  w  und  erhalten 

^.  « 

iP  0  Y 


Hm  1  — ^ --/(2w  -h  7/)  dw  =  hml  ~  -  — ^~/(«  —  2ti/)dw  =  i'/l*/' 

J  sinw        '^  ^  ^  J  stn7u         -^  ^  ^ 


7/ 


lie  FoumKR' sehen 


itinuirlich,  so  i 
beiden  BestaDdth eilen  von  _/j   sofort  erkennt,  fiir  diesen  Wt 

/,  =.(/(«-0)+/(«  +  0)l, 
wenn    man    mit  /(«  —  0)    und  /{m  +  0)    die   Grenzwerthe 
/(»  —  ,*■)  und  /(a  +  x)  erreichen,  wenn  die  positive  Zahl 
abnimmt. 

Für  K  =  0  fallen  die  Grenzen  des  ersten  Theiles  vonyj 
verechwindet  daher  und  es  bleibt 

y,  =«/(+0).    wenn    «  =  0. 
Für  u^  T.  fallen  die  Grenzen  des  zweiten  Theils  zusamm 

y,  '=  it/(it  —  0) ,     wenn    u  ■=  t.  . 
Das  Integral  /^  verschwindet  nach  2-,  sobald 
0  <  «  <  r; 
ist  »  ^  0,  so  ergiebt  sich 

/,  -«/(+0). 
Der  Fall  a  ;=  Jt  bedarf  aber  noch  einer  besonderen  Unte 
Falle  ist 


y.  =  2/  — ^—. '— /(^w  —  tC)  dw  . 


J  ««. 


I' 


Kä-'  +  i)» 


Sollte  f{u)  an  der  Stelle  u  ^  k  discontinnirlich  sein,  ! 
:r  Herleitung  sofort  erkannt  wird,  fliry(ir)  in  dieser  Gleicl 
[i:  —  0)  zu  nehmen. 

Fuhrt  man  diese  Ergebnisse  in  No.  5,  7.  und  8.  ein,  so 
;h  die  beiden  Sätze*)"  Die  periodische  unendliche  I 
A^  +  A^cosu  ■+■  A^cos^u  ■+•  A^cosZu  +  . 
I  welcher  • 


lj/{v)dv,      A,=  If/iv)^. 


nd  /{v)  eine  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  > 
unction  ist,  hat  für  jeden  Werth  von  »  von  0  bis 
eider  Grenzen  die  Summe /{w),  sobald /{«)  continui 
(«)  Unterbrechungen  der  Continuität,  so  dass  für  e 
'erthe    von  u   die  Grenzwerthe  /(w  —  0)    und  /(w -r 

*)  L^EUNB-DuucHLET,  Grelle,  Bd.  4,  pag.  94.   Schloemilch.  Com] 
«■  "3- 
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en  sind,  so  ergiebt  für  diese  Werthe  von  w  die  Sui 
1  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Grenzwerthe. 
eriodische  unendliche  Reihe 

B,sinu  +  B.sin'iu  +  £,sin3u  -i-  .  .  . , 


Ä  ' 


!//<«)' 


inkvdv. 


ine  innerhalb  0  und  it  endliche  Function  ist,  hat  für  jeden 
n  u  von  0  bis  ir,  ausschliesslich  beider  Grenzen,  den  Wenh 
.ld/(K)  continuirlich  ist;  an  Stellen,  wo /(«)  discontinuirlich 
iebt  sie  das  arithmetische  Mittel  aus/(K  — 0)  und/{i(  +  01; 
renzen  a  ==  0  und  a  =  it  verschwindet  die  Reihe. 
läuft  u  die  Werthe  von  u  bis  2i[,  so  nimmt  die  Cosinusreihe  in  uinge- 
ihenfolge  dieselben  Werthe,  die  Sinusreihe  die  entgegengesetzt  glachen 
jn  0  bis  ä;  innerhalb  der  Intervalle  fUr  u  von  2k  bis  4s,  4i:  bis 
sowie  —  6i:  bis  0,  —  4ic  bis  —  2ir,  —  ßi;  bis  —  4ic  u.  s.  w.  wiedec- 
fiir  beide  Reihen  die  Werthe  des  Intervalles  0  und  2i:. 
?  die  Curve  y  =  /(x)  und  OD'  =  lyc^'  =  C^' D\  +  .  .  .  =  £,'0 
=^  Et  Fi    =  .  .  .  ^=  i:,  so  Tällt  die  Curve 

Y  =^  Aa  +  A.cosu  ■+■  A^cos^u  +  A,£Os'iu  +  ,  . 


/1- 


der  Punkte  C  und  D  mit  der  Curve  AB  zusammen;  ihr  weiterer  Ver- 
it  aus  den  Bögen  DC^,  C^D,,  D^C^  .  .  .,  C£, ,  £,  ^, ,  ^,£,.... 
I  je  zwei  benachbarte  zu  der  gemeinsamen  Ordinate  symmetrisch 
ie  Curve  (Fig.  535) 

K  =  B^sinu  -h  BiSiniu  +  B^sinSu  ■+■  .  . 
lalb  der  Punkte  C  und  D  ebenfalls  mit  AB  zusammen,  hat  aber  in 
tweiisolirte  Punkte,  ebenso  in  C',,  Z»',,  C'j  .  .  sowie  in  £',,  J^^  £',..- 
D',  D'C\,  C\P\  .  .  .  OEy,  £\E'y  ■  ..  gehörenden  Curvenbogeü 
li  ohne  vorherige  Umwendnng  imd  Hegen  abwechselnd  auf  verschiedenen 
Abscissenachse. 

e  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  wollen  wir  noch  in  Kürze  enl- 
ob,   bez.    unter   welchen   Umständen  es  gestattet  ist,  aus  den  beiden 
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ten  neue  Gleichungen  abzuleiten. 

linusreihe  ergiebt 


en,    so   muss  /'(")   in  eine   Sinusreihe   entwickelt 

/'{«)  endlich  sein  von  0  bis  n  und  die  Cofficienten 


'(v)smiväv  ^  —  ijii, 

n  erhält  man 

=  Av)sinkv  -  k^mcoskvdv. 
0  bis  JT  erstreckt,  so  folgt 


kvdv  = 


4V/'^>" 


•>kvdv . 


die  Gleichung  3.  erfUllt  Die  beiden  Seiten 
daher  differentiirt  werden,  sobald  /'(«) 
bis  n:  endlich  bleibt 

man 

i-  'iB^£es%u  +  ZB^cosZu  +  .  .  . 

ner  Cosinusreihe  entwickelbar  sein,  deren  erstes 

irt,  dass  /(«)  von  0  bis  jt  endlich  bleibt,  dass  das 

:d  der  Reihe  ergiebt. 


^//■M 


du. 


'\u)eoskudu  =  kBk. 


~fy 

^y 

ergiebt  sich  /(;:)  =  /(O)" 

Das  die  übrigen  Coeffici 

Integration 

//'(«)(«*«<; 

mithin  ist 

\jn.,„.,u 

Die   b 

eiden  Seiten  d 

rentüren, 

wenn/'(»)inn 

wenn  /(ir) 

=  /(O)  =  0  . 

9.    En 

twickhmg  eini. 

A.    Durch  die  Sinusreili 

Setzt  1 

mn/W=  1,  s, 

Für  ;c  =  ö  erhält  r 


B.    Für  die  Entwicklun, 


0 


kann  man  setze 


Hierfiir  kann  man  setze 


An  den  Grenzen  der 
massig 


entsteht 


beide 

s  Vorzeichen;  die  Gleichung  gilt  also  ebensoweit  Tür  nej 

".  man  hat  daher  ftir  dieselbe  die  Gültigkeitsgrenz« 

—  t:   <  JK  <  ^. 

bemerken,   dass   dieselben  Gülttgkeitsgrenzen   di 

von  X  bestehen,  die  für  *  =  0  verschwindet  und 

Setzt  man  in  der  Cosinusreihe /(ar)  =  cos^i-x,  wob 
en  mag,  so  ist 

2  /■  1  r 

1  [■«'"(■i  +  ri«    .    !m{k-t)x-\         , 
-rL.         i  +  1.       *         i-f     J   -'       " 

er  ei^ebt  sich 

T.      cos)i.x 1  cosx  cos'i.x 

äji  '  sin^-R  ""  2^1^  "*"  P  —  [jl"  ~  2»  —  (i*  "*"  3 
0  <  Jf  <  lt. 
Um /(*■)  =  «'«(ji*  in  eine  Sinusreihe  zu  entwickel 

2  /■  l  /■ 

?i  ^  —  /  sin^x  sinkxdx  ^  —  \  [«>s{k  +  ^x  —  a 

^  1 V  ./>»(^  +  ^).  _  sinlk-^)jc\  ^ 

«U      -*  +  [*  ^-v-   \      ^     '^ 

lin  ist 

:     sin  \>.x sinx  'isin'ix  ^siaZx 

i  '  sin  v.r.  ~  V  —  v.^  ~  2»  — ji«  "^  P^T"  ~  ■ 
ht  man  in  C  und  D  die  Substitutionen  *=0,  x=^t:  \ 

j^     _  J 1^        1^ 1 

2it  ■  sin^T.  ~  2iJL>  "^  1>— ~it»  ~  2'  —  I*»  "^ 
n         ^  1  1  1 


die  fiir  jeden  Werth  von  [j,  gelten. 


E.    Für  die  Function  xsinx  hat 
/  xsinx  coikxdx  =  \\  xsit. 

fxsin(i=tl)xdx^[=^ 
0  0 

j  xsinx  coskxa 

0 

Auf  den  Fall  k  =  \  ist  diese  Fe 
j  xsinx  cos  xäx  = 

0 

Fügt  man  hierzu  noch 


so  gewinnt  man  die  Entwicklung 

1       .  1        cos  X 

^xstnx=  ^  +  -^- 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleicht 
wechselt;  daher  gilt  diese  Entwicklu 

Dieselben  GUltigkeitsgrenzen  fll 

ein,  die  für  entgegengesetzt  gleiche 

F.    Bekanntlich  ist  (6  5,  No.  9) 


"'sin  kxdx  = 
Daher  hat  man 


/' 


ev-^  cos  kxdx  =, 
I  e-v-'cos  kxdx  = 
I  e»-' sin  kxdx    = 


/'-"■ 


sin  kxdx  = 


Mit  Hülfe  dieser  Integrale  erhä 

jt     ev-'  +  e-i^'  1 


2|t     ^^  —  «-c"  ~  2(1»         1' 

n     et^'  —  £->>■■'  sinx 

2  '  if"  —  f-C"  ~  13  +  )t»  ■ 

10.    Es  ist  nicht  nöthig,  dass  di 

Sinusreihe  verwandelt  wird,  innerhal 
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vielmehr  die  Curve  CD  (Fig.  534)  aus 
n   jedes    einer    andern  Gleichung   ent- 
spricht-     Gilt 

von    0    bis  Xy  die  Function /,(*) , 

..   *,    ,.  «.   /iW. 

.,  *,  .,  »1  .,   „  ,,  /,(«), 
„  *,li,',  . '  „'  ',. ' ,.'  fX'i 

so   hat    man  jedes  bei  der  Berechnung  der  Coelficienten  AqA^A^  .  .  B^ß^  .  . 
^'Tkominende  von  0  bis  j:  erstreckte  Integral  in  folgender  Weise  zu  zerlegen 

//(*)  eos  ixäx  =//,  {x)  cos  kxdx  + //,  {x)  cos  kxdx 

+  jMx)ccskxdx  +  .  .  -^f/r{x)  cos  kxdx. 

und  die  einzelnen  Theilintegrale  zu  berechnen. 

Um  hieriiir  ein  einfaches  Beispiel  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  es  soll 
jc  ^  0  bis  jt:  =^7;  eine  beliebige,  endhch  bleibende  Rmction  f{x)  und  von 
bis  it   die  Function  <p(ir  —  j:)  gelten;  für  x  =  ^-n  ergeben  beide  Functionen 

gemeinsamen  Werth  <p{^i:),  so  dass  an  der  UebergangssteJle  keine  Unter- 
:hung  der  Continuität  eintritt.    Für  die  Entwicklung  in  eine  Sinusreihe  hat  man 

£t=\  ffix)smkxdx  -f-  ffi^  —  x)sinkxdx. 

D  n 

Substituirt  man  im  zweiten  Integrale  n  —  x  ■=i,  so  erhält  man 

f<f{Tt-  x)smkxdx  =  flii)smi{r.  -  i)di  =  -  casiT.  fi(i)siHiUi  ■ 

Da  bei  bestimmten  Integralen  auf  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabein 
nichts  ankommt,  so  kann  man  hier  £  wieder  durch  x  ersetzen,  und  erhält 
Bj,  =  0,    wenn  Ü  gerade. 


■-.h 


:)  sin  ixäx ,     wenn  i  ungerade. 


Daher  hat  man  die  Entwicklung 
f{x)  =^  B^sinx  +  B^si 


tß 


{x)smkxdx, 


l  X  auf  den  Spielraum  von  0  bis  },t:  angewiesen  ist. 
Setzt  man  !p(*)  ^  x,  so  erhält  man 


-.\J^,in{'ii+\).äx~\\- 


ntjit  -t-  D»       J<'a(2t  +  l)Jl 


(24  4-  1)>  ■ 


11.  Nimmt  man  femer  von  0  bis  \t:  die  Function  ^(x)  —  x*  von  Jr  bis  i  ' 
aber  f{x)  ^=  0,  so  hat  die  Curve  CI?  an  der  Stelle  x='  ^t:  eine  Untetbrechia^  ' 
der  Continuität,  es  ist  nämlich 

'(i -»)-=?■    fß +  »)-»• 

Entwickelt  man  für  diese  Function  die  Cosinusreihe,  so  erhält  man,  da  ä 
von  ^i:  bis  K  erstreckten  Theile  der  Coefitici entenintegrale  wegen  f(jr)  =  U  ve 


r 

k 

~J 

k 

2* 

i' 

ix 

_ 

2j/« 

kx^ 

k 

(A>it»  —  8 

1       44« 

wenn  k  ungerade , 


wenn  k  gerade . 
1  die  von  0  bis  \t.  gültige  Reihe 


2  \\1 


5'     " 


•) 


Setzen  wir  zur  Prüfung  dieser  F.ntwicklung  auf  der  rechten  Seite  x  =  \^,^ 
muss  sich  das  arithmetische  Mittel  aus  ^(ir  —  0)  und  '^{\ti  +  0),  d.  i.  in'  e^ebeo. 
Wir  erhalten,  da  die  Cosinus  aller  ungeraden  Vielfachen  von  ^r.  verschwinden, 


24  *  -^  1,2'  " 


'.  eingeklammerte  Reihe  ist  der  vierte  Theil  von 


i+2-i 

+  5» 

-t- 

4S 

■+-... 

Bezeichnet  man 

diese  Summe 

mit 

s, 

rf)  hat  man 

..), 

5  = 

(- 

1         1 

3»  +  jj  +  7 

ä  "•" 

•) 

-( 

2i+P 

-+- 

1 

Der  erste 

Theil 

der 

rechten 

Seite 

ist 

*■=' 

(No.  9, 

B) 

der 

zweit 

daher  hat  mar 
folglich  ist 

15  = 

-'\ 

.', 
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neue  periodische  Reihen  ableiten,  deren  Gültigkeit  nicht 
beschränkt  ist. 

Macht  man  in  einer  ftir  0  <  *  <  a  endlichen  Funct 


so  erhält  man 


'(?)• 


und  diese  Function  von  y  ist  endlich  von  ^  =  0  bis  y  = 
nach  I.  und  2.  entwickeln  und  erhält 

I  +  A^cosy  +  A^cos^y  +  . 

0  </  <  :r, 

+  B^sinly  +  B^sinZy 

0  <^  <  r. 
Die  CoefBcienten  haben  hier  die  Werthe 

B,  =  \^'i{^sinkydy. 

Substituirt  man  nun  in  3.,  4.  und  5.  wieder  x  für  y,  : 
TiX  It.x 

6.  i^{x)  ^  A^  -\-  A-^cos 1-  A^cös V  A^d 

1  /  2 
0<;i;<«,      ^1,=-  l<f(x)äx.      An  =  - 

„  TtX  „        .     Sit*  „       .     StZX 

7.  <f{x)  =  Bism h  B^sm h  B^sm- — ■ 

2  /■  ,  ,    .   kzx 

0  <  «  <  a,      Bk  =  -h{^)"»-^^x- 

13  Ist  /■(«)  eine  beliebige,  von  j:  =  0  bis  «  =  < 
theilt  die  Function  F{x)  ■+■  F{ —  x)  diese  Eigenschaft  u 
gesetzt  gleiche  Werthe  von  x  gleiche  Werthe  an;  da 
auch  der  Cosinusreihe  6-  zukommt,  so  gilt  für  diese  Pur 
noch  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  a.     Für  die  Coeff 


jedes 
es  ei 


Schill 
3. 

wotw 


Func 
Sinus 
diese 

Wert! 

solch 
ReUw 
/(*) 
Entw 
enHia 
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/(j)   durch  beliebige  endlich  bleibende  Functionen  /,  (x)  und  /j  (x)  fortsetzen 

{vergl.  No.  ]0). 

14.    Die  in  No.  12  entwickelten  Reihen  gestatten  eine  weithvolle  Anwendung 

auf  das  Problem  der  Umkehrung  der  Functionen*). 

Dieses  Problem  besteht  darin,  y  aus  der  Gleichung  x  ^  <p(j')  als  Function 

von  X,  oder  allgemeiner  irgend  eine  Function  F{y)  als  Function  von  x  auszudrücken. 

J^{y)    eine  Function    von  x    ist,    so  lässt  sich   F(y)  innerhalb  gewisser 

L  durch  eine  Cosinusreihe  ausdrücken 

„,  ^           *             *         ^^           j         2tr^           ^         oi^x 
F{y)  =  An  -^'  A^cos- h  A^tos h  A^cos h  .  .  . 

0  <  *  <  «. 
Coefficienten  sind 

A^  =  lfj'(y)äx ,      A,  =  lfj'iy)fos  ~  dx . 

0  0 

rch  theilweise  Integration  folgt  hieraus  zunächst 

0  ^^ 

^0  und  0  die  Werthe  ^ '=_>'o  und,)",  entsprechen;  hieraus  folgt  weiter 

reffs  der  Integrationsgrenzen  ist  hier  Folgendes  zu  bemerken.    Die  nach  x 
lenen  Coefficienten  integrale    waren   von  0   bis   zu  der  positiven  Zahl  a 
t,   und  es  war   dabei  vorausgesetzt,  dass  x  von  0  bis  a  stetig  wachse. 
Will  man  nun  x  durch  y  ersetzen,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

0  =  ?w 

aufzulösen;  eine  reale  Wurzel  ß  dieser  Gleichung  ist  dann  die  der  Grenze  jc  =  0 
ents|irochende  Grenze  für  _v.  Im  Allgemeinen  wechselt  f^{y)  das  Zeichen,  wenn/ 
riiirfh  den  Werth  ß  hindurchgeht;  damit  nun  x  von  0  bis  zu  der  noch  unbe- 
:n  oberen  Integral  grenze  wachse,  muss  man,)-  vom  Werthe>  =  ß  zunehmen 
»nehmen  lassen,  je  nachdem  cpO')  von  ip{jl}  ='  0  aus  mit  y  zugleich  wächst 
icht,  und  darf  die  Integration  nach  y  nicht  weiter  ausdehnen,  als  bis  zu 
solclien  Werthe  von  y,  für  welchen  das  Wachsthum  von  r^iy]  in  eine  Ab- 
übergeht, d.  i.  bis  zu  dem  Werthe  _»■  ^  fi,  welchem  das  dem  Werthe  ß 
nabeln  y  zunächst  liegende  Maximum  der  Function  'fij)  zugehört.  Somit 
die  obere  Grenze  a  der  Reihe  I.  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  a  darf 
Tösser  sein,  als  f  (ßi). 

nun  b  eine  zwischen  ß  und  ß,   liegende  Zahl,  so  hat  man  in  den  obigen 
n  a,  _y„,  /,  durch  '^{l>),  ß,  b  zu  ersetzen  und  gewinnt  mithin 


FiJ)  =  A^  +  A.c^s;^^^  +  -^»^^^^  - 
0  <  Jc  <  <p(^) . 

ompcndium  2.  Bd.   2.  Anfl.     pag,    15a. 


ichen  Reihen  unJ  die  FoiiRlER'schen  Integrale. 


*  -  /  F(t)  I  COS  — -  COS  —-  ■+  SM «« 1  di. 


^*^fj^{i)tos^{t  —  x)d/. 


(imenzeichen  stehende   Function  für  entgegengesetzt 
gleiche  i  gleiche  Werthe  hat,  so  hat  man 

man  kann  die  Summe  daher  nach  dem  Schema  zerlegen 

Da    ferner    die    Function    Rir   i  ^  0    in  Fi/)dt    Übergeht,    so    erhält    man 
schliesslich  die  Zuzammenfassung 


tY.'ip 


Ist  a  eine  sehr  grosse  Zahl,  so  werden  die  mit  Cosinus  multiplicirten  Glieder 
der  Reihe  1,  nahezu  constant,  während  die  Glieder  des  zweiten  Theils  wegen 
der  Sinus  gegen  den  ersten  Theil  unbeträchtlich  klein  werden.  Da  nun  die 
Reihe  nach  wie  vor  die  Function  Fix)  ausdrückt,  so  folgt,  dass  die  Anzahl  der 
Güeder,  durch  die  man  eine  hinlängliche  Annäherung  erzielt,  im  Verhältniss  zu 
a  sehr  gross  sein  muss.  Lässt  man  in  2.  die  Zahl  a  unendlich  wachsen,  so  hat 
man  daher  daran  festzuhalten,  dass  die  äussersten  Grenzen  für  k  zu  dem  unend- 
lichen a  ein  unendlich  grosses  Verhältniss  haben. 

Ist  a  unendlich,  so  ist  n  :  (i  unendlich  klein.  Bezeichnet  man  kn  :  a  durch  », 
so  wächst  »  nach  der  über  k  soeben  gemachten  Bemerkung  von  —  <»  bis  +  oo, 
die  Grösse  -a'.a  ist  ein  verschwindend  kleiner  Theil  von  u  und  kann  mit  A» 
bezeichnet  werden. 

Damit  geht  aus  2.  hervor 

Aus  dem  BegrÜTe  des  bestimmten  Integrals  folgt,  dass  man  hierfür  setzen  kann 
//■(/)  (osu  {t  —  x)  du  dt . 


in- 


Hierbei  gilt  die  von  den  periodischen  Reihen  her  bekannte  Beschränkung, 
;  F{ic)  innerhalb  des  ganzen  realen  Gebiets  nicht  unendlich  gross  werden  darf; 
ler,  dass  das  Doppelintegral 


hjf' 


F{l)(osu{l  —  x)ätdu 

solche  Werthe  von  x,  für  welche  F(x  —  0)  von  F{x  +  0)  verschieden  sind, 
arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Grenzwerthe  ergiebt 
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0  00  0  00  ' 

jF{t)sinutdt  =  —  jF{t)sinutdt,     JF(/)€osutdt  =  jF(f)cosutdt 

—00  0  —00  0 

und  daher 

00  90  00 

jF{t)sinutdt  =  0,     jF{t)  cos  utdt  =  %^F{f)co5utdt . 


00  — 00 

•  1  * 


Demnach  ist  schliesslich 

00    eo 


.,  -  i// 


F{pc)  =  —  I    \  F{t)€Osxu  cosut  du  dt  f      0  <^  x  -<  00  . 

Da  das  Produkt  cosxucosut  unverändert  bleibt,  wenn  u  das  Zeichen  wechselt, 

so  kann  man  hierfUr  noch  einfacher  setzen 

00  00 


F{x)  =  —  /  / -^(0  ^^^^«  c^s  utdu  dt 


2. 

0  0 

0  <  ^  <  00  . 

Wählt  man  hier  wieder  die  Function  gleich  Null   von  jr  =  0  bis  ^  =  ^, 
willkürlich  von  b  bis  ß,  und  gleich  Null  von  ß  bis  <x),  so  erhält  man 

Q  F(pi)  ==  —  /  fF(t)cosxucosutdudt, 

0  ^ 

0  <  ^  <  a:  <  ß. 

Für  die  Grenzen  ist 
-  \\F{t)cosbucosutdudt  =  ii^(/^),       -  1 1  F{t)  cosxucosut  du  dt  =  \F(^)\ 

HA  0    A 

ist  0  <:  ^  <  ^,       oder  b  <,  x ,      so  ist 

fjF{t)  cos  XU  cos  u  tddu  =  0 . 
0  A 
17.    Nimmt  man  i^(:c)  willkürlich  für  das  Gebiet  0  bis  00,  setzt  aber  die 

Function  für  negative  x  so  fort,  dass  F{ — x)  =  —  -^(•^)>  so  hat  man 
0  00  0  00 

jF(t)cosutdt  =  '-jF{t)cosutdt,     JF(t)sinutdt  ^  jF(t)sinutdt , 

~oo  0  —00  0 

und  daher 

00  00  eo 

JF{t)cosutdt  =  0,        jF{t)stnutdt  =  1  ^F{f)sinutdt , 

Die  Gleichung  No.  16,  1.  ergiebt  daher 

00  00 


^(*)  =  -J  ^F{f)si. 


sinxusinutdudt f     0  <  jp  <  00. 

0 
Da  das  Produkt  sinxu  sinut  für  entgegengesetzt   gleiche  u  gleiche  Werthe 

hat,  so  hat  man  einfacher    . 

00  00 


F{x)  =  —  /  j  F{t)  sinxu  sinut  du  dt , 


1. 

0  0 


0  <  X  <.  00 . 

43* 
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00  00 

0  0  0  - 

00  oe  00 

je-^sinutdt ]^lLfSlIt£^-lJ^ic<,sutdt. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht 

/er-*cosutdt  =  -r—^ — r,        \e-^  sinnt  dt  =  7—; — «. 

0  0 

Daher  gewinnt  man  aus  No.  16,  2  und  No.  17,  2  die  Integrale 


/cos  XU       ,  IC 


0 


eo 


/u  sin  XU    ,  7c 


0 

Ersetzt  man  hier  u  durch  —   und  x  durch  a:r  so  erhält  man  die  Integrale 

00 

/cosxu     ^  t: 

-n— - — ^du  =  5-^-«^  ,       a  >  0,       JC  >  0, 
a*  H-  «*  2  a  = 

0 


00 


/usinxu    ,  IC 

-5—; — i^du  =  ö"^~""''# 
a'  -H  »'  2 


0,       JC  >  0. 


Bemerkung.  Die  auf  pag.  673  gegebene  Herleitung  des  Resultates  8.  stimmt  im  Wesent- 
tichen  mit  Fourier's  Deduction  ttberein ;  sie  gestattet  aber  einige  Zweifel  und  bedarf  daher  einer 
genaueren  Untersuchung,  bezüglich  deren  wir  auf  Schloemilch's  »Compendium  der  höheren 
Analysis«,  Bd.  11,  verweisen. 


§12.     Algebraische  Functionen  einer  complexen  Variabein. 
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AB  gleich  und  gleichgerichtet  mit  bi  macht.    Demnach  sind  die  Strecken  OA^, 
OA^,  OA^,  OA^  der  Reihe  nach  die  Repräsentanten  der  complexen  Zahlen 

5  4-3/,       —  5  -h  3/,       —  5  —  3/,       5  —  3/, 
und  die  Punkte  A^^  A^t  A^,  A^  werden  als  die  Zahlpunkte  ±  5  rb  3 /  bezeichnet. 
Ist  P  die  Projection  von  P  auf 
OX  und  ist  OP  =  x,  PP  =  y, 
so  ist  jP  der  Zahlpunkt 
X  -h  yi. 
Femer  ist 

op=  r  =  y^2 


wobei  wir  die  Wurzel  positiv  rech- 
nen wollen;  wird  XOP  mit  9  be- 
zeichnet, so  ist 

X  y 

X  -^  iy  •=  r  {cos  ^  -f-  /  sin  9)  . 

Die  Grössen  r  und  <p  werden 

als  Modul  und  Amplitude  der 

complexen  Zahl  x-\-iy  bezeichnet. 

Die  complexen  Zahlen 

cos  9  -h  /  sin  9 , 

deren  Modul  gleich  der  Einheit 


(M.586.) 


ist,  bezeichnet  man  als  complexe  Einheiten;  die  Einheitspunkte  liegen  auf 
einem  Kreise,  der  um  den  Nullpunkt  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  be- 
schrieben ist.  Zahlen  a  -h  ifi,  für  welche  a  und  d  dasselbe  Verhaltniss  haben, 
besitzen  dieselbe  Amplitude  oder  um  iz  verschiedene  Amplituden ;  sie  liegen  daher 
auf  derselben  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden. 

3.  Die  geometrischen  Definitionen  der  Summe  und  Differenz  übertragen  wir 
nun  auch  auf  complexe  Zahlen.    Ist  PJi  gleich 

OQ  und  gleichgerichtet,  so  setzen  wir 

01^  =  OP  -h  OQ; 
und   ist   PS   gleich    OQ,    aber   von    entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  ist 

OS  =  OP-^  OQ. 

Werden   durch   die    Punkte   P  und  Q   die 

Zahlen  a  4-  bi,  c  -h  äi  repräsentirt,  so  ist  daher 

{a  4-  dl)  -h  {c  -^  äi)  =  {a  -h  c)  -^  (b  -^  if)i, 

la  4-  bi)  —  (c  4-  äi)  =  (a  —c)  -h  (b  —  ä)i. 

4.  Dem  Principe  der  Continuität  der  Rechen- 
regeln folgend,  wird  das  Produkt  complexer 
Zahlen  durch  die  Gleichung  definirt 

{a  4-  bi)  •  {c  4-  äi)  =  ac  -{-  bc  -  i  -{-  aä  -  i  -h  bä  -  i  -  i  =  ac  —  bä  -{-  (bc  4-  aä)  i . 

Ist    a  -h  bi  =  r{cosc^  4-  isin  9) ,       c  -h  äi  =  r^  (cos  9^  4-  isin  9,) , 
so  ist  der  Modul  R  des  Produkts 
R  =  Y(äc'' 

=  y(a^  4-  0*)  {c  -\-  a')  =  r  *  r. 


(M.  537.) 


bä)^  4-  {bc 


ad)^  =ya^ 


^2^  -^b^c^  -h  a'^ä^ 


P'ür  die  Amplitude  O  des  Produkts  hat  man 


cos<^  = 


ab  —  cä        a 

'R        ^  ~r 


c 
r 


—  =  cos{t^  4-  9i) , 
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/  =  a«  -h  pH, 
wobei  p„  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  n  unendlich  wächst. 

Wendet  man  die  Regel  5«+?  z=  z^  ^zp  auch  auf  ein  irrationales  p  an,  so  ist 

z^  =  r*«  (cos  a«9  -f-  isin  a,,<p)  •  a:P" . 
Geht  man  zur  Grenze  n  =  oo  über,  so  verschwindet  p«;  da  nun 

/im  «P«  =  1 ,       /im  a«  =  / , 
so  folgt 

zP  ==  rP{cosp^  4-  isinpf^). 

Die  Regel  für  die  Potenz  einer  complexen  Zahl  gilt  also  auch  für 
irrationale  Exponenten.  Die  Ausdehnung  des  Begriffes  Potenz  auf  complexe 
Exponenten  wird  erst  im  Verlaufe  späterer  Betrachtungen  gewonnen  werden. 

6.  Das  bisher  Mitgetheilte  gestattet  uns,  den  Begriff  einer  algebraischen 
Function  einer  complexen  Variabein  zu  bilden.  Unter  einer  ganzen 
rationalen  algebraischen  Function  «ten  Grades  der  complexen  Variabein  z 
versteht  man  die  Grösse 

5  =  a^z^  -h  a^z*'-^  -h  a^z*^-"^  -+-  .  .  -h  an-iz  -f-  a«, 
wobei  Cqj  a^f  a^  .  ,  .  ün  gegebene  reale  oder  complexe  Zahlen  sind.  Unter 
einer  algebraischen  Function  von  z  im  weitesten  Sinne  versteht  man  eine 
Grösse  j,  deren  Zusammenhang  mit  z  durch  das  Verschwinden  einer  in  Bezug 
auf  s  und  z  ganzen  und  rationalen  Function  hergestellt  wird.  Eine 
algebraische  Function  wird  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  definirt 

(p(j,  z)  =  AqS'^  4-  ^1  j«-i  4-  ^2J«-2  -H  .  .  -f.  An-\s  -h  ^„  =  0, 
\io  Aq^  A^  .  .  An  ganze  rationale  Functionen  der  Variabein  z  sind.     Man  sieht 
hieraus  sofort:     Ist  s  eine  algebraische  Function  von  z^    so  ist  auch  z 
eine  algebraische  Function  von  s, 

7.  Ist  die  Gleichung 

?(^i  «)  =  0 
in  Bezug  auf  s  vom  Grade  «,  so  gehören  zu  jedem  Werthe  von  z  n  im 
Allgemeinen  von  einander  verschiedene  Werthe  von  s. 

Dieser  algebraische  Fundamentalsatz  wird  in  den  Elementen  der  Algebra 
gewöhnlich  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  Coefficienten  A^, 
A{  .  ,  An  reale  Zahlen  sind;  da  wir  ihn  im  Folgenden  ganz  allgemein  zu  ver- 
wenden haben,  so  mag  ein  von  der  genannten  Beschränkung  befreiter  Beweis 
hier  statt  haben. 

Man  denke  sich  filr  z  in  die  Function  ^(j,  z)  einen  gegebenen  Werth  a  -^  Ifi 
eingesetzt.     Setzt  man  nun  für  s  einen  veränderlichen  Werth 

so  erhält  man 

<p  ( j)  =  M  -h  Ni ; 
hierbei  sind  M  und  N  Functionen  von  \  und  \  Das  Quadrat  des  Modul  von  (p(j), 
M}  H-  iV*,  kann  nicht  negativ  werden,  muss  also  für  einen  oder  mehr  als  einen 
Werth  von  s  einen  Minimal  werth  erhalten,  der  Null  oder  positiv  ist;  die  diesem 
Minimalwerthe  zugehörigen  Werthe  von  M^  N^  \  und  i\  seien  M^,  iV^,  E©»  t^o- 
Es  sei  nun  p  eine  Wurzel  einer  Einheit,  und  to  eine  reale  Zahl;  man  ersetze  in 
<p(j)  die  Zahl  s  durch  5q  -f-  /t)q  -\-  pw  und  erhalte  dadurch 

9(?o  -»-  ^'^0  -h  pcü)  =  /*  -h  Qi. 
Dieser  Ausdruck  ist  in  Bezug  auf  po)  eine  ganze  Function  «ten  Grades;  er 
enthält  in  jedem  Falle  das  Glied  p^co«;  ob  auch  die  Glieder  mit  po),  p^co^,  p3o>3  .  . 
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-  ^1  j"-*  +  jjj— 8  4- ...  4-  e„-i 

;de  ganze  algebraische  Function  «ten  Grades 

einer  Variabein  ist  das  Produkt  von  n  linearen  Functionen. 
t         Der  soeben  gegebene  Satz  ist  von  dem  folgenden  nicht  verschieden;    Jede 
I  Gleichung  «ten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  «  Wurzeln,   von 
'  denen  mehrere  zusammenfallen  können. 

k        Aus   der  Zerlegung  der  Function  nten  Grades  if(s)  in  n  lineare  Faktoren 
'    erkennt  man  zugleich,  dass  die  Gleichung  f(j)  =:  0  nicht  mehr  als  «reale 

oder  complexen  Wurzeln  haben  kann. 
k        Wenn  eine  Gleichung  «ten  Grades  nur  reale  Coefficienten  hat  und  eine 

complexe  Wurzel  zulässt,   so  hat  sie  bekanntlich  auch  die  conjugirt  complexe 
UfuTzel.     Dieser  Satz    gilt    für  Gleichungen  mit  complexen   Coefficienten  nicht. 
jMin  übersieht  dies  sofort,  wenn  man  in  der  Gleichung  nten  Grades 
I  {<-»)(<-*)....(.-»)  -0 

f  für  die  «  Grössen  a,  b,  c  .  .  n  beliebig  gewählte  reale  oder  complexe  Zahlen 

seilt;  denn  man  erhält  dann  eine  Gleichung  «ten  Grades  für  s,  deren  complexe 

"urzeln  in  keiner  Weise  von  einander  abhängig  sind. 

8.  Wir  schliessen  hieran  eine  Bemerkung  über  die  Zerlegung  einer  echt 
ibrochenen  Function  in  Partialbrüche. 

In  §  3,  No.  2  ist  die  Zerlegung  einer  echt  gebrochenen  realen  Function 
zeigt  worden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Nenner  keine  mehrfachen 
ktoren  hat.     Das  dort  gewonnene  Resultat 

ist  sich  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  complexer  Functionen  ^{x)  und  •^{x)  aus- 
dehnen. Dasselbe  gilt  von  der  Zerlegungsmethode  §  3,  No.  3,  für  den  Fall,  dass 
?(*)  mehrfache  Faktoren  hat. 

Die  in  §  3,  No.  4  gegebene  Methode  für  den  Fall  mehrfacher  complexer 
Wurzeln  hat  bei  complexen  Functionen  -^{x)  und  f{x)  keine  Anwendung;  es 
bewendet  hier  bei  der  in  No.  3  gegebenen  Zerlegung. 

9.  Alle  weiteren  Functionen,  die  wir  betrachten,  werden  in  bestimmter 
Weise   aus   algebraischen  Functionen   abgeleitet     Einige   auf  Functionen   einer 

>  complexen  Variabeln  bezügliche  Sätze,  die  wir  nun  mittheilen  wollen,  gelten  für 
alle  diese  Functionen  unabhängig  von  ihrer  besonderen  Natur. 

10.  Bevor  wir  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  muss  noch  eine  andere  wichtige 
Frage  erledigt  werden. 

Die  geometrische  Darstellung  einer  realen  Function /(*)  einer  realen  Variabein 
X  erfolgt,  indem  man  x  als  Abscisse  und  f{x)  als  Ordinate  am  einfachsten  in 
einem  rechtwinkeligen  Coordinatensysteme  betrachtet;  die  Curve  >  =/(jc)  giebt 
dann  ein  anschauliches,  viele  Untersuchungen  wesentlich  erleichterndes  Bild  des 
Function  SV  erlaufs.  Eine  dem  entsprechende  Darstellung  complexer  Functionen 
einer  complexen  Variabein  ist  offenbar  nicht  möglich;  denn  die  complexe 
Variable  ist  nicht  auf  einer  Geraden,  sondern  nur  auf  einem  Gebiete  zweier 
Dimensionen  darstellbar,  und  eine  Function  derselben  ist  im  Allgemeinen  wieder 
complex  (nur  für  einzelne  Werthe  real  oder  rein  imaginär),  also  wieder  von  zwei 
Dimensionen.  Um  den  Zusammenhang  einer  complexen  Function  mit  der 
Variabein  anschaulich  zu  machen,  hat  man  folgenden  Weg  eingeschlagen. 

Man  verwendet  zwei  Ebenen,  eine  Variabeinebene  und  eine  Functions- 
ebene.      Die    Punkte    der    ersteren    stellen    die    Werthe    der  Variabein    dar! 


ische  Functionen  einer  complexen  Variabein.  685 

tude  von  s  und  z  die  Grössen  Ji,  0,  r,  9,  so  ist 

1 
i?  =  -,      *  =  —  -p. 

the  von  r  entspricht  ein  constanter  von  J?,  d.  i.: 
lunkt  in  der  Variabeinebene  entspricht  ein  Kreis  um 
den  Nullpunkt  in  der  Fiinctionsebene ;  die  Radien  zweier  entsprechenden  Kreise 
änd  reciprok.  Einem  Strahle  durch  den  Nullpunkt  in  der  variabeln  Ebene  ent- 
spticlit  ein  Strahl  durch  den  Nullpunkt  in  der  F unctions ebene ;  zwei  entsprechende 
Strahlen  bilden  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  mit  den  realen  Achsen. 

IB.   Ist    w  =  s^,    also   u-hvi  =  x^—y^-¥-^xj'i,    so  ist 
3.  u  =  x^  —ji',      V  =  2xy . 

Durchläuft  «  eine  Parallele  zur  K-Achse,  so  ist  x  constant  und  jf  veränder- 
lich. Die  Gleichungen  3.  ergeben  die  Gleichung  der  entsprechenden  Curve  der 
Functionsebene,   wenn  ji  aus   beiden  Gleichungen   eliminirt   wird.     Man  örhält 

I         Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel;  die  Symmetrieachse  derselben  fällt  in 
I  die  B-Achse,  der  Brennpunkt  in  den  Nullpunkt,  der  Parameter  ist  2jcS,  und  die 
'   Parabel  erstreckt  sich  entlang  der  negativen  Seite  der  w-Achse. 
I  Einer   Parallelen    zur    realen  Achse    der  Variabeinebene    entspricht    in   der 

Functionsebene  eine'  Curve,   deren  Gleichung  aus  3.  erhalten  wird,  wenn  man  y 
constant  annimmt  und  die  Variable  x  eliminirt;  es  ergiebt  sich 
5.  v'-iy'U'  +  u). 

Dies  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  ebenfalls  mit  der  w-Achse,  deren  Brenn- 
punkt mit  dem  Nullpunkte  zusammenfällt;  der  Parameter  ist  2y^\  die  Parabel 
erstreckt  sich  in  der  Richtung  der  positiven  »-Achse.  ■ 

Die  Pacabelschaaren  4.  und  5.  sind  confocal;  jede  Parabel  der  einen  Scliaar 
wird  von  jeder  der  andern  Schaar  unter  rechten  Winkeln  geschnitten. 

Modul  und  Amplitude  von  s  hängen  jetzt  mit  dem  Modul  und  der  Amplitude 
der  Variabein  durch  die  Gleichungen  zusammen 

£  =  r^  ,  *  =  2y- 
Einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  der  .s-Ebene  entspricht  also  ein  Kreis 
um  den  Nullpunkt  in  der  tc-Ebene;  einem  Strahle  durch  den  Nullpunkt  in  der 
>-Ebene  entspricht  ein  Strahl  durch  den  Nullpunkt  der  w-Ebene;  der  Winkel, 
den  letzterer  mit  der  E-Achse  bildet,  ist  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  des 
entsprechenden  Strahls  mit  der  jc-Achse. 

12.   Jede  Function  von  z  =^  x  -\-  iy  kann  man  auf  die  Form  bringen 
«-  =  ?(«)  =  «  +  »'. 
wobei  »  und  v  reale  Functionen  von  x  und  y  sind.    Aber  nicht  jeder  Aus- 
druck u  +  vi,  worin  u  und  V  Functionen  x  und^  sind,  ist  eine  Function 
der  complexen  Variabein  z  =^  x  -\- yi.    Man  hat  nämlich 
dw        dw     dz       dw 
ix   '~  dz      dx        de 
dw        dw     d  z        dw  . 


.0» 


lalen  Differendalquotienten  von  s  nach  u  und  v 


daher  ist 


z.  b. 


15.  Aus  der  Gleichung  No.  14,  2.  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  Differential- 
quotienC  einer  Function  einer  complexen  Variabein  nicht  von  dem  Verhältnisse 
abhangt,  in  welchem  sich  x  und^  ändern,  denn  -^  enthält  nur  die  Variabein  x 
und  y,  nicht  aber  das  Verhältniss  tiy  :  äx. 

Soll  a  eine  verschwindend  kleine  Aenderung  erfahren,  so  kann  dies  auf 
unendliche  vielfache  Weise  geschehen,  denn  man  kann  den  Punkt  a  nach  allen 
möglichen  Richtungen  hin  in  der  Functionsebene  eine  verschwindend  kleine  Ver- 
schiebung ertheilen.  Zu  jeder  solchen  unendlich  kleinen  Verschiebung  äx  von 
i  gehört  eine  bestimmte,  unendlich  kleine  Verschiebung  äw  des  entsprechenden 
Punktes  w  in  der  Functionsebene;  das  Verhältniss  dw,  di  ist  aber  von  der 
Richtung  der  Verschiebung  von  z  unabhängig. 

16.  DerDifferentialquotient  vonw  ist  eine  Function  vons,  denn  es  ist 

dio' £_    ^  __   ^'"' 

dy  ~  dy'  dz  ~  dxdy' 


Daher  hat  man 


dw 
"d^  " 


dxdy- 


Man  schliesst  nun  sofort  weiter,  dass  auch  alle  höhern  Differential - 
quotienten  von  w  Functionen  von  z  sind. 


o  ^  a  +  pi     und     a,   ^  ot,    4-  Pji, 

Der  Modul  der  Differenz  ist  daher  gleich  dem  Ab- 
stände r  der  Zahlpunkte  a  und  a,  und  die  Amplitude 
ist  gleich  der  Winkel  tp  dieser  Strecke  mit  der  positiven 
realen  Achse;  man  hat  daher 
fl,   =  rt  +  r(f<;j9 +  /««?). 
Wir  ertheilen  nun  der  Va- 
riabeln    z     zwei    verschiedene 
verschwindend  kleine  Verschie- 
bungen, durch  welche  sie  nach 
»'  und  «"  gelange;    durch   die 
entsprechenden  Verschiebungen 
komme  die  Function  von  zc  nach 
w'  und  w".     Bezeichnet   man 
(üe  verschwindend  kleinen  Mo- 
duln   der    Differenzen    a'  —  * , 


z- Ebene 


/>■ 
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Punkten  erleiden  kann,  in  denen  sie  unendlich  gross  wird.  Einwerthig  sind 
alle  rationalen  Functionen.  Die  ganzen  rationalen  Functionen  werden  unendlich 
nur  wenn  z  =  00  ist;  die  echt  gebrochenen 

?w 

nur  für  solche  Werthe  von  z,  fiir  welche  der  Nenner  ^^(z)  verscli windet,  die  un- 
echt gebrochenen  ausserdem  noch  für  5  =  00. 

20.  Gehören  zu  einem  Werthe  der  Variabein  im  Allgemeinen  verschiedene 
Werthe  von  «/,  so  heisst  die  Function  mehrwerthig,  und  zwar  zwei-,  drei-, 
vierwerthig  u.  s.  w.,  sobald  zu  einem  z  im  Allgemeinen  zwei,  drei,  vier  u.  s.  w. 
verschiedene  Werthe  von  w  gehören.    Mehrwerthig  sind  alle  irrationalen  Functionen ; 

die  durch  die  Gleichung  «ten  Grades  für  7^/ 

<p(a/,  js)  =  0 
definirte  Function  iv  ist  «werthig. 

Für  einzelne  Punkte  (Zj,   a^t  .  •  .   der  «Ebene  können  zwei  oder  mehrere 

Werthe    einer    «werthigen  Function   zusammenfallen;    diese  Punkte  heissen  die 

Verzweigungspunkte  der  mehrwerthigen  Function. 

Die  Function 

7v  =  Yz  —  a 

ist  zweiwerthig;   für  z  =  a  werden  beide  Werthe  gleich  Null,   daher  ist  dieser 

Punkt  ein  Verzweigungspunkt.     Die  zweiwerthige  Function 

w  =  y(z  —  a)  (z  —  d) 

hat  die  Verzweigungspunkte  a  und  ^;  die  zweiwerthige 


w  =  y{z  —  a)(z  —  d)(^z  —  c){z  —  d) 
hat  vier  Verzweigungspunkte,  ä,  ^,  r,  ä.     Die  sechswerthige 

w  =  Yz^  -\-  az  -^  b  -4-  Yz 
hat  drei  Verzweigungspunkte;  einer  ist  der  Nullpunkt,  die  andern   beiden   sind 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

z^  -h  ö5  -i-  /^  =  0; 
fiir  «  =  0  fallen  dreimal  zwei  Werthe  von  «*  zusammen,  fiir  die  Wurzeln  von 

5*  -h  öjs  -h  ^  =  0  zweimal  drei  Werthe. 

21.  Wir  wollen  nun  die  Variable  von  einem  Anfangs  werthe  z  =^  a  auf 
irgend  einer  Curve  zu  einem  Endwerthe  z  =  b  führen  und  die  Wege  beachten, 
welche  die  Function  w  in  der  «/-Ebene  dabei  zurücklegt. 

Ist  w  einwerthig,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  «-Ebene  nur  ein  Punkt 
der  «/-Ebene,  zu  jeder  Curve  der  «-Ebene  nur  eine  Curve  der  «/-Ebene.  Ent- 
sprechen den  Punkten  a  und  b  der  «-Ebene  die  Punkte  «'  und  b'  der  «/-Ebene, 
und  führt  man  «  auf  mehreren  verschiedenen  Curven  von  a  nach  b,  so  werden 
die  zugehörigen  Curven  der  «/-Ebene  alle  in  a^  beginnen  und  b'  endigen. 

Ein  wesentlich  anderes  Verhalten  zeigen  die  mehrwerthigen  Functionen. 
Sind  a  und  b  keine  Verzweigungspunkte  für  die  «werthige  Function  «/,  so  ge- 
hören zu  a  und  zu  b  je  n  verschiedene  Punkte  a^\  a^',  .  .  a»  be«.  b^',  b^',  .  .  bj 
der  «^-Ebene.  Wird  nun  «  von  a  entlang  der  Curve  /  nach  b  geführt,  so  rücken 
die  zugehörigen  «-Werthe  der  Function  «/  von  den  Lagen  a^',  a^t  •  •  ^m'  m  die 
Lagen  b^*  b^^  .  .  3«',  es  entstehen  also  n  Curven,  die  in  «j',  .  .  .  an  beginnen 
und  in  ^1',  ...  ^«'  endigen;  geht  «  auf  einem  andern  Wege  L  von  a  nach  b^ 
so  beschreibt  das  System  der  n  Functionswerthe  ein  anderes  System  von  n  Curven, 
die  dieselben  Anfange  und  dieselben  Endpunkte  haben,  es  ist  aber  sehr  wohl 
möglich,  dass  die  in  einem  bestimmten  Punkte  al  anfangende  Curve  bei  der 
zweiten  Ueberführung  nach  einem  andern  Punkte   der  Gruppe  der  b^  geht,   als 
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bei  der  ersten.  Achtet  man  nur  auf  < 
s  ^  a  mit  a/  zusammenfallt,  so  wird  d 
s  von  a  auf  /  nach  6,  als  wenn  x  auf  £ 
einen  andern  Endwerth  als  im  letzteren 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  erl; 

22.   Wir  betrachten  die  Function 

Wie  wir  schon  gesehen  haben  (No, 

punkt  gehenden  Strahle  der  s-Ebene  eir  -         .       -  , 

um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise  der  f<£bene  entspricht  ein  Kreis  dci 

HfcEbene,  der  eben- 
falls den  Nullpunkt 
zum  Centrum  hat 
Dem  Punkte  t = 4  ent- 
sprechen die  Punkte 
w,  ^2  und  Kl,  ^—S. 
Wir  fUhren  nun  i  voo 
4  aus  auf  einem  Halb- 
kreise in  posttivei 
Drehrichtung  um  den 
Nullpunkt  bis  zum 
Punkte  «  =  —4;  als- 
dann geht  IC,  lui' 
,  auf  einem  Viertelkreise  bis  zu  —  2/,  beide 


\ 


V 


\ 


(M,  Ml.) 

2/,  und  i 


einem  Viertelkreise  bis 
in  positiver  Drehrichtung. 

Hierauf  gehe  «  von  4  bis  —  4  auf  einem  Halbkreise  in  negativer  Drtb- 
richtung.  Die  Amplituden  von  w,  und  w,  ändern  sich  dann  ebenfalls  im  Sinne 
der  abnehmenden  Winkel  und  es  gelangt  w^  nach  —  2/,  w,  nach  2(. 

Je  nachdem  2  also  auf  dem  oberen  oder  dem  unteren  Halbkreise  von  +  i 
nach  —  4  geht,  gelangt  w^  durch  stetige  Aenderungen  von  +  2  nach  -i-  2'odet 


Führt  man  1  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  entlang  des  gani«i 
Kreises  von  4  bis  zu  4  zurUck,  so  geht  w,  in  dem  Halbkreise  über  2t  hinw^ 
bis   zu  —  2;    einem   geschlossenen  Wege   von  »   entspricht   also   ein  nicht  g^ 
schlossener  von  w, .   Geht  s  auf  einem  andern  geeigneten  Wege  von  4  aus  oadi 
4  zurück,  so  kann  der   zugehörige  Weg  von  Wi   ein  geschlossener  sein.    Di^ 
ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  *  in  positiver  Drehrichtung  den  Halbkreis  bis  —  4  zuröck- 
legt,  dann  entlang  der  realen  Achse  bis  —  L  geht,  hierauf  in  negativer  Ditb- 
richtung   einen  Halbkreis   bis  +  1    beschreibt  nnd  dann  auf  der  realen  Aclü 
nach  +4  zurückkehrt.    Denn  dann  geht  Wj  in  positiver  Drehrichtung  auf  einei 
Viertelkreise  bis  2(,   dann  auf  der  imaginären  Achse  bis  /,  dann  in  n^iiii 
Drehrichtung  in  einem  Viertelkreise  bis  •+■  1,  und  endlich  anf  der  realen  Actu 
bis  +  2. 

Gleichzeitig  legt  w,  einen  Vieitelkreis  bis  —  2t,  dann  die  imaginäre  Achse  bi 
—  t,  dann  einen  Viertelkreis  bis  —  1 ,  und  endlich  die  reale  Achse  bis  —  2  lurtd 

Hätte  man  z  den  Halbkreis  von  —  1  nach  -t-  1  in  positiver  Drehrichtun 
beschreiben  lassen,  so  wären  )»,  und  a/j  von  +  t  und  —  i  auf  Viertelkieise 
um  den  Nullpunkt  in  positiver  Drehrichtung  weiter  gegangen,  und  es  wäre  dibe 
tc,  nach  —  2  undw^  nach  +  2  gelangt,  also  nicht  zu  den  Ausgangswerthen  zurQct 
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23.  Wird  die  Variable  von  a  nach  i  entlang  /,  gefllhrt  und  gelangt  ein 
Fimctionswerth  w,  dabei  von  dem  Anfangswerthe  a'  zu  dem  Endwerthc  6',  so 
kommt  jf,  umgekehrt  von  i'  nach  a',  wenn  «  den  Weg  /^  rück-  ^a 
wäits  von  d  nach  a  durchläuft.  Gesetzt  nun,  w,  gelangt  von  a'  /  j 
nach  i',  gleichgültig  ob  s  von  a  nach  6  die  Wege  /  oder  /,  wählt. 
Lässt  man  dann  s  von  n  auf  /  bis  #  und  dann  auf  /,  zurück  nach 
a  gehen,  so  ändert  sich  w^  von  a'  bis  zu  ^'  und  nimmt  am  Schlüsse 
wieder  den  Werth  a'  an;  und  umgekehrt:  Gelangt  w,  vom 
Werthe  a'  aus  wieder  zu  a'  zurück,  wenn  x  von  a  aus  die  Curven 
/  und  /,    nach  einander  durchlaufend  zu  a  zurückkehrt  und  hat        ^      ' 

tu,  dabei  für  e  ^  ^  den  Werth  6'  angenommen,  so  gelangt  iv,  rückwärts  vom 
Werthe  a'  zum  Werthe  6',  wenn  s  von  a  aus  die  Curve  /,  bis  6  durchläuft,  tv, 
nimmt  also  bei  beiden  Wegen  /und  /,  der  Variabein  denselben  Endwerth  an. 

Um  daher  zu  erfahren,  welche  Wege  die  Variable  z  von  einem  Anfangs- 
punkte zu  einem  Zielpunkte  zurücklegen  muss,  damit  ic^  zu  demselben  oder  zu 
verschiedenen  Endwerthen  gelange,  genügt  es,  die  geschlossenen  Wege  zu  unter- 
suchen. 

Erhält  Wj  denselben  Werth  wieder,  wenn  s  auf  der  aus  /  und  /, 
zusammengesetzten  geschlossenen  Curve  von  a  ausgehend  nach  a 
zurückkehrt,  so  erhält  auch  w,  denselben  Werth,  wenn  s  auf/  oder 
auf/,  von  a  nach  i  sich  bewegt;  und  erhältw,  nicht  denselben  Werth 
wieder,  wenn  s  die  geschlossene  Curve  durchläuft,  soerhältw,  einen 
andern  Werth,  wenn  s  von  a  nach  ^  auf  /,,  als  wenn  es  auf  /  geht. 

24.  Um  bei  der  irrationalen  Function 

ar  =  yV 
die  geschlossenen  Wege,  welche  die  Variabele  zurückzulegen  hat,  damit  le, 
«ieder  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückkehrt,  von  denen  zu  unterscheiden,  fUr' 
welche  dies  nicht  der  Fall  ist,  drückt  man  s  durch  Modulus  und  Amplitude  aus. 
Der  Modulus  ist  eine  eindeutig  bestimmte  Zahl;  die  Amplitude  dagegen  ist  un- 
endlich vieldeutig;  ist  nämlich  f  einer  ihrer  Werthe,  so  erhält  man  die  anderen, 
wenn  man  f  um  ganze  Vielfache  von  2it  vermehrt  oder  vermindert. 
Ist  nun  s  =  r  («ff  +  isitif) 

»ist  w  =  >^  -  («X I  +  isin  1) 

Zu  jeder  Amplitude  gehört  hiemach  ein  ganz  bestimmter  Werth  von  w;  zu 
allen  Amplituden,  die  um  gerade  Vielfache  von  2ic  verschieden  sind,  gehört  ein 
und  derselbe  Werth  ni,  der  zweideutigen  Function  w,  zu  den  übrigen,  die  von 
den  ersten  um  ungerade  Vielfache  von  3ic  abweichen, 
gehört  der  andere  Werth  Wj. 

Geht  nun  x  von  einem  Punkte  a  aus  und  auf 
einer  beliebigen  geschlossenen  Curve  (1)  nach  a  so 
zurück,  dass  dabei  die  Amplitude  um  2n  zu-  oder 
abgenommen  hat,  so  hat  x  den  Nullpunkt  einmal 
umkreist,  und  w  ist  von  dem  Werthe 


», - 

v^i^^ 

'I-- 

-'!) 

zu 

dem  Werthe 

»^(".'4^ 

^.,.»t- 

^)= 

gelangt,  also  nicht  zum  / 
geschlossenen  Curve  (2)  so 
zu  oder  abnimmt,  so  endigt 

Vr 
d.  i.  mit  dem  Anfangswertlie.  Hieraus  sieht^man:  Durcliläuft  s  eine  geschlossene 
Curve,  die  den  Nullpunkt  umgiebt,  so  kommt  ein  Functionswerth  «',  der  ivä- 
deutigen  Function  y^  ^"  dem  Ausgan gswerthe  zurück  oder  nicht,  je  nachöem 
der  Weg  der  Variabein  den  Nullpunkt  eine  gerade  oder  ungerade  Aniahl  MJe 
umkreist. 

Beschreibt  £  eine  gesclilossene  Bahn,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschliess 
(3,  4),  so  wächst  <p  bis  zu  einem  gröHSten  Werthe  XOA,  erlangt  später  einen 
kleinsten  Werth  XOB,  und  kehrt  dann  zum  Anfangswerthe  aurück;  die  End- 
Amplitude  ist  also  mit  der  Anfangs- Amplitude  identisch.  Hieraus  schliefen  wir: 
Wenn  a  eine  geschlossene  Bahn  durchläuft,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschlieisi, 
so  kehrt  a/,  wieder  zum  Anfangswerthe  zurück. 

25.  Die  Thatsache,  dass  zu  jedem  Punkte  der  Variabeln ebene  zwei  Werthe 
w  gehören,  und  die  damit  zusammenhaltende,  dass  geschlossene  Wege  deä 
Variabeinpunkts  die  Function  yä^  zum  Theil  wieder  zum  Ausgangswerthe  zurück- 
fithren,  zum  TheÜ  aber  nicht,  erschweren  die  weiteren  Betrachtungen.  Um  die« 
Schwierigkeit  zu  beseitigen,  hat  Riemann*)  für  die  mehrwerthigen  Functionen 
statt  der  Variabeinebene  mehrblätterige  Flächen  angewandt,  die  nach  ihrem  Er- 
finder als  RrEMANN'sche  Flächen  bezeichnet  werden. 

Für  die  Function  w  ^  ya  wird  die  RiEMANN'sche  Variabeinfläche  folgender- 
massen  erhalten.  Man  denke  sich  eine  Schraubenfläche  von  sehr  kleiner  Ging- 
höhe;  ihre  Achse  gehe  durch  O  normal  zur  A'K-Ebene,  ihre  Spur  auf  der 
A^F-Ebene  mag  man  sich  mit  der  positiven  realen  Achse  OX  zusammenfallend 
denken.  Auf  dieser  Schrauben  fläche  durchlaufe  man  in  positiver  Richtung  von 
OX  beginnend,  den  ersten  und  zweiten  Umgang,  alles  andere  denke  man  be- 
seitigt. Der  herausgeschnittene  TheÜ  hat  dann  zwei  parallele  Ränder,  die  sidi 
von  O  aus  ins  Unendliche  erstrecken,  einer  davon  ist  OX.  Nun  deuke  man 
sich  die  Ganghöhe  verschwindend  klein,  und  deformire  die  Fläche  an  den  beiden 
Rändern  so,  dass  dieselben  ihrer  ganzen  Länge  nach  vereinigt  werden,  und  somil 
den  ersten  Umgang  durchdringen.  Dabei  soll  die  Beschränkung  gelten,  dass  ein 
Punkt  diese  Verwachsungslinie  nur  überschreiten  darf,  um  vom  Ende  des  zweiten 
Umgangs  zum  Anfange  des  ersten  zu  gelangen  oder  umgekehrt,  nicht  aber  so, 
dass  er  vom  Ende  des  ersten  zum  Anfange  des  ersten,  oder  umgekehrt,  übergel " 

Man  erhält  somit  eine  zweiblätterige  Fläche,  welche  die  .^K-Ebei 
doppelt  bedeckt;  die  beiden  Blätter  sind  längs  der  Geraden  OX  vi 
0  anfangend  verwachsen;  diese  Linie  darf  ein  Punkt  nur  so  übe 
schreiten,  dass  er  von  dem  vorderen  Theile  des  oberen  Blattes 
den  hintern  Theil  des  unteren  oder  von  dem  hintern  Theile  d 
obern  in  den  vordem  Theil  des  unteren  übergeht  oder  umgekehi 
Jeder  Punkt  a  der  .YK- Ebene  ist  die  Projection  zweier  in  verschiedenen  Blatte 

•)  RtEMAN.s'a  gesammelte  inath.  Werke,  herausgeg.  von  H.  Webkr,  Leipzig  1876,  i 
hnndlung  I.  und  VI.;  die  Ahhandl.  VI.  Rndet  sich  auch  in  Crei.lf.'s  Journal,  Bd,  54  (iSj 
pag.  101;  vcrgl.  auch  Roch,  L'ebei  Functionen  complexer  Grössen.  Scm.OKMlLCH's  Zcitsdir. 
Math.  u.  riiys.,  Bd,   8.  (1863),  pag.    IZ  u.    183. 
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liegenden  Punkte  a,   und  «j   der  zweiblätterigen  Variabein  fläche;  diese  beiden 
Punkte  haben  denselben  Modulus,   ihre  Amphtuden  sind  um   2ir  verschieden*). 

Will  man  von  einem  Punkte  a  des  obem  Blattes  auf  der  Fläche  nach  einem 
Punkte  ß  des  untern  gelangen,  so  muss  man  den  Windungspunkt  O  wenigstens 
einmal  umkreisen.  Der  Weg  ist  sichtbar  bis  zum  Punkte  A, 
wachsung  überschreitet  und  ins  andere  Blatt  gelangt;  von  da  an 

Wenn  man  von  et  ausgeht  und  den  Nullpunkt  zweimal 
umkreist,  so  kommt  man  ins  obere  Blatt  zuiiick.  Will 
man  von  a  ausgehend  eine  geschlossene  Linie  beschreiben,  / 
so  darf  dieselbe  den  Windungspunkt  nicht  ein  seh  Hessen,  ' 
oder  muss  ihn  zweimal,  oder  viermal,  oder  überhaupt  eme 
gerade  Anzahl  Male  umkreisen. 

Man  setze  nun  fest,  dass  ftir  irgend  einen  von  O  ver- 
schiedenen Punkt  a  der  Rif.mann' sehen  Fläche  die  Function  w  =  "/«  den 
einen  ihrer  Werthe  w,  (und  nicht  den  entgegengesetzt  gleichen  rc,)  haben  soll; 
da  mm  jede  geschlossene  Curve  auf  der  Fläche  den  Windungspunkt  gar  nicht 
oder  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  so  folgt,  dass  der  Werth,  den  "j/s  in 
jedem  Punkte  annimmt,  unabhängig  von  dem  Wege  ist,  auf  welchem  die  Variable 
zu  diesem  Punkte  von  a  ansgehend  gelangt;  die  Function  ■[/a  ist  also  eine  ein- 
deutige Function  der  Pimkte  der  zweiblätterigen  Fläche. 

Dieselbe  Fläche  dient  dazu,  die  Function 


als  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  darzustellen;  nur  hat  man  den 
Wndungspunkt  in  den  Punkt  —  b:a  zu  verlegen. 

26.    Wir  construiren  nun   eine  zweiblätterige  RiEHANN'sche   Variabeinfläche, 
für  welche  die  Function  __^ 

eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  ist;  wir  setzen  dabei  voraus, 
dass  a  und  b  verschieden  sind.  Bezeichnet  man  in  der  Variabeinebene  die 
Abstände  der  Punkte  a  und  b  von  dem  variabeln  Punkte  z  mit  R  und  r  und 
die  Winkel  dieser  Geraden  und  der  ^-Achse  mit  *  und  ip,  so  ist 


•)  Um  ein  anschauliclies  Modell  eines  Theiles  dieser  Fläche  lu  erhalten,  schneide  r 
ivei  gleiche  Stücke  Papier  #,  und  h.^ 
und  lerschneide  sie  entlang  OX:  hier- 
auf lege  man  sie  so  auf  einander,  dass 
dk  Schnitte  sich  decken,  und  verbinde 
dnch  Ueberkleben  mit  einem  Streifen 
Papier  den  Rand  1.  des  obem  Blattes 
mil  2.  des  unlerec.  An  den  Stellen 
I  und  rf  mache  man  entlang  OX 
kleine  Schnitte  in  den  verbindenden 
Streifen,   und  schiebe   durch   dieselbe  (M.54W 

schmale  Papierstreif chen.  durch  die  man  nun  bei  f  und  <'  bei.  d  und  ^  durch  Ankleben  den 
vordem  Rand  des  obern  mit  dem  hinlern  Rande  des  unlem  verbindet.  Die  Vorschrift  Über  das 
Ueberschteiten  der  Verwachsung  findet  dann  ihren  deutlichen  Ausdruck  darin,  das^  man  auf  dem 
lugen  Streifen  nur  von  oben  1  nach  unten  2,  auf  den  schmalen  Stegen  nur  von  oben  c  und  d 


'  und  iT ,  oder  umgekehrt,  gelangen  kann. 


m^^^^ 
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Integralrechnung. 


Geht  nun  z  von  einem  Punkte  Zq  aus,  und  auf  einer  Curve  wieder  nach  s« 
zurück,  so  erlangt  der  Faktor 


seinen  Ausgangswerth  wieder,  oder  den  entgegengesetzt  gleichen,  je  nachdem 
der  Weg  des  z  den  Punkt  a  eine  gerade  Anzahl  Male  (Null  mit  eingerechnet) 
umkreist,  oder  eine  ungerade;  ebenso  erreicht  dabei  der  andere  Faktor 


V^'{ 


? 


isin^j 


cos-^-\-  t 

seinen  Ausgangswerth  oder  nicht,  je  nachdem  der  Punkt  b  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  Male  von  z  umkreist  wird.  Wenn  beide  Faktoren  ihren  Anfangs- 
werth  nicht  erreichen,  also  beide  am  Ende  des  Weges  Werthe  angenommen  haben, 
die  den  Anfangswerthen  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  hat  sich  ihr  Produkt  nicht 
geändert,  w  also  den  Ausgangswerth  wieder  erreicht.  Daher  erkennt  man,  dass 
w  den  Ausgangswerth  wieder  erreicht  oder  nicht,  je  nachdem  der  Weg  der 
Variabein  die  beiden  Punkte  a  und  b  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl 
Male  umkreist,  oder  eine  ungerade. 

Hiemach  ergiebt  sich  folgende  dem  .Zwecke  genügende  RiEMANN'scbc 
Variabeinfläche :  Man  decke  zwei  Ebenen  auf  einander  und  denke  sich  dieselben 
entlang  der  Geraden  ^^  so  verwachsen,  dass  man  von  einem  Rande  der  Geraden 
auf  den  andern  nicht  übertreten  kann,  ob.ne  dabei  von  dem  obem  Blatte  ins 
untere  zu  gelangen  oder   umgekehrt.     Auf  dieser  Fläche  kann  man  von  einem 

Punkte  c  aus  nur  auf  solchen 
Wegen  zu  c  zurückgelangen, 
die  keinen  der  Windungs- 
punkte a  und  b  umkreisen 
(z.  B.  Weg  1),  oder  einen 
nach  dem  andern  jeden  ein- 
mal umkreisen  (Weg  2),  oder 
die  einen  zweimal  umkreisen 
(Weg  3)  oder  die  beide  zu- 
sammen einmal  umkreisen 
(Weg  4),  oder  auf  Wegen, 
die  sich  aus  Wegen  dieser 
vier  Arten  zusammensetzen 
lassen;  in  jedem  dieser  Fälle 
erlangt  w  wieder  seinen 
Ausgangswerth. 

Ist  nun  festgesetzt,  welchen  Werth  w  für  irgend  einen  Punkt  z^  der  zwei- 
blätterigen Fläche  haben  soll,  so  ist  der  Werth  in  jedem  Punkt  z^  eindeutig 
bestimmt  durch  die  Aenderung,  die  w  erleidet,  wenn  z  auf  irgend  welchem  Wege 
auf  der  Fläche  von  Zq  nach  z^  geht. 

27.    Bezeichnet  man  für  die  Function 

w  =  y  («  —  a)  {z  —  b)  (z  —  c)(z  —  d) 

mit  rj,   r«,   r.,   r.   die  Abstände  der  Punkte  a,  b,  c,  d  vom  variabeln  Punkte  z 


(M.  546.) 


und  mit  9^,  92»  ?3»  ?4  ^^^  Winkel  der  Geraden  rj,  rg,  r,,  r^  mit  der  positiven 
realen  Achse,  so  ist 


"\ 
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2     ■    2;     »"*  V"^"   2 

Beschreibt  z  auf  der  Variabein -Ebene  von  z^  aus  eine  geschlossene  Curve, 
die  den  Punkt  a  eine  gerade  bez.  ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  so  bekommt 
der  Faktor 


Vr^y^os'^-^isifi^ 


seinen  Ausgangswerth,  bez.  den  entgegengesetzt  gleichen,  und  umgekehrt;  das 
Entsprechende  gilt  für  die  übrigen  Faktoren  von  w.  Wenn  daher  z  eine  Bahn 
beschreibt,  die  alle  die  vier  Punkte  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male 
umkreist,  so  erlangt  w  wieder  seinen  Ausgangswerth;  ist  aber  die  Summe  der 
Umkreisungen  aller  vier  Punkte  ungerade,  so  erlangt  w  nicht  den  Ausgangswerth 
wieder.  Hieraus  erkennt  man,  dass  w  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  der 
Variabeinfläche  wird,  wenn  man  dieselbe  folgendermaassen  construirt:  Man  legt 
zwei  Ebenen  auf  einander,  und  lässt  diese  entlang  einer  Geraden  verwachsen, 
die  zwei  von  den  Punkten  a,  ^,  r,  d  verbindet,  sowie  auf  der  Geraden  zwischen 
den  beiden  andern;  diese  beiden  Verwachsungen  sollen  so  gewählt  sein,  dass  sie 
sich  nicht  schneiden.  Betrefife  der  Ueber- 
schreitung  der  Verwachsungen  sollen  die- 
selben Bestimmungen  gelten,  wie  bei  den 
vorigen  Beispielen. 

Durchläuft  man  auf  dieser  Fläche  von 
einem  Punkte  e  des  obem  Blattes  aus  eine 
Curve,  deren  Grundriss  geschlossen  ist, 
und  die  keinen  der  Windungspunkte  a,  3,  ^,  d 
umkreist,  so  führt  diese  Curve  zu  e  selbst 
zurück,  endet  nicht  in  dem  unter  e  im 
andern  Blatte  liegenden  Punkte  (Weg  1). 
Wenn  man  von  e  ausgehend  einen  Windungs-  ^'  ^''•^ 

punkt  (a,  Weg  2)  einmal  umkreist,  so  kommt  man  in  das  untere  Blatt;  um  in 
das  obere  zurückzugelangen,  muss  man  noch  einen  Windungspunkt  (z.  B.  ^)  ein- 
mal umkreisen.  Ein  Weg,  der  zwei  durch  eine  Verwachsung  verbundene  Windungs- 
punkte oder  alle  vier  umkreist,  kann  ganz  im  obem  Blatte  liegen  (Weg  3)*). 

Man  überzeugt  sich  so,  dass  man  in  dieser  Fläche  nur  solche  wirklich  ge- 
schlossene Linien  ziehen  kann,  die  die  Windungspunkte  zusammen  eine  gerade 
Anzahl  Male  umkreisen. 

Ist  daher  festgesetzt,  welchen  der  beiden  möglichen  Werthe  w  in  einem 
Punkte  dieser  Fläche  haben  soll,,  so  ist  der  Endwerth,  den  w  erreicht,  wenn  z 
von  diesem  Punkte  auf  der  Fläche  zu  einem  andern  geht,  eindeutig  bestimmt 
und  vom  Wege  unabhängig. 

Diese  Beispiele  genügen  für  die  weiteren  36trachtungen,  die  wir  hier  durch- 
führen werden. 


*)  Um  sich  diese  Verhältnisse  recht  deuüich  zu  machen,  zeichne  man  sich  mehrere  ge- 
schlossene Wege,  die  die  Windungspmikte  immer  anders  umkreisen,  und  achte  darauf,  die 
Wegtheile  zu  punktiren,  soweit  sie  im  untern  Blatte  liegen. 


>T*^   ■•^■■»    '  t',     • 


'a." 


*  • 


^-.- 


n 
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§  13.    Integrale  complexer  Functionen. 

1.  Es  sei  /(z)  eine  Function  der  complexen  Variabein  z,  und  für  3  eine 

RiEMANN'sche  Variabeinfläche  construirt,  so  dass  /(z)  eine  eindeutige  Function  der 

Punkte  dieser  Fläche  ist;  femer  seien  zwei  Punkte  Zq  und  Z  dieser  Fläche  durch 

eine    in    der  Fläche    liegende  Linie  /  verbunden,    und  diese  Linie  durch  eine 

Anzahl  Punkte  z^,  Z2,  z^  .  .  .  Zn-i  getheilt,  die  in  der  Richtung  von  z^  nach  Z 

auf  einander  folgen;  endlich  werde  mit/(^>t)  der  Werth  bezeichnet,  den/{«)  für 

irgend  einen  Punkt  innerhalb  des  Linienstücks  Zk-iZ/g  annimmt.     Unter  dem 

bestimmten  Integrale 

z 

Ja»)  dz 

versteht  man  den  Grenzwerth,  gegen  den  die  Summe 

n 
^^f(Zk)^Zk  ,         ^Zk  ^  Zk  —  Zk~\  ,  Zn^Z 

convergirt,  wenn  sämmtliche  Differenzen  ^Zk  verschwinden. 

2.  Wir  werden  nun  zunächst  zeigen,  dass  ein  solcher  Grenzwerth  existiit. 
Setzen  wir  jer  =  jc  -f-  />',  so  nimmt /(ä)  nach  Sonderung  des  Realen  vom  Imaginären 
die  Form  an  9(^,7)  -+-  ^^(p^yy^  und  es  ist 

b^Zk^  Zk  —  Zk-\  =  Xk  —  Xk-x  -f-  i{yk  —yk-i)  =  ^Xk  H-  i^yk . 
Folglich  haben  wir,  wenn  wir  die  Indices  unterdrücken 
\  Lf[z)\z  =  l.{^{x,y)^x  —  ^{x,y)ly\  -f-  i^{tj^{x,  y)  t^y  -h  ^{x,y)^x\, 

;■  Aus  der  Gleichung  der  Curve  /  wollen  wir  nun  y  durch  x  und  x  durch  j?  aus- 

*;  drücken  und  diesen  Werth  filr  y  bez.  x  in  die  mit  Ix  bez.  mit  ly  multiplicirten 

^^  Functionen    substituiren.     Die.  ersteren   werden  dann  Functionen  von  x  allein, 

^   :  die  letzteren  Functionen  von  y]  bezeichnen  wir  dieselben  mit  0(jc),  Oi(x),  ^'{f\, 

i[  und  W^  {y)f  so  haben  wir 

r  l/{z)lz  =  2[<I)(jc) Ajc  —  ^'{y)I^y]  -f-  tl[^i{x)lx  4-  ^\{y)^y]> 

If-  Ist  nun  Z  =  X  -j-  iV,  so  ist 

A'  y 

/im2<l>(x)  ^x  =  f(i>{x)  dx ,       iiml^{y)  ^y  =  J^{y)  dy     u.  s.  w.; 


hieraus  folgt 

X  Y  X  Y 

lim l/{z)  Hz  =f(i> (x)  dx  —  fW{y)  dy  -h  //^  1  (x)  dx  -h  if^\  (y)  dy . 


.  .  ^0  -»'0  -ro  yo 

I  Hierdurch  ist  das  Integral 


//W  dz 


durch  bestimmte  Integrale  realer  Functionen  einer  realen  Variabein  ausgedrückt. 

k  Wir  schliessen  hieran  zwei  Sätze,  die  sich  aus  der  Definition  des  bestimmten 

%  Integrals  ohne  Weiteres  ergeben. 

f  Ist  b  ein  Punkt,  der  auf  dem  Integrationswege,  d.  i.  auf  dem  liir  die  Variable 

^^, .  angenommenen  Wege,   ac  zwischen  a  und  c  Hegt,   so  ist  für  die  Integration  auf 

y*  dem  angenommenen  Wege 

(■:-,•  b                                          C                                          C 

r  Jf{z)dz-^f/{z)dz==f/{z)dz. 


It  Femer  folgt 


^•i 


fAz)dz Ja»)  dz. 
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3.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  die  Wahl  des  Integrations- 
weges auf  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  hat. 

Es  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  i 
genommene  Integral  immer  andere  Werthe  erhält,  wenn  man  die  Punkte  a  und  i 
durch  verschiedene  Integration swege  verbindet;  so  dass  es  nöthig  wäre,  bei 
jedem  Integrale  den  Ingrationsweg  genau  anzugeben.  Wir  werden  indess  »eigen, 
dass  diess  nicht  der  Fall  ist;  der  Werth  des  bestimmten  Integrals  wird  sich  nur 
insofern  abhängig  vom  Integration  swege  erweisen,  als  bei  gewissen  Gruppen  von 
Wegen  das  Integral  um  eine  bestimmte  additive  Constante  von  dem  auf  andern 
Wegen  erhaltenen  Werthe  abweicht. 

Um  zu  diesen  Ergebnissen  zu  gelangen,  beweisen  wir  folgenden  Satz:  Sind 
X  und  y  zwei  innerhalb  eines  vollständig  begrenzten  Theiles  T 
einer  RiEMANN'schen  Fläche  endliche  und  eindeutige  Functionen  des 
Ortes  in  der  Fläche,  so  ist  das  über  die  Fläche  T  erstreckte  Integral 


rrdx     dy\ 

J  \dy        -dx) 


dT 


I   über 


r  Punkte  der 


zung  1 


-  yäy). 


entgegengesetzt  gleich   de: 
ausgedehnten  Integale 

liXdx  H 

wobei  alle  Theile  der  Begrenzung  so  durchlaufen  werden  sollen, 
dass  die  Fläche  T  gegen  die  Fortschreitung  entlang  der  Grenze  so 
liegt,  wie  der  +  /  enthaltene  Theil  der  Zahlenebene  gegen  die  in  der 
Richtung  wachsender  Zahlen  durchlaufene  reale  Achse. 

Wir  wollen  uns  zunächst  unter  X  und  Y  reale  Functionen  von  x  und  y  denken. 

Wir  betrachten  zuerst  ein  FlächenstUck  T,  das  die  Ebene  nur  einfach  bedeckt 
und  einfach  zusammenhängend  ist,  d.  i.,  dessen  vollständige  Begrenzung 
eine  einzige  geschlossene  Curve  bildet. 
Das  über  7"  ausgedehnte  Integral  zerlegen 
wir  in  die  Differenz  zweier  Integrale 


ie  Summa 


und   berechnen   die  Summanden  einzeln. 
Nun  ist 

Hierbei  ist  die  Integration  nach  y  auf 
jeder  Parallelen  zur  F-Athse  über  die 
Strecken  auszudehnen,  die  im  Innern  von 

T  liegen,  S^  x  =  OP  also  über  P^P^  und  P^P^.  Sind  die  Werthe,  welche 
die  Function  X  in  den  Punkten  P^,  P^,  P^.  P^  hat,  der  Reihe  nach  Jf,,  X^, 
X^,  X^,  und  bemerken  wir,  dass  bei  unbestimmter  Integration 

/I7*  -x  +  c, 

so  ergiebt  sich  fiir  das  über  die  Strecken  /*,  /",  und  /*,  P^  ausgedehnte  bestimmte 
Int^ral 
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Hierbei  wird  von  d 
Punkte  im  Innern  der  Fll 
innerhalb  der  Strecke  P 
gedehnte  Integral  im  All 

Daher  ist  nun  weiter 


Die  Grenzen  der  ein 
parallelen  Tangenten  de 
OA,  OB,  OC,  OD,  so  i 


Im  zweiten  und  viert 
bei  etwas  veränderter  An 


1-        /kf^r_- 


ß 


Durchläuft  ein  Punkt  den  Perimeter  von  T  in  positiver  Richtung  von  ji, 
anfangend,  so  erhält  X  auf  dem  Wege  /lil?^  Werthe,  die  mit  Jf,  bezeiciiiKt 
sind;  die  auf  dem  Wege  -Oi-5,  sind  mit  X^  bezeichnet,  die  auf  B^C^  mit  X^, 
die  auf  C,  v4,  mit  X^.  Wir  können  daher  in  1.  die  Indices  bei  Xi,  X^,  Xy  X, 
weglassen  und  alle  Integrale  vereinigen;  hierdurch  entsteht 


/^-=-/-- 


wobei  das  Integral  rechts  also  über  den  Perimeter  von  T  auszudehnen  und  d»- 
bei  der  Perimeter  in  positiver  Richtung  zu  durchlaufen  ist.  Durch  geeignete 
Vertauschungen  ergiebt  sich  aus  3. 


/l.^-=-/-- 


wobei  rechts  infolge  der  Vertauschung  von  x  gegen  y  der  Perimeter  von  T  so 
zu  durchlaufen  ist,  dass  die  Fläche  T  gegen  die  Richtung  der  Fortschreitung  so 
liegt,  wie  der  Winkel  XO  Y  gegen  die  in  der  Richtung  der  wachsenden  y  ranld- 
gelegte  Ordinatenachse.  Diese  Umlaufsrichtung  ist  der  des  Begrenzungsintegnif 
in  2.  entgegensetzt.  Wechseln  wir  in  3.  die  Umlaufsrichtung,  so  wechseln  alle 
einzelnen  Bestandtheile,  aus  denen  dasselbe  zu  berechnen  ist,  {novit  JXJx  sdi 
nach  Gleichung  1.  berechnet)  die  Grenzen,  nehmen  also  den  entgegengeseta 
gleichen  Werth  an;  durchläuft  man  den  Perimeter  von  T  in  positiver  Richtuag, 
so  hat  man  daher 


yii}). 


dT 

=/-> 

Aus 

2.  und  4. 

folgt  schliessUch 

/(If 

-l^ 

IT  =  - 

f(Xäx-t-  y 
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Wir  beweisen  nun  den  Satz  iür  eine  die  Ebene 
allenthalben  einfach  bedeckende  Fläche  T^  deren  Be- 
grenzung aus  mehreren  getrennten  Curven  besteht. 
Wir  denken  uns  aus  der  einfach  zusammenhängenden 
(wagerecht  schraffirten)  Fläche  T^  eine  einfach  zusammen- 
hängende (senkrecht  schrafhrte)  T^  herausgeschnitten. 
Wird  die  übrig  bleibende,  ringförmige  Fläche  mit  T 
bezeichnet,  so  ist 


(M.  548.) 


/(if-i-r)-  -/(if-1.0-  -/(if -19- 


wobei  durch  die  Zeichen 

angedeutet   wird,    dass   die  Integration   über   die  Flächen   T,   T^,  T^   erstreckt 
werden  soll.     Nun  ist  nach  dem  vorigen  Beweise 


m- 


dx  ) 


dT 


=-/< 


(Xdx  -h  Ydy) , 


ausgedehnt  über  den  Perimeter  von  T^  in  positiver  Umlaufsrichtung;  und 


(M.  550.) 


ausgedehnt  über  den  Perimeter  von  T^  in  negativer  Umlaufsrichtung  in  Bezug 
auf  T'j,  mithin  in  positiver  in  Bezug  auf  die  Ringfläche  7\,  zu  deren  Begrenzung 
der  Perimeter  von  T^  gehört     Daher  haben  wir  für  T 

wobei  nun  das  Begrenzungsintegral  rechts  über 
die  ganze  Begrenzung  von  T  in  positiver 
Richtung  (in  Richtung  der  Pfeile)  zu  erstrecken  ist. 

Wenn  aus  einer  einfach  zusammenhängenden, 
die  Ebene  allenthalben  einfach  bedeckenden 
Fläche  mehrere  Stücke  herausgeschnitten  werden, 
so  findet  man  in  gleicher  Weise  die  Gültigkeit 
des  Satzes. 

Bei  der  unschraffirten  Fläche 
T  (Fig.  550)  ist  das  Begrenzungs- 
integral über  die  drei  Begrenzungs- 
curven,  bei  jeder  in  der  Pfeil- 
richtung, zu  erstrecken. 

Die  Fläche  T  in  Fig.  551  ist 
aus  einer  zweiblättrigen  Riemann'- 
schen  Fläche  mit  vier  Windungs- 
punkten geschnitten  (§12,  No.27); 
sie  bedeckt  zum  Theil  die  Ebene 
doppelt,  nämlich  innerhalb  des 
Grundrisses  a ß  7 d .  Ist  ^/Tparallel 
der  F-Achse,  so  ist  bei  der  Inte- 
gration nach  y  das  Integral  über 


(M.  Kt) 


f. 


«> 
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/ 


die  Strecken  AB,  CD  (im  obem  Blatte),  EF  und  GH  zw  erstrecken;  folglich  ist 

-j-  dy  =  Xß  —  Xj  H-  Xd  —  Xc  -h  X/.-  -r-  ^E  -+-  -^//  —  ^c  \ 

es  gelten  daher  ganz  die  vorigen  Betrachtungen  und  Schlüsse. 

Enthält  T  einen  Windungspunkt  einer  zweiblätterigen  Fläche  und  wird  von 

einer   einzigen   Curve    begrenzt,    so  ist  für  die  Integration  nach  x  entlang  der 

Parallelen  AD  zur  A"- Achse  das  Integral  im  oberen 
Blatte  über  die  Strecke  CD,  im  untern  über  AB 
zu  erstrecken,  es  ergiebt  sich  mithin 

*äy 


J  dx 


dx=YB-VA-h  Yd-  Yc; 


(M.  552.) 


alles  Uebrige  folgt  dann  wie  vorher. 

Wir  können  nun  den  Satz  mit  Leichtigkeit  auf 
~~'^  den   Fall    ausdehnen,    dass   X   und    Y  complexc 
Functionen  sind. 

Haben  -wir  X  =  H -\-  t  S ,     Y  =  l/-^-  iV,  so'vsi 

Wenden    wir    den  Satz    auf  die  realen  Functionen   R^  S,  U,  V  an,  so  er- 
halten wir 

Daher  folgt  schliesslich 
n|^_y^^r=—  \[(R-\-iS)dx-^  {U^iV)dy\,       w.  z.  b.  w. 

4.    Wir  wenden  den  soeben  bewiesenen  Satz  auf  das  Integral  einer  com- 
plexen  Function  le/  an.     Es  sei 

Jwdz 
über  den  Perimeter  einer  Fläche  T  ausgedehnt,  innerhalb  welcher  w  eine  end- 
liche und  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  ist;  alsdann  ist 


»n 


=  -/< 


-j^yT=-\{Sd.x  +  üdy). 


Da  nun 


jwdz  =  j{wdx  -f-  iwdy)  =  —  /  ^  —  i  ^j  dT. 


cw 


.dw 


dy         *  dx* 

so  verschwinden  alle  Elemente  des  Flächenintegrals,  also  auch  das  ihm  gleiche 
Begrenzungsintegral.    Dies  ergiebt  den  Satz:     Das  Integral  Jwdz^  ausgedehnt 
in  positiver  Umlaufsrichtung  über  die  vollständige  Begrenzung  einer 
Fläche,  innerhalb  deren  w  eindeutig  und  endlich  ist,  ist  gleich  Null. 
Enthält  die  Fläche  T  einen  oder  mehrere  Unstetigkeitspunkte,  für  welchen 
die  eindeutige  Function  w  unendlich  wird,  so  kann  man  dieselben  durch  klein 
geschlossene  Perimeter  «j,  a^,  ...  umgeben,  deren  jeder  nur  einen  Unstetigkeiti 
punkt  enthält     Lässt  man  die  von  aj,  .  .  begrenzten  Flächentheile  aus  Tair 
treten,    so    ist   nun   innerhalb    der  Restfläche  w   endlich;    mithin   verschwinde 
JwdZj  wenn  man  es  über  die  Begrenzung  von  T\in6.  über  die  Perimeter  a,,  «j  • 
ausdehnt,    in    positivem  Umlaufe    in  Bezug    auf  die  Restfläche,    also  die  übei 
«1»  «2»  •  •  •  •  ausgedehnten  Integrale  in  negativer  Richtung  bezüglich  der  aus- 
geschlossenen  Flächen.     Hieraus  folgt:     Wird   das  Integral  yW^«  über  der 


u- 


t     iW  "-T11 
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Perimeter  einer  Fläche  T  erstreckt,  welche  Unstetigkeitspunkte  ent- 
hält, so  ist  der  Werth  dieses  Integrals  gleich  der  Summe  von  Inte- 
gralen fwdZj  die  in  positiver  Richtung  um  die  Perimeter  kleiner,  je 
einen  Unstetigkeitspunkt  enthaltender  Flächentheile  erstreckt  sind. 

Dieser  Satz  lehrt  Jwdz  filr  den  Fall  zu  finden,  dass  T  Unstetigkeitspunkte 
enthält;  wir  werden  nämlich  jeden  solchen  Punkt  durch  einen  kleinen  Kreis  um- 
geben, wenn  er  kein  Windungspunkt  ist;  ist  er  Windungspunkt  einer  zweiblätterigen 
RffiMANN*schen  Fläche,  so  umgeben  wir  ihn  mit  einer  geschlossenen  Linie,  deren 
Grundriss  ein  Kreis  ist,  die  also  von  2  beschrieben  wird,  wenn  r  constant  ist 
und  (p  von  0  bis  4ir  wächst;  zur  Berechnung  dieser  Integrale  können  wir  r  so 
klein  nehmen  wie  wir  wollen,  und  daher  insbesondere  einen  verschwindend 
kleinen  Werth  von  r  voraussetzen. 

5.  Wir  kehren  nun  zum  Ausgangspunkte  unserer  Untersuchung  zurück,  zu 
der  Frage,  welchen  Einfluss  die  Wahl  des  Integrationsweges  (N.  3)  auf  den  Werth 
des  Integrals  ^ 


z 


jwdz 


hat.    Führt  man  die  Variabele  auf  zwei  Wegen  /  und 

/j  von  Zq  nach  «,  die  einen  Theil  einer  RiEMANN'schen 

Fläche  vollständig  begrenzen,  innerhalb  dessen  keine 

Unstetigkeitspunkte  liegen,  so  verschwindet  das  über  — 

die  ganze  Begrenzung  genommene  Integral.  Dasselbe 

zerfallt  in  das   in  der  Richtung  z^z  über  /  und  in 

das   in  der  Richtung   zZq  über  /j    genommene.     Deuten   wir  die   Wege   durch 

eingeklammerte  Buchstaben    vor  dem  Integralzeichen  an,  so  ist  also 


h^ — v^"" 


(M.  5.53.) 


1. 


Z  Zq 

iPjjwdz  +  {l^)jwdz  =  0  . 


20 


Da  nun 


So  Z 

{l\)j7v  dz  =  —  (/^)  jwdz  f  so  folgt  aus  1.: 


«0 


z 


(Pijwdz  =   {l^)jwdz . 


^0  '0 

Wenn  zwei  Integrationswege  einen  Theil  T  einer  RiEMANN'schen 
Fläche  vollständig  begrenzen  und  innerhalb  desselben  kein  Unstetig- 
keitspunkt liegt,  so  hat  das  Integral  für  beide  Wege  denselben  Werth. 

Femer  erkennen  wir  sofort:  Wenn  7^ einen  oder  mehrere  Unstetigkeits- 
punkte enthält,  so  sind  die  auf  den  Wegen  /  und  /,  gewonnenen 
Integrale  um  gewisse  Constanten  verschieden,  nämlich  um  die  Werthe 
von  Integralen  über  die  Perimeter  hinlänglich  kleiner  Flächen,  welche 
je  einen  Unstetigkeitspunkt  enthalten. 

In  einer  einblätterigen  ununterbrochenen  Fläche  begrenzt  jede  geschlossene 
Curve  einen  Theil  der  Fläche  vollständig;  in  einer  zweiblätterigen  Fläche  lassen 
sich  geschlossene  Linien  ziehen,  die  für  sich  allein  nicht 
die  vollständige  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche 
bilden. 

Hat  die  zweiblätterige  Fläche  zwei  Windungspunkte  a 
und  b  und  zwischen  ihnen  die  Verwachungslinie,  so  kann 
man  inrl  oberen  (oder  im  unteren)  Blatte  eine  geschlossene 
Curve  cde  ziehen,  die  beide  Windungspunkte  einschliesst.  (M.  554,) 
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Diese  Linie  theilt  die  zweiblättrige  Fläche  in  zwei  Theile,  die  beide  unend- 
lich gross  sind;  der  eine  ist  der  ausserhalb  cde  liegende  Theil  des  Blattes,  der 
andere  ist  das  untere  Blatt  vermehrt  um  den  innerhalb  cde  liegenden  Theil  des 
oberen,  der  mit  dem  unteren  entlang  ab  zusammenhängt     Bei  beiden  Theilen 

gehört  zur  vollständigen  Begrenzung  ausser  cit 
noch  eine  die  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
haltende geschlossene  Linie. 

6.  Wenn  der  Integrationsweg  %^%  sich 
selbst  ein-  oder  mehrmals  schneidet,  so  kann 
man  geeignete  Zerlegungen  vornehmen,  die 
wir  an  einem  Bebpiele  (Fig.  555)  zeigen.  Da- 
bei wollen  wir  mit  j{A^  B,  C .  ,  N)  das  entlang 
j^  einer  vorgeschriebenen  Curve  A,B,C,,N vcm 
A  bis  N  erstreckte  Integral  von  wäz  verstehen. 
Es  ist 


0 


1. 


(M.ÖSS.) 

Nun  kann  man  das  erste  und  letzte,  sowie  das  zweite  und  dritte  Integral  zu 
einfachen  Begrenzungsintegralen  zusammenfassen  und  hat 

2.  /(»oT8«5*)  =  /(*o««)  +  /(«ßsCa)  -t-  /(ß78ß)  • 

Wenn  nun  der  Weg  z^^ht^z  keinen  Unstetigkeitspunkt  umkreist,  innerhalb 
der  Fläche  aßtC  also  keiner  liegt,  so  sind  die  Begrenzungsintegrale 

3.  /(«ßeCa)  =/(PT«ß)  =  0, 
und  es  ist  daher 

/(«oTÄeC«)  =^f{zQaz). 

Wenn  der  Weg  einen  oder  mehrere  Unstetigkeitspunkte  umkreist,  so  sind 
die  Integrale  3.  gleich  Integralen,  die  in  derselben  Umlaufsrichtung  über  die 
Perimeter  von  beliebig  kleinen  je  einen  Unstetigkeitspunkt  einschliessenden 
Flächen  erstreckt  sind. 

Hieraus  erkennt  man:  Wenn  eine  geschlossene  Curve  sich  selbst 
schneidet,  so  ist  das  über  dieselbe  erstreckte  Integral  fwäz  gleich 
Null,  wenn  die  Curve  keinen  Unstetigkeitspunkt  umkreist;  werden 
von  der  Curve  Unstetigkeitspunkte  theils  in  positiver,  theils  in  nega- 
tiver Richtung  umkreist,  so  ist  das  Integral  gleich  der  Summe  von 
Integralen,  jedes  über  den  Perimeter  einer  je  einen  Unstetigkeits- 
punkt enthaltenen  beliebig  kleinen  Fläche  in  demselben  Sinne 
erstreckt,  in  welchem  die  Curve  den  Punkt  umkreist,  mit  der  Anzahl 
der  Umläufe  multiplicirt,  welche  die  Curve  um  den  betreffenden 
Unstetigkeitspunkt  macht. 

7.  Wir  entwickeln  nun  einen  Begriff,  der  für  die  weiteren  Untersuchuqgen 
von  Bedeutung  wird,  nämlich  den  des  einfachen  oder  mehrfachen  Zusammen- 
hangs einer  vollständig  begrenzten  Fläche  (wobei  Begrenzungen  durch  einen 
mit  unendlich  grossem  Radius  um  ein  im  Endlichen  liegendes  Centrum  beschrieb^ 
nen  Kreis  nicht  ausgeschlossen  werden  sollen). 

Unter  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  verstehen  wir  nach 
RiEMANN  eine  Fläche,  die  durch  jeden  Querschnitt,  d.  i.  durch  jede  zwischen  zwei 
Punkten  der  Begrenzung  verlaufende  sich  seiost  nicht  schneidende  Linie  in  zvd 
vollständig  getrennte  Theile  zerlegt  wird.  Einfach  zusammenhängend  ist  z.  B. 
eine  Kreisfläche,  femer  der  Theil  einer  zweiblätterigen  Fläche,  der  durch  eine 
geschlossene  sich  selbst  nicht  schneidende  Curve  vollständig  begrenzt  wird. 
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In  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche  ist  jede  geschlossene 
Linie  die  vollständige  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche.    Denn  ge- 
sem,  die  geschlossene  Curve  a  zerlege  die  Fläche  T  in 
zwei  Theile,  T,  und  7",,  von  deren  keinen  sie  die  voll-  -^"^    1'^\ 

ständige  Begrenzung  bildet,  so  muss  der  eine  7",  noch 
eine  innere  ß,  der  andere  7",  noch  eine  äussere  Grenz- 
curve  ^  haben,  die  sich  nicht  treffen.  Zieht  man  nun  von 
einem  Punkte  A  auf  ß  nach  einem  Punkte  £  auf  f  eine 
Linie  auf  der  Fläche,  die  sich  nicht  schneidet,  so  wird 
durch  dieselbe  die  Fläche  nicht  zerstückt,  folglich  kann 
T  nicht  einfach  zusammenhängend  sein. 

Eine  Flache  heisst  zweifach  zusammenhängend, 
wenn  sie  durch  einen  einzigen  Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verhandelt  werden  kann,  z.  B.  die  Fläche  7"  in  Fig.  556;  denn  sie  wird  durch 
AB  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Zweifach  zusammenhängend  ist  femer  der  Theil  einer  mit  zwei  Windungs- 
punklen  a  und  6  versehenen  zweiblätterigen  Fläche,  der  von  zwei  geschlossenen 
Linien  begrenzt  wird,  die  in  den  beiden  Blättern  so 
liegen,  dass  jede  die  Verwachsungslinie  einmal  umkreist 
(Fig.  557);  der  Querschnitt  AB  verwandelt  sie  in  eine 
einfach  zusammenhängende. 

Eine  Fläche  heisst  drei-,  vier-  u.  s.  w.  fach  zusammen-  | 
hängend,  wenn  sie  durch  zwei,  drei  u.  s.  w.  Querschnitte  \ 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden 
kann.  Hierbei  soll  jeder  bereits  hergestellte  Querschnitt 
7ur  Begrenzung  der  Fläche  gerechnet,  durch  weitere 
Querschnitte  also  nicht  überschritten  werden. 

Die  Fläche  in  Fig.  551  ist  dreifach  zusammenhängend; 
denn  zieht  man  im  oberen  Blatte  den   Querschnitt   CU, 
so  erhält  man  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wenn  die  Function  w  für  alle  Punkte  einer  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  T^eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  das  über  irgend 
eine  geschlossene  Curve  der  Fläche  ausgedehnte  Integral  fw^s  gleich 
Null,  und  das  entlang  irgend  einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve 
genommene  Integral 


(H.UT.) 


;   unteren  £F, 


Jwdz 


ist  unabhängig  vom  Integrationswege;  ist  «g  eine  absolute  Constante,  so 
ist  das  Integral  daher  eindeutig  bestimmt  für  jeden  (die  obere  Grenze  bildenden) 
Punkt  s  der  Fläche. 

8.    Wird  der  Integrationsweg  /  des  Integrals 

über  den  Endpunkt  s  hinaus  bis  zu  einem  in  irgend  welcher  Richtung  liegenden 
hinlänglich  nahen  Punkte  5  +  il«  so  verlängert,  dass  die  Zunahme  des  Wegs 
und  die  des  Integrals  mit  As  verschwindet  (also  innerhalb  der  Verlängerung 
kein  Unstetigkeitspunkt  umkreist  oder  getroffen  wird),  so  hat  man 


f/iz)dz  =  liml 


Bildet  man  die  1 
schwindendes  As  übe 


I. 

Der  DifTerentialquotient  des  Integrals  nach  der  olleren  Grenze  ist  somn 
unabhängig  von  der  Richtung,  in  welcher  s  +  tiz  gegen  s  liegt;  wählt  msn 
diese  Richtung  einmal  parallel  der  realen  und  dann  parallel  der  im.i^näRD 
Achse,  so  hat  man  nach  1.,  wenn  man  zur  Abkürzung  das  Integral  mit  w  be- 
zeichnet, 

bx  ~'     dy  ~  'ez' 
also 

dy  ex  ' 

Hieraus  folgt:  Das  Integral  einer  complexen  Function  ist  eine 
complexe  Function  der  oberen  Grenze. 

9.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  werthvollen  Anwendung  der  entwickelten 
allgemeinen  Sätze. 

Es  sei  /  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  7',  und  im  Innern  von  T 
sei  die  Function  /(«)  eindeutig  und  endlich;  femer  sei  /  ein  im  Innern  dieser 
Fläche  gelegener  Punkt,  der  nicht  zugleich  Windungspunkt  isL  Alsdann  hat  die 
Function 

i  —  l 
auf  T  nur  den  einen   Un Stetigkeitspunkt  /,   in  welchem  sie  unendlich  gross  wiid. 
Das  Integral 

f/W 


// 


-dt. 


ausgedehnt  über  die  Begrenzung  von  T,  ist  dann  gleich  dem  Integrale  derselben 
Function,  ausgedehnt  tiber  die  Begrenzung  einer  beliebig  kleinen  Fläche,  inner- 
halb deren  der  Unstetigkeitspunkt  t  Hegt.  Wir  wählen  zu  dieser  kleinen  Fliehe 
einen  Kreis  mit  hinlänglich  kleinem  Radius  p  und  dem  Centruni  /,  setzen  flii 
Punkte  dieses  Kreises 

z  —  t  ^=  p{(0S<f  ■+■  isinif) 
und  gehen  auf  dem    Kreise   von  z  zu   einem  unendlich    nahen   Punkte  t  +  ^> 
über;  dann  ist 

dz  ^  p  ( —  sin  tf  +  ieos  f)  df  , 
=  if(e^s<f-h  isin^fjdrf, 
=  i{z-t)df. 
Daher  ist  für  die  Integration  entlang  des  Kreises 


r 
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2it 


jf=rt'^'^   =ij/{')df. 


0 


Nimmt  p  zur  Grenze  Null  ab,   so  nähern  sich  alle  Werthe,  die  f{z)  auf  der 
Kreisperipherie  hat,  dem  Werthe /(/),  den  die  Function  im  Centrum  hat. 
Daher  ist 

6 

Wir  erhalten  somit:     Wird  das  Integral 


ft 


dz 


z  --  t 

auf  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  T  ausgedehnt,  inner- 
halb welcher /(«)  eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  für  jeden  im  Innern 
von  T  gelegenen  Punkt  /,  der  kein  Windungspunkt  ist, 


1. 


Hieraus  folgt 


2. 


dz . 


Der  Werth,  den  eine  Function  für  einen  Punkt  im  Innern  einer 
Fläche  annimmt,  auf  welcher  sie  allenthalben  endlich  und  eindeutig 
ist,  lässt  sich  also  durch  ein  Integral  angeben,  welches  über  die 
Begrenzung  der  Fläche  erstreckt  ist. 

Differenzirt  man  beide  Seiten  von  2.  nach  /  n  mal,  so  erhält  man 


3. 


1  •  2  •  3  .  .  .  ;»  r     fiz) 


Da  nun  für  die  Umgrenzung  von  T  die  Function 

allenthalben  endlich  ist,  so  folgt:  Ist  eine  Function  innerhalb  einer  Fläche 
T  eindeutig  und  endlich,  so  gilt  dasselbe  auch  von  allen  ihren 
Derivirten. 

An  die  Formel  1.  knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.    Um  den  Werth 
zu  bestimmen,  den  das  Integral 

//(*)  dz 
hat,  wenn  man  es  über  den  Perimeter  eines  verschwindend  kleinen 
Kreises  erstreckt,  für  dessen  Centrum  a  die  Function/(«)  unendlich 
wird,  während  das  Produkt  {z  —  ä)/{z)  endlich  ist,  setzen  wir 


./>«-  -/^i-^- 


und  erhalten  daher  nach  1.,  wenn  a  kein  Windungspunkt  ist, 
4.  //W  ^^  =  2Tzi/im(z=a)  {z  —  a)f{z)  . 

10.  Die  Formeln  1.  und  2.  fuhren  zur  Darstellung  einer  complexen 
Function  in  einer  unendlichen  Reihe  nach  steigenden  oder  fallenden 
Potenzen  der  Variabein;  wir  schicken  dieser  Entwicklung  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Convergenz  unendlicher  Reihen  mit  complexen 
Gliedern  voraus. 
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ichst,  so  wachsen  alle  Moduln  dg,  d, r,  o^r^  .  .  .  . 

ille  möglich:  Entweder  es  bleiben  für  alle  endlichen 
fferthe  von  r  alle  diese  Moduln  endlich,  oder  sie  bleiben  bis  zu  einem  end- 
lichen Werthe  r  =  R  endlich,  werden  aber  zum  Theil  für  /■  =  i?,  und  somit 
auch  für  r  >  Ä,  unendlich  gross. 

Im  ersten  Falle  convergirt  die  Reihe 

Wo    -+-   ^1«   +    ^»2*    +    .    .   . 

für  jedes  endliche  >;  im  letzteren  convergirt  sie  fUr  jedes  z,  dessen  Modulus 
kleiner  als  R  ist,  also  für  alle  Punkte  der  Ebene,  die  im  Innern  des  mit  dem 
Halbmesser  R  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  liegen,  und  divergirt  für 
alle  auserhalb  des  Kreises  liegende  Punkte,  da  sie  in  denselben  Glieder  mit  unend- 
lichen Moduln  erhält;  für  Punkte  auf  der  Peripherie  des  Kreises  mit  Radius  R, 
den  wir  den  Convergenzkreis  der  Potenzreihe  nennen,  bleibt  die  Con- 
ve^enz  noch  unentschieden  imd  bedarf  in  jedem  Falle  einer  besonderen  Unter- 
suchung. 

11.  Ist /(»)  endlich  und  eindeutig  innerhalb  eines  Kreises,  der  auf  der 
Variabeinfläche  um  das  Centrum  a  beschrieben  ist  und  der  keinen  Windungs- 
punkt enthält,  so  ist  für  jeden  Punkt  t  im  Innern  dieses  Kreises 


/<')  =  ^//^,-. 


lei  das  Integral  über  den  Perimeter  des  Kreises  auszudehnen  ist    Für  jeden 
ikt  z  dieses  Perimeters  ist 

mod{z  —  a)  >  modif  —  a), 
er  hat  man  die  convergente  Reihenentwicklung 
1  1  1         l 

1  - 


.h^-(~)*-(S)*--]- 


Setzt  man  dies  in  1.  ein  und  integrirt  die  einzelnen  Glieder,  was  (nach  10) 
erlaubt  ist,  weil  die  Reihe  für  alle  Punkte  des  Integrationsweges  convergirt,  und 
/{»)  innerhalb  desselben  nicht  unendlich  wird,  so  erhält  man 

Die  Integrale  in  dieser  Reihenentwiclclung  sind  in  No.  9  bestimmt  worden; 
wir  haben  dort  gefunden 


1    f    /W 

2./J  (.  -  „)'^ 


und  erhalten  daher  aus  3. 

3.     /(/)  ~Aa)  +-^  (,_.)  +  ^  (,_»).  +Z:Ä  (,_„).  +  .  .  . 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  TAVLOR'schen  Reihe:  die  Entwicklung 
ist  für  alle  Punkte  f  im  Innern  eines  um  a  geschlü^enen  Kreises  gUltig,  wenn  die 
Function/  innerhalb  dieses  Kreises  endlich  und  eindeutig  ist  und  keinen  Windungs- 
punkt  hat. 

Will  man  diesen  Gültigkeitsbereich  so  viel  als  möglich  erweitem,  so  hat 
man  die  Windungspunk Ce  und  die  Ptmkie  zu  bestimmen,  in  denen /(/)  unendlich 
wird.  Der  Kreis  darf  dann  nicht  weiter  als  bis  zu  demjenigen  dieser 
Punkte  ausgedehnt  werden,  der  a  am  nächsten  liegt. 

45* 


7o8 

Wir  se 

in  viel  einf 

in  Betracht 

des  Restes  fallen  hier  ganz  weg;  es  bedarf  nur  der  Bestimmung  der  Punkte,  in 

welchen  die  Function  unendlich  gross  wird. 

I,assen  wir  in  3.  den  Punkt  a  mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallen,  so  ein- 
steht die  MACLAURiN'sche  Reihe 

4  /M        /rni  -^^W,  _^/"(0)      .   ^  /•••(<>)      ,,  _^ 

4.  /(,)  =  /(O)  +  -^a  +   -j-^  .  j»  +  P2T3  ■  ^'  +  ■  - 

12.  Wir  schliessen  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  Reihenentwieklui^ 
von  der  Form 

1.  /(z)  =  A„  +  Aj  ■  -  +  A3  ■  ^  +  Aj  ■  \  +  .  .  . 
Ersetzen  wir  1  :  t  durch  ü,  so  entsteht 

2.  /(l\  =  A„  +  A,:  +  A^Z^  ■+-  A3Z'  +  .  .  . 
Daher  ist 

die  Entwicklung  ist  für  alle  Werthe  von  ;  gültig,  deren  Modul  kleiner  ia  »Is 
der  kleinste  Modul  der  t,  für  welchen /(l  :  Q  unendlich  wird;  also  gilt  2.  Tür  aD( 
z,  deren  Modul  grösser  ist  als  der  grösste  Modul  der  «,  welche /(*)  unendlich 
gross  machen.  Ist  daher  a  der  vom  Nullpunkte  entfernteste  Punkt  der  Vaiiabeln- 
cbene,  für  welchen  /(s)  unendlich  wird,  so  gilt  die  Reihe  1.  fllr  alle  Punkte  der 
Ebene,  die  ausserhalb  des  durch  a  um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  li^en 

13.  Wenn  die  Function  /(s)  innerhalb  und  auf  den  Grenzen  eines  Ringes, 
der  zwischen  zwei  um  den  Pimkt  a  mit  den  Radien  r^  und  r,  geschlagenei 
Kreisen  liegt,  eindeutig  und  endlich  ist,  und  die  Variabeinfläche  innerhalb  dei 
äusseren  Begrenzung  des  Ringes  keinen  Windungspunkt  hat,  so  ist  das  über  die 
vollständige  Begrenzung  des  Ringes  erstreckte  Integral 

/VW 


-il,=.ini/lf). 


Das   Begrenzungsintegral    besteht   aus   den   Integralen   entlang  der  beiden 
Kreise;   bezeichnen  wir  dieselben  mit  J   und  J,  so  ist 

Für  das  erste  haben  wir,  da  alle  Punkte  des  Ringes  im  Innern  des  Kreis« 
mit  Radius  r^  liegen,  nach  No.  11 

wobei  die  Integrale  u-„  über  alle  Punkte  des  Kreises  r^  im  positiven  Sinne  m 
erstrecken  sind.    Für  die  Punkte  des  Kreises  r^  ist 


§  13-    Integrale  complexer  Functionen. 
Daher  haben  wir  die  convergente  Entwicklung 


Also  ist 


jm..=-2»..-.,-..  ..=> 


-»)■/{.)  Ä. 


Die  Integrale  w„  sind  über  den  Kreis  mit  Radius  r^  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden Winkel  (im  positiven  Sinne  bezüglich  der  Ringfläche)  lu  erstrecken. 
Nimmt  man  sie  ebenso,  wie  die  w_„,  im  Sinne  wachsender  Amplituden,  so  kann 
man  1.,  2.  und  3.  folgende rmassen  vereinen 

/(') = j^S"' *'  ~ "'"""''  ""  "Z'*'' '' " "'" ''' ' 

wobei  alle  Integrale  über  den  Kreis  mit  Radius  r^  erstreckt  werden  können, 
weil  für  keinen  Punkt  der  Ringfläche  eine  der  Functionen 

unendlich  gross  ist  Diesergiebt:  EineFunctioneinercomplexenVariabeln, 
die  innerhalb  einer  Ringfläche  mit  dem  Centrum  a  eindeutig  und 
endlich  ist,  kann  für  jeden  im  Innern  des  Ringes  gelegenen  Werth 
der  Variabein  /  in  eine  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von 
{t  —  a)  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden. 

14.  Wenn  die  Function  /(s)  für  die  im  Innern  des  Kreises  r^  gelegenen 
Punkte  1»,  m,  tm,  .  .  .  unendlich  gross  wird,  und  zwar  im  Punkte  Hr  so  un- 
endlich wie 

d  h.  so,  dass 

/»«(.„,  (.-M-/W  =  | -f.».    ..      "  =  ''. 

I      0,         „         m>r, 
wobei  Fr{3')  eine  im  Punkte  3r  endliche  Function  bezeichnet,  so  zerfallen  die 
Integrale   a,  in  Integrale,  die  über  verschwindend  kleine  Kreise  um  die  Punkte 
4,  3/,  <L„,  .  .  .  und  a  erstreckt  sind.     Es  ist  z.  B. 
^  ",  -  4,  +  '■  +  "s  +  •  •  •  +  «, . 

und  das  Integral  Über  einen  um  ik  geschlagenen  unendlich  kleinen  Kreis  lu 
erstrecken  ist.    F'Ur  die  Punkte  dieses  Kreises  kann  man  setzen 

AM 


/(»)  = 


daher  hat  i 


(«-«)•• 


■(■"-•)'/(7 


Nach   No.  9    ist  unter  der  Voraussetzung,    dass  die  a  nicht  Verzweigungs- 


punkte sind. 


AW 


wobei  .f' -l(a*)  den  Werth  bezeichnet,  den 


dt  -  --,-  A*~'C<u) , 


fi^r^ 
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1. 

'   z 


bestimmt.  Dieser  Faktor  bleibt  willkürlich;  je  nach  Wahl  desselben  erhält  man 
verschiedene  Logarithmensysteme;  die  Zahl  fx  heisst  der  Modul  des 
Systems.  Als  das  natürliche  Logarithmen  System  bezeichnen  wir  das,  für 
welches /'(l)  =  1  genommen  wird.  Führen  wir  statt  des  allgemeinen  fe'unctions- 
zeichens /(jp)  hierfür  das  besondere  Z(x)  ein,  so  ist  also 

Z(x)  =/' 

Werden  die  Logarithmen,  für  welche  /'(l)  einer  gegebenen  Zahl  jjl  gleich 
ist,  mit  Log^z  bezeichnet,  so  ist  « 

2.  Log^z  =  |iZ« . 

Hiernach  genügt  es,  ausschliesslich  die  Function  L{z)  weiter  zu  untersuchen. 

4.  Die  Function  \\z  ist  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  der  Variabeln- 
ebene  und  wird  nur  im  Punkte  «  =  0  unendlich  gross.  Um  den  Einfiuss  zu 
erfahren,  den  der  Integrationsweg  auf  das  Integral 

z 

'dz 


f 


z 


/t 


hat,  haben  wir  daher  den  Werth  zu  berechnen,  den  das  Integral 

Hz 
z 

erhält,  wenn  es  über  den  Perimeter  eines  den  Nullpunkt  umgebenden  Kreises 
erstreckt  wird.     Setzen  wir  in  §  13,  No.  9 

/(z)  =  1  :  « ,      a  =  0 , 
so  ergiebt  sich  für  das  gesuchte  Integral  der  Werth 
1.  2ic/. 

Hieraus  folgt:  Der  natürliche  Logarithmus  ist  eine  unendlich  viel- 
deutige Function;  die  demselben  Punkte  zugehörigen  Werthe  unter- 
scheiden sich  durch  ganze  Vielfache  von  2ir/.  Diese  Grösse  2iri  wird 
als  der  Periodicitätsmodul  des  Logarithmus  bezeichnet. 

Um  den  von  z  abhängigen  Theil  des  Logarithmus  zu  bestimmen,  wählen 
w  für  das  Integral 

z 

'dz 


Jt 


einen  Integrationsweg,  durch  den  der  reale  und  der  imaginäre  Theil  der  Function 
gesondert  werden;  wir  integriren,  wenn  z  =  r{cos^-{-  isin^)  und  0  <  <p  <  2ic 
zunächst  auf  der  realen  Achse  von  1  bis  r  und  dann  auf  einem  Kreise  um  den 
Nullpunkt  weiter  von  r  bis  zu  z.  Das  erste  Integral  ist,  da  für  diesen  Theil 
des  Integrationsweges  y  -=  0  ist 

wenn  wir  mit  Ir  den  realen  Werth  von  Lr  bezeichnen. 
Für  das  zweite,  das  Kreisintegral,  setzen  wir 

z  =  r{cosf^  4-  isinf^) ; 
da  für  diesen  Theil  des  Weges  r  constant  ist,  so  ist 

dz  =  r ( —  sin  rp  -\-  i  cos  ff)  drf  =  i '  zdff  ; 
das  Integral  erstreckt  sich  von  9  =  0  bis  zur  Amplitude  von  z,  daher  ist  dasselbe 


IS  ist  eine  unendlich  vieldeutige  Function;  jede  Umkreisung 
L  die  Variable  auf  dem  Integrationswege  vermehn  oda 
eben  Logarithmus  um  2ir/,  je  nachdem  die  Umkrnsung 
itiven  Sinne  erfolgt     Um  die  Function 

Kl  =  Zz 
(1  der  Punkte  einer  «RiEHANN'schen  Fläche  zu  erhalten,  tui 
eine  Windungsfläche  zu  benutzen,  die  sich  um  den  Null- 
unzählig vielen  Blättern  besteht,  die  ausser  im  Windungs- 
isung  zeigen;  diese  Variabeinfläche  ist  als  Schrauben- 
;h  kleiner  Ganghöhe  aufzufassen.    Wir  wollen  auf  jeder 

vom  Nullpunkte  aus  in  der  Richtung  der  realen  AdiM 
;i  solche  auf  einander  folgende  Geraden  begrenzte  Thri 
in  Blatt  derselben.  Für  einen  bestimmten  Punkt  t  der 
n  wir  den  Werth  des  Zz  zu 

Lt  =  Ir  -\-  i^,  0  <  ip  <  2c 
Punkte  desselben  Blattes  der  Logarithmus  durch  dieselbe 
icses  Blatt  heisse  das  Blatt  0,  die  darauf  folgenden  das 
ergehenden  das  Blatt  —  1,  —  2,  —  3,  .  .  .  In  das  BUOi 
kte  1  des  Blattes  0  durch  ^malige  Umkreisung  des  Kuli- 
:gatives  k  negativen  Drehungssinn  angiebt;  daher  ist  für 
.ttes  k 

=  Ir  +  i<f  +  24si,       0  <  ?  <  2i: . 
1  nun  zu  den  Punkten  der  «-Fläche  die  zugehörigen  Punittt 
[innen  zunächst  mit  den  Punkten  des  Blattes  0- 
änze  der  Blätter  0  und  —  1  liegenden  Punkt  1  ist  w  =  1  =  0; 
1  Werthe  von  1   bis  oo,  so  durchläuft  w  die  positive  rafc 


{M.  558.) 

ie  reale  Strecke  von  1  bis  0,  so  legt  w  die  negative  reale 
hreibt  »  von  dem  realen  positiven  Werthe  r  aus  einen  po» 

guT  ist  die  u>-F1äche  in  ^  des  Maassstabes  ausgefillitt,  iric  die  ^Flic^ 


IF" 
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tiven  Kreisbogen  9,  so  bleibt  der  reale  Theil  von  Lz  ungeändert  gleich  Ir  und 
und  es  tritt  nur  der  imaginäre  Bestandtheil  i^  hinzu,  w  beschreibt  also  eine 
Normale  zur  realen  Achse  bis  zum  Abstände  (p  von  derselben.  Allen  Punkten 
eines  in  0  begrenzten  Strahls  in  der  ^r-Fläche  entsprechen  also  die  Punkte  einer 
Parallelen  zur  realen  Achse,  die  durch  den  Punkt  i^  geht;  der  negativen  realen 
Achse  der  «-Fläche  entspricht  insbesondere  die  durch  rJ  gehende  Parallele  zur 
realen  Achse  der  7£/-Ebene.  Die  Punkte  der  Geraden,  in  welcher  die  Blätter  0 
und  1  zusammenhängen  (ihr  Grundriss  ist  OX)  haben  die  Amplitude  Sir;  dieser 
Grenzlinie   entspricht  daher  die   durch  Qir/  gehende  Parallele  zur  realen  Achse. 

Allen  Punkten  des  Blattes  0  der  «-Fläche  entsprechen  daher  die  Punkte  des 
Steifens  AAUU  dev  fc-Ebene;  und  umgekehrt,  jedem  Punkte  w  dieses  Streifens 
entspricht  eindeutig  ein  Punkt  des  Blattes  0  der  «-Fläche,  —  der  reale  Theil 
von  w  ist  nämlich  der  Logarithmus  des  Moduls  von  «,  der  imaginäre  Theil  von 
w  ergiebt  sofort  die  Amplitude. 

Der  Logarithmus  7v^  eines  Punktes  z^  des  Blattes  1  weicht  vom  Logarith- 
mus des  Punktes  z  im  Blatte  0,  der  mit  ihm  gleichen  Grundriss  hat,  nur  um 
2?:/  ab.  Hieraus  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Punkte  des  Blattes  1  sich  auf 
dem  Streifen  der  a/-Ebene  abbilden,  dessen  Ränder  parallel  zu  (76^ -durch  ^rJ 
und  47:/  gehen.  Theilt  man  die  7£/- Ebene  von  der  realen  Achse  aus  in  Streifen 
von  der  Breite  2tc,  so  entsprechen  den  aufeinander  folgenden  Blättern 
der  «-Fläche  der  Reihe  nach  die  Streifen  der  7£/-Ebene.  Durch  diese 
Streifen  wird  die  ganze  w-Ebene  erftillt;  wir  schliessen  daher:  Jede  complexe 
Zahl  ist  der  natürliche  Logarithmus  einer  eindeutig  bestimmten  Zahl. 


7.    Aus  der  Gleichung 


Z(l  4-  «) 


dz 


z 


gewinnen  wir  mit  Hülfe  des  TAVLOR'schen  Satzes  eine  Potenzreihe  für  Z(l  -h  «), 
Da  die  Variabeinfläche,  von  deren  Punkten  Z(l  4-  «)  eine  eindeutige  Function 
ist,  im  Punkte  1  -+-«  =  0,  d.  i.«  =  —  1  einen  Windungspunkt  hat,  und  zu- 
gleich in  diesem  und  in  keinem  andern  Punkte,  abgesehen  von  den  Blättern  ±  00 , 
unendlich  gross  wird,  so  gilt  die  Entwicklung  von  Z(l  -\-  z)  nach  der  TAVLOR'schen 
Reihe  fiir  alle  Punkte  im  Innern  des  Kreises  für  welchen  modz  <   1  . 

Wir  haben  nun 
/{0)  =  >&.2i:/,  /'(0)=-M,  /"(0)=~1,  /"'(0)  =  l-2,  /""(0)  =  -l  •  2  •  3  .  .  . 


«' 


«' 


und  daher     Z(l  -\- z)  =  k  -  2i:/  +  «--ir-+--r  —  T"^ 

^  o  4 

modz  <  1  . 

Für  die  Punkte  des  Blattes  0  ist  ^  =  0  und  daher 


Z(l  4- «)  = 


« ;r 


«' 

2     '     3 
modz  <  1  . 
8.    Die   natürliche  Exponentialfunction.     Als  natürliche  Exponential- 
function e^  der  Variabein  «  bezeichnen  wür  die  Grösse,  deren  natürlicher 
Logarithmus  «  ist. 

Es  giebt  nur  eine  Zahl,  deren  natürlicher  Logarithmus  einer  gegebenen  Zahl 
gleich  ist;  die  natürliche  Exponentialfunction  e-  ist  daher  eine  ein- 
deutige Function  von  «.*) 

•)  Man  müsste  eigentlich  die  natürliche  Exponentialfunction  von  der  vieldeutigen  .':ten  Potcns 
von  €  durch  ein  besonderes  Symbol  unterscheiden ;  es  ist  dios  aber  nicht  üblich.  Wo  das  Zeichen 
e^  eine  vieldeutige  Potenz  bedeuten  soll,  muss  dies  besonders  mitgetheilt  werden. 


»  '  3 


.•;*^ 


4      V« 


S4i 


>  ST 


l 


•^^ 


M   i  • 


t-e 


und  Exponeiitialfunction,  Arcuslangens  und  T 

Potenz  eines  beliebigen  Dignanden  mit  realem  Exponenten.    Ist 
e^ebt  sich 

a'  =   «(r  +  ->)(/p  )-;i) 

=  e^^'f-fi  [C0s(xa  +  ylp)  +  isin(x<i +yif)]. 
Diese  Function  ist  unendlich  vieldeutig,  weil  a  um  gan 
2it  vennehrt  oder  vermindert  werden  kann.    Nur  dann,  v/tnny 
X  rational  ist,  tritt  eine  auf  eine  endliche  Anzahl  Werthe  beschr 
keit  ein,  _; 

10.    Die  Function  Arctangz  =  /'    ^' 

Durch  Zerlegung  in  Parti albrllche  entsteht 

0  0  0 

Ersetzen  wir  im  ersten  Integrale   1  +  iz,  im  zweiten  1  — 
ergiebt  sich 

0  11 

Daher  folgt 

Die  Function  Arctangz  ist  also  unendlich   vieldeutig, 
odul  ist 


Die  Gleichung  1.  ergiebt  nach  der  Fundamentaleigenschait 

1      ,  1    -t-    /E       1    +    J2, 


Arctangs  4-  Arctangz^  = 


1  —  /a     1  —  h 
1  -  .«.    +_^ 


Hieraus  folgt 

Arc/angz  +  ArctangZy  =  Arctangz. '— 

Ist  femer        z  =  x  +  iy  =  r{cosf  +  isittf),     so  ist 

1  +  (S  =  1  —  ^  +  /* .       l—  iz=\-i-y  — 
Folglich  ist 


/(H-(j)  =  /yi   +  r»  —  S^'  +  iarclatigj-- 1- 

L{\  —  iz)  =  /yi  -«-  r'   +  2^  +  iarctangj^ 1- 

Daher  ist  weiter 

4    .       ,  v        1    ,l/l  -t-r^  —  2v      1  X         1 

An,ang(x^.y)  =  ^.iy  ^-~^-^^^+.^arclang.^-^^-^.-^a 


ussinus  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus.  717 

US  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus. 
1  diesem  Abschnitte  Integrale  von  der  Form 

wenn  /  eine  rationale  Function  von  z  und  "(/Ä  ist. 

In  §  4.  ist  gezeigt  worden,  wie  durch  eine  rationale  Substitution  ein  solches 
Integral  in  das  Integral  einer  rationalen  Function  reducirt  werden  kann;  wir 
wollen  indess  von  dieser  Substitution  hier  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  die 
Untersuchung  ohne  Beseitigung  der  Irrationalität  führen.  Jede  rationale  Function 
von  %  und  "^R  kann,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auf  die  Form  gebracht  werden 


1.  /(«,  -j/ä)  =  ^ 


-i-iV^ 


wobei  9,  "(i,  9,,  4"!   rationale  ganze  Functionen  von  z  sind.    Aus  1.  gewinnen 
lir  durch  Erweiterung  mit  9  —  iji  "^ R 

^        0)  +  f  •  V^ ^ ^'-^         _L 

Hiemach  zerfällt  das  vorgelegte  Integral 

J  Jf'  —  ^'Jl        Jf'-^'Jt    yg 

Das  erste  Integral  ist  frei  von  Irrationalem  und  ist  durch  die  Untersuchungen 

es  vorigen  Abschnitts  erledigt.     Im  zweiten  zerlegen  wir  den  rationalen  Faktor 

1  die  Summe  einer  ganieu  und  einer  echt  gebrochenen  Function, 

WX'  ,        M 

ä=  A 


,  N  ganze  Functionen  sind,  M  von  niederem  Grade  als  K.     Den  Theil 

lA.^L 

reduciren  wir  nach  §  4,  No.  4;  den  Bruch  M:N  zerlegen  wir  in  Partialbrüche 
und  wenden  die  in  g  4,  No.  5  angegebene  Reduction  an.  Dies  zusammen- 
fassend erkennen  wir:     Das  Integral 

1.  //(a,  Y^)äz,      R  ~  a  +  Hz  +  cz^ , 

wobei  y  rational  in  Bezug  auf  z  und  yR  ist,  zerfallt  in  eine  rationale  ganze 
Function  von  *,  Logarithmen  algebraischer  Functionen  von  z,  ein  Produkt  einer 
rationalen  ganzen  Function   mit  YR,  und  in  Integrale  der  Form 


/' 


zerlegen  den  Radicanden  in  seine  lineare  Factoren 


i:-:  - 


2.   Die    Fun 
Integral 


-f. 


Die  Function  1  :|/i  —  a»  ist  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  einer  z»ei- 
blätterigen  Riümann' selten  Fläche  (§13,  No,  26)  welche  die  beiden  Windungspunktt 
-t-  1  und  —  1  lia.t  und  deren  beide  Blätter  enüang  der  Geraden  zwischen  den 
Windungspnnkien  verwachsen  sind;  in  beiden  Windungspunkten  wird  die  Function 
unendlich. 

Um  zu  erfahren,  welchen  Einfluss  der  Integration s weg  auf  das  Integral  hat, 
haben  wir  das  Integral  über  die  geschlossenen  Wege  zu  erstrecken,  selche 
Windungspunkte  ei nsch Hessen.  Diese  Wege  lassen  sich  auf  folgende  Arten  von 
Wegen  zuriickführen:  1.  Wege,  die  einen  einzigen  Windungspunkt  umkreiäen 
uild  daher  sich  in  beide  Blätter  begeben  müssen,  2.  Wege,  die  beide  Wmdungs- 
punkte  umkreisen  und  nur  in  einem  Blatte  verlaufen;  zur  ersten  Art  geböten 
die  Wege  Fig.  559,  A  und  B. 
T.uT  andern  C  und  ß. 

Um  die  Umkreisui^ 
integrale  der  ersten  Art  rj 
erhalten ,  integriren  wir  üba 
einen    Weg,    der   einen   coii- 

^ :  1 ,    —    stauten  verschwindend  kldnn 

\    '■■■'—•■■'/;  /  ^  Abstand    von   ■+■    1    hat.    Be- 

"- ^  /  /  zeichnen    wir    mit  r  den  -Ab- 

y"/  stand  des  Punktes  z  von  +  1, 

.--'^/  und    mit   ^   den   Winkel  do 

^  ■""^  realen  Achse  mit  r,  so  ist 

i  =  1  -t-  r(<-«?  +  M«5) 
=   1   +  rt^, 
C*-^^'  daher  ist  zu  untersuchen 


-    —^  C 


rfv 


'fäf 


-  iimy'y 


i 


Nimmt  r  unendlich  ab,  so  bleibt  die  unter  dem  Integralzeichen  stehettde 
Function,  also  auch  das  Integral  selbst,  endlich;  da  es  mit  einem  verschwindenden 
Faktor  multiplicirt  wird,  so  ist  der  Grenzwerth  Null.    Wir  sehen  daher: 

Das  Integral 


gedehnt  über 
ikt  umkreist, 


isene  Curve,   die 


J 


sich  mit  den  Wegen  der  zweiten  Art. 
zu  urtheilen,  wollen  wir  C  {Fig.  560)  auf  folgenden  Weg 
Wir  gehen  vom  Nullpunkte  aus  entlang  der 
realen  Achse  bis  dicht  an  +  1,  beschreiben 
dann  um  +  1  einen  verschwindend  kleinen 
Kreis  bis  dicht  an  die  Verwachsung  (also  ganz 
im  oberen  Blatte)  gehen  dann  entlang  der  realen 
Achse  bis  dicht  an  —  1 ,  beschreiben  einen 
verschwindend    kleinen    Kreis    um   —  1,    und 

en   dann   entlang   der  realen  Achse  zum 

punkte  zurück.     Die  Kreisintegrale  sind 


Um  über  diese 
zusammenziehen. 


/im  i/r 


und     Um  yi- 


erschwinden  beide.  Für  die  geradlinigen  Integrale  von  0  bis  1,  von  1  bis  0, 
0  bis  —  1  und  von  —  1  bis  0  haben  wir  auf  das  Vorzeichen  zu  achten, 
|/l  —  «'  auf  diesen  Wegen  hat.  Wir  wollen  annehmen,  im  Nullpunkte  des 
en  Blattes  sei  die  Wurzel  ^  -i-  1;  alsdann  ist  sie  auf  dem  ersten  Theile 
iVeges,  von  0  bis  -+-  1,  positiv;  durch  einmaliges  Umkreisen  eines  Windungs- 
ites wechselt  die  Wurzel  das  Vorzeichen,  für  den  Weg  von  -i-  1  über  0  bis 
gilt  also  der  negative  Wurzelwerth;  durch  einmaliges  Umkreisen  des 
dungspunktes  —  1  tritt  dann  nochmaliger  Zeichen  Wechsel  ein,  auf  dem 
e  von  —  1  bis  0  zurück  gilt  daher  wieder  das  positive  Vorzeichen.  Es 
daher  das  gesuchte  Begrenzungsintegral,  wenn  überall  die  Wurzel  positiv 
chnet  wird, 

+10  -t  0 

__    f     äx  C        dx  f        dx  f     dx 

0+10  -1 

Ersetzt  man  im  ersten  und  zweiten  Integrale  x  durch  —  je,  so  erhält  man 


/  = 


Integrirt  man  in  der  gleichen  Richtung  über  den  Weg,  der  im  zweiten  Blatte 
unter  dem  soeben  beschriebenen  liegt,  so  hat  auf  allen  Punkten  dieses  Weges 
die  Wurzel  das  andere  Vorzeichen,  also  ist  dieses  Integral/,  ^  —  2r.  Beachten 
wir,  dass  die  soeben  verwendete  Integrationsrichtung  negativ  war,  so  folgt; 


Das  Integral   . 


im  positiven  Sinne  über  eine  geschlossene 


Curve  erstreckt,  die  in  ein 
einmal  umkreist,  ist — 2jt; 
dessen  Nullpunkte  die  Wu 

Hieraus  folgt  weiter:    Die  Function  Arcsinz 
und  hat  den  realen  Periodicitätsmodul  Sir. 

3.   Um  das  Integral  Aresin  z  auszuführen,  benutzen  wir  die  Differentialformel 
d{z  -(-  V^^"^"T) dt__  _  1        dt 


em  Blatte  liegt  und  beide  Windungspunkte 
;  das  obere  Zeichen  gilt  für  das  Blatt,  in 


neide 


-yv^ 


- 1 


Aus  dieser  Formel  folgt  t 
I.  Are 

Durch  diese  Gleichung  hs 
des  Anklang  s  direkt  an  den 
erschien  es  zweckmässiger,  ( 
trachtung  des  Integrals  fdz 
winnen.  Wir  werden  jetzt  vo 
vom  Imaginären  y.ü  sondern. 

iL'- 


Der  reciproke  Werth  ist 
Addiren  wir  diese  Gleichu 
Hieraus  folgt  weiter 


mithin  ist 

und  dahei 


1  - 


{1  +  xy  -f 
Hieraus  ergiebt  sich 
3.  .IV  / 

für  reale  v  und  u  ist 

U^  ■+■  e- 
daher  gelten  bei  beiden  Wur 
Abkürzungen 


>  ergiebt  sicli  i 


4(1/0^ 


xY 


i  3. 


7. 


Aus  5.  folgt 

Aus  4.  ergiebt  sich 


Führen  wir  6.  und  8.  in 

Are  sin  z  =  Are 

4.    Wir  haben  noch  zu  en 

Vorzeichen  von  j/a*  —  1  gilt. 

Aus  No.  3,  2  folgt,  dass  ^ 

Durch  Subtraction  der  in 

1.  yv^^-H' 
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Bezeichnet  man  die  Abstände  eines  Punktes  P  des  oberen  Blattes  von  den 
Punkten  +  1  und  —  1  mit  p  und  p^,  sowie  mit  <p  den  Winkel,  um  den  p  in 
positiver  Richtung  (entgegengesetzt  den  Uhrzeigern)  gedreht  werden  muss,  um 
mit  der  von  +  1  nach  —  1  sich  erstreckenden  Geraden  zusammenzufallen,  und 
mit  9,  den  kleinsten  Winkel,  um  den  p,  zu  drehen  ist,  um  mit  der  von  —  1  nach 
+  I  sich  erstreckenden  Geraden  zusammenzufallen,,  rechnet  y,  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Dreliungsrichtung  negativ  oder  positiv  ist  und  nimmt 
für  den  Nullpunkt  des  obem  Blattes  y"!  —  s«  =  _,_  1  (nicht  —  1}  an,  so  ist  iiir 
jeden  Punkt  des  obem  Blattes,  wie  man  sich  leicht  Überzeugt 
2.  1/1  —  a*  =  ypp,  ■  \cos  .i(!p  +  »,)  +  isin^{f  +  <?,), 

wodurch  nun  diese  Wurzel  ohne  jede  Zweideutigkeit  bestimmt  ist.  Vergleicht 
man  dies  mit  1.  und  bemerkt,  dass  J  (<?"  +  e--')  positiv  ist,  so  erkennt  man,  dass 
fMj(y  -t-  fi)  und  cosu  gleiche  Zeichen  haben. 

Durch  die  beiden  Bemerkungen,  dass  stnu  mit  x  und  cttsu  mit  ccs  -}^{f  ■+■  !p,} 
dem  Vorzeichen  nach  übereinstimmt,  ist  u  bis  auf  ein  ganzes  Vielfaches  von  2it 
unzweideutig  bestimmt    Die  Untersuchung  der  Werthe  von  (p  +  Ti  ergiebt  ohne 
Schwierigkeil  folgende  Uebersicht 
Ist 


X 

>o. 

;'>0. 

so  ist    0  <  «  < 

iu; 

X 

>o, 

;'<ü. 

,.     „   i«  <  «  < 

X 

<o. 

y<Q, 

„       „        It   <   K  < 

ä't; 

X 

<  <i> 

F>0, 

,.    „  4^  < 

i<. 

2ic; 

y 

dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie 

OSU 

da 

nun 

nach  No 

3 

7 

K«"  - '-)  ->/.•-  1 ,  _,_ 

SO  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  No.  3,  dass  y^^  —  1    fiir  Punkte   des  obem 
Blattes  positiv  zu  nehmen  ist. 

Bezeichnet  (t)  den  absoluten  Werth  von  t,  so  erhält  man  daher 


Aresin  «  ^ 


/7(3  +  i/(,a  —  1)  -+-  2^^. 


-  arcsin(T:) 

-  arcsini^) 

-  arcsin{t) 

Die  vier  Zeilen  gelten  der  Reihe  nach  für  Punkte  der  Quadranten -)- a-, +_)>; 
+  «,  —  y,  — X, — y;  — x,+y',  dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Verwachsung 
als  Doppellinie  aufzufassen  ist,  als  Uebergang  von  der  {+  F}-Seite  des  oberen 
Blattes  zur  ( —  K)-Seite  des  unteren,  so  wie  als  Uebergang  von  der  (—  K)-Seite 
des  oberen  zur  (-H  y)-Seite  des  unteren;  (Ür  zwei  Punkte  der  Verwachsung,  die 
geometrisch  identisch  sind,  aber  als  verschiedenen  Uebergängen  angehörig  be- 
trachtet werden,   haben   die  zugehörigen  Functionen  Are  sin  z  die  Differenz  ±  ir. 

5.  Um  zu  entscheiden,  welche  Werthe  Aresin  z  für  einen  Punkt  des  unteren 
Blattes  hat,  wollen  wir  einen  solchen  Punkt  mit  {2)  bezeichnen,  zum  Unterschiede 
von  dem  im  oberen  Blatte  über  ihm  liegenden  Punkte  s.  Wir  integriren  nun 
auf  irgend  einem  Wege  (Fig.  560)  im  oberen  Blatte  von  0  bis  s  und  erhalten 


k 


--  Aresint  +  ii{<s  +  y<j^  —  1)  -+-  2-in 


Um  nun  das  Integral  von  U  bis  («)  zu  erhalten,  benutzen  wir  folgenden 
Integrationsweg:  Wir  gehen  von  0  auf  der  realen  Achse  bis  dicht  vor  +  1, 
umgehen  dann  in  einem  verschwindenden  Kreise  den  Punkt  +  I,  kehren  entlang 
der  realen  Achse  bis  zum  Nullpunkte  zurück,   und  verfolgen  dann  weiter  bis  (s) 
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den  Weg  (a),  der  im  z 
Elemente  des  Integrals 


den  Elementen  des  übe 


entgegengesetzt  gleich,  wegen  der  entgegengesetzt  gleichen  Wertlie,  welche  yi  — j' 
in  zwei  unter  einander  liegenden  Punkten  hat;  folglich  ist  entlang  a  und  (n 


/ds  C     dz 


Da  nun   das  Kreisintegral  verschwindet,   und  jedes  der  beiden  entlang 
reslen  Achse  erstreckten  den  Werth  ^it  hat,  so  folgt 


/. 


:  =^  n  —  Aresin  z  . 


Daher  ist  für  Punkte  des  unteren  Blattes 
12.  Arcsm{z)  =  v  —  Arcsim , 

wobei    z    den    über    dem   Punkte   (a)    des    unteren   Blattes    liegenden  Punkt 
oberen  Blattes  bezeichnet. 

6.  Die  Function  (1  +  z)'",  in  welcher  unter  m  ein  realer  echter  odei 
echter  Bruch  verstanden  werden  mag,  hat  einen  Windungspunkt  in  e  = 
in  dem  sie  unendlich  wird,  wenn  m  <  0;  sie  kann  daher  für  alle  Werthe,  i 
Modul  <  ]  ist,  nach  steigenden  Potenzen  von  z  entwickelt  werden.  Die  b 
mische  Reihe 

m  m(m  —  l)   „       m(m— i)(m— 2)    , 

gilt  daher  für  alle  complexen  z,  deren  Modul  <  1. 

Die  linke  Seite  ist  m-deutig,  die  rechte  nur  eindeutig.  Die  rechte  : 
reducirt  sich  fUr  a  =  0  auf  1,  und  ändert  sich  mit  z  stetig.  Constnüren  vi. 
»i-blätterige  RiEMANN'sche  Fläche,  lür  welche  (1  -t-  e)"  eine  eindeutige  Funi 
des  Ortes  in  der  Fläche  ist,  so  stellt  die  unendliche  Reihe  den  Wenh 
Function  für  die  Pimkte  im  Innern  des  Kreises  auf  der  Fläche  dar,  fiir  de 
Centrum  (I  +  s)"  =  1  ist;  die  Functionswerthe  für  die  andern  Blätter  e^ 
sich  durch  Multiplication  der  Reihe  mit  den  wten  Wurzeln  der  Einheit 

Ersetzen  wir  in  1.  z  durch  —  s*  und  nehmen  m  =  —  ^,  so  entsteht 
1  ,         1,         1-3,         1-3-5, 


^2-4  2-4-6 

modz  <.   1  . 
Die  Integration  dieser  Reihe  liefert 

■     _  i     i  ?!     \il  "1     Lil'^  '1 

Are  Stn  S^-,    —  a   '    »    ~^  a      j'k  »      *     e  '    -7     ~^ 
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Diese  unendliche  Reihe  giebt  die  Werthe  von  Are  sin  z  für  die  Punkte  z 
desselben  Kreises,  für  welche  die  Reihe  2.  die  Werthe  von  1  :  "j/l  —  z-  liefert. 
Wenn  wir  in  der  Gleichung 

z  4-  t/sS  —  1 
Are  SM  z  =  /Z —. » 

«  durch  iz  ersetzen,  so  entsteht 


Are  sin  iz  =  iL  {z  -h  ^z^  -+-  1) ; 
wird  dieselbe  Substitution  in  3.  ausgeführt,  so  ergiebt  sich 

z        \     z^        1  •  3     «•»        1  •  3  •  5 


4. 


L{z  -4-  |/^a  4-  1)  =  ^  -h 


z 
3 
modz 


2.4 
<  1. 


5 


2  .  4  .  n     7 


i'^lkr. 


7.  Wollen  wir  Are  sin  z  als  eindeutige  Function  des  Ortes  der  für  1  :  "/l  — z^ 
construirten  RiEMANN'schen  Fläche  darstellen,  so  muss  die  Fläche,  die  zweifach 
zusammenhängend  ist,  durch  einen  geeigneten  Querschnitt  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  verwandelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  zerschneiden 
wir  die  xr-Fläche  im  oberen  Blatte  entlang  der  positiven  imaginären  Achse,  und 
setzen  diesen  Schnitt  über  die  Verwachsung  hinweg  ins  untere  Blatt  fort.  (In  Fig.  561 
ist  der  Schnitt  durch  eine  Doppellinie  angedeutet,  durch  welche  die  beiden  Ränder 


\-i 


0 


+/ 


-2JV 


o 


23C 


V 


(M.  561.) 

des  Schnittes  dargestellt  werden  sollen).  Den  Nullpunkt,  von  welchem  die 
Integration  ausgeht,  nehmen  wir,  wie  immer,  im  oberen  Blatte,  oberhalb  der 
Verwachsung  und  rechts  vem  Querschnitte  an. 

Wird  femer  angenommen,  dass  Are  sin  z  für  den  Nullpunkt  den  Werth  2>&7t 
hat,  wo  nun  k  eine  bestimmte  reale  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  für  jeden  Punkt 
der  5-Fläche  die  Function  Are  sin  z  eindeutig  bestimmt,  wenn  wir  festsetzen,  dass 
die  ^-Fläche  durch  die  Ränder  des  Querschnitts  begrenzt  ist,  dass  also  die 
Integration scurve  den  Querschnitt  nirgends  tiberschreiten  darf  Um  von  einem 
Punkte  des  Querschnitts  zu  dem  auf  dem  andern  Rande  gegenüberliegenden 
Punkte  zu  gelangen,  haben  wir  eine  Curve  zu  beschreiben,  die  beide  Windungs- 

46* 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Abscissen  u^  und  u^'  der  Parallelen  zur  f^Achse,  die 
zwei  sich  deckenden  Hyperbeln  entsprechen,   die  Summe  1:  oder  Zi:  haben. 

Hieraus   erkennen    wir:    Jedem   Punkte   des   Streifens   der   ze-Ebene 
entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der  8-Fläche. 

Wenn   wir  nun  die  Function  Art  sin  z  im  Nullpunkte  statt  mit  dem  Werthe 
Null  mit  den  Werthen 

.  .  .  _  Gtu,  —  4iu,  —  2jt,  +  2jt,  +  4ir,  +  611  .  .  . 
beginnen  lassen,  so  ist  ersichtlich,  dass  den  Punkten  der  a-Fläche  immer  andere 
Streifen  der  wEbene  entsprechen,  alle  normal  zur  f-Achse  und  von  der  Breite 
3i:,  so  dass  nun  die  ganze   W-Ebene  von  solchen  Streifen  bedeckt  wird. 

9.    Das  Addicionstheorem  für  den  Arcussinus.    Neben  ded  Additions- 
theoremen flir  den  I-ogarithmus  und  Arcustangens 
Za  +  iC  =  Z(sO, 
Are  lang  z  +  Are  lang  X.  ^  Arctat^-r^ — r' 
existirt  ein  verwandtes  Theorem  für  den  Arcussinus,  das  fiir  reale  Werthe  der 
iabeln  bereits  aus  den  Elementen  bekannt  ist.     Die  Aufgabe,  die  Summe 

Are  sin  z  -|-  Are  $inX. 
einen  Arcussinus  einer  Function  von  z  und  X  darzustellen,  kann  geometrisch 
jelöst  werden:     Sei 

Are  sin  z  ■'=  u  +  iv ,       Are  sin  t  ^  11  +  (B  , 
st 

Are  sin  z  +  Are  sin!^  =  u  -^  u  +  i{v  -h  )i) . 
Der  Geraden  der  w-Ebene,  die  im  Abstände  a  +  11  zur  K-Achse  parallel  ist, 
ipricht  ein  Hyperbelast  der  z-Fläche;  der  Geraden,  die  im  Abstände  v  -i-  V 
t'-Achse  parallel  ist,  entspricht  eine  Ellipse  der  si-Fläche;  der  Hyperbelast 
mit  der  Ellipse  auf  der  e-Fläche  nur  einen  wirklichen  Schnittpunkt;  wird 
;er  mit  Z  bezeichnet,  so  ist 

Are  sin  z  +  Are  sin  t  ^  Are  sin  Z , 
I  ist  Z  die  Lösung  der  Aufgabe. 
Frei  von  geometrischen  Betrachtungen  erreichen  wir  das  Ziel  folgend ermassen: 
Wir   bestimmen    zunächst    den  Functionszusammenhang    zwischen  z  und  t,    flir 
welchen  die  Gleichung  erfüllt  ist 


1. 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  unendlich  kleine  von  «  und  C  herrührende 
Zunahmen  beider  Integrale  die  Summe  Null  haben  müssen,  dass  also 

dz  dl 

yi  — s*      1^1  —  :» 

Werden  die  Nenner  beseitigt,  so  entsteht 
Hier  integriren  wir  theÜweis  und  erhalten 


J   Wi-t'     Vi-'') 


Das  letzte  Integral  verschwindet  gemäss  der  Gleichung  1.,  daher  ergiebt  sich 
der  gesuchte  Zusammenhang  zu 

3.  zY\^^  +  cyi  — 2*  =  7- 

Um  den  Zusammenhang  der  Constanten  ■[  und  e  zu  erkennen,   vergleichen 
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COS  s  =  Are  sin  1  —  Are  sin  z  , 
lind  benutzt  2.  indem  man  s,  durch  1  ersetzt,  so  folgt 
,    3-  Are  ces  s  =  Are  sin  "(/l  —  s*  . 

!  Welchen  Werth   der  Quadratwurzel   man  hierin  zu  nehmen  hat,    ist  ebenso-* 

wenig  unbestimmt,  wie  bei  den  Quadratwurzeln  im  Additionstheorem. 

Ist  Are  eosz  =  w,  so  gehört  zu  jedem  w  ein  eindeutig  bestimmtes  s.  Wir 
definiren  die  Function  t  ^  cosw  als  die  Zahl,  welche  der  Gleichung 
genügt 

es  ist  mithin  cosw  eine  eindeutige  Function  von  w.  Aus  der  Vieldeutigkeit  von 
Arecoss  folgt:  Die  Function  cosw  ist  periodisch  und  hat  die  reale 
Periode  2it.    Aus  3.  folgt  

4.  cosw  =  yi  —  sint-m . 
Schreibt  man  für  1. 

Are  sin  z  =  ^ir  —  Are  eosz, 
und  setzt  Are  cos  e  =  w,  so  folgt  s  =  sin(^i:  —  w) ,    oder 

5.  cosw  =  sin{^T:  —  w) . 

Durch  5.  ist  vollständig  bestimmt,  welcher  Werth  der  Quadratwurzel  in  4. 
zu  nehmen  ist     Femer  folgt  aus  5.  und  No.  7 

6.  eos{u  +  iv)  ='  n cosu  —  i ^ sinu. 

Setzt  man  im 

Are  sin  z  4-  Are  sin  >i  =  Are  sin  (z  "/l  —  ; «  +  Z^/lr-z^), 
Are  sin  z  =  w ,       Are  sin  j;  ^  w  , 
so  folgt 

7-  ««(m/ +  w)  =  sinwcosxß  +  eoswsinw, 

imd  hieraus,  wenn  man  w  durch  -^k  —  w  ersetzt, 
8.  eos(7v — lo)  ^=  eoswcosm  -t-  sinwsinra. 

12.    Ist    Kf  =  Are  sin  z,    so  ist 

äz 

am  ^     ,     . .       , 


nithin  äz  =  yi  —  «'  äw , 

I-  i-  dsinw  =  coswdw. 

Hieraus  folgt,  dass  die  für  reale  w  bewiesenen  Differentialquotienten  des 
iinus  und  Cosinus  auch  für  comjdexe  to  unverändert  gelten.  Da  nun  sinw  und 
osw  für  alle  endlichen  w  =  u  -^  iv  endlich  bleiben,  so  folgt,  dass  die  Tavlor- 
chen  Reihen 


Sinw  =  w  - 


1.2-3      1 -a-a^-ö 


"""'-'        a.2  ^  1-2.  3-4         1-2-3-4-5-6  ^ 

Ur  alle  endlichen  Werthe  von  w  gültig  sind. 

§  16.    Definition  des  elliptischen  Inte^als,  Reduction  auf  die  Nonnal- 
formen;  Vieldeutigkeit  elliptischer  Integrale. 
1.    Unter  einem   elliptischen  Integrale  versteht  man  jedes  Integral  von  der 
'orm 

//(s,  yas*  +  bz^  +  cz^  -(-  dz  ■¥-'~e)  dz, 
'obei  /  eine  rationale  Function  von  z  und  der  Quadratwurzel  bezeichnet,  unter 


72« 

der  Voraussetzung, 
Coefficienten   a  .  . 
oder  cyklo metrisch 
2.    Wir  beschä 
« 
durch  eine  rationale  Substitution  zu  transformiren.     Zu  diesem  Zwecke 
zerlegen  wir  den  Kadicanden  in  seine  linearen  Faktoren;  es  sei 
«■+..  +  ,-  »(.-,)  (.-K(,:-i)(.-8). 
Hierauf  setzen  wir 

U 
'  =  V 

worin  1/  und  F  Polynome  einer  neuen  Variabein  i;  bezeichnen  mögen,  und  iwji 
beide  vom  C.rade  /,  oder  C/  vom  Grade  f,  V  vom  Grade  p  —  1.  Hierdurch 
erhalten  wir 

yaz*  -(-  .  .  +  .  =  l-^y^u-:LV){u-%y){u--iV)ii/-m- 

Soll  nun  der  transformirte  Ausdruck  nicht  wesentlich  complicirter  eischeinen 
als  der  ursprüngliche,  so  miiss  die  rechts  stehende  Wurzel  in  das  Produkt  einer 
rationalen  Function  mit  einer  Wurzel  aus  einem  Polynom  vierten  Grades  jm- 
fallen;  es  müssen  daher  in  der  Function 

{_u-r,y){(/-^v){u--iV){U-5y) 

alle  linearen  Faktoren  doppelt  vorkommen,  ausgenommen  vier,  welche  dann  den 
R.idicanden  zusammensetzen. 

Zwei  der  vier  Functionen 

U  —  ■xV,  U  —  ^V,  U  —  sV,  1/  —  $v 
können  nicht  einen  gemeinsamen  linearen  Faktor  haben;  denn  derselbe  würde 
dann  auch  gemeinsamer  Faktor  von  U  und  K  sein,  während  doch  als  selbstver- 
ständlich vorauszusetzen  ist,  dass  1/  und  F  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben. 
Die  noch  unbestimmten  Functionen  6^  und  Fsind  daher  so  zu  wählen, 
dass  ausser  vier  einfachen  linearen  Faktoren  jede  der  Functionen 
U -iF,  U—^F,  U—tF,  t/— 5  f'  nur  lineare  Faktoren  doppelt 
enthält. 

3-    Es   ist  be merke n s werth ,  dass  durch  jede  solche  Substitution  d»s 
einfachste  elliptische  Differential,  als  welches 
dz 

zu  bezeichnen  isi 


Ja{.- 

-,)(.-8) 

o  in  ein  Differential  von  derselben  Form,  t 

Ist  nämlich  in  Folge  der  Substitution 


SD    ist 

^    ^J'_ ^_^     ^_        J ivi^_„i''\i' 

Jeden  linearen  Faktor,  der  in  U —  iF  doppelt  vorkommt,  enthält  M  läSr 
fach;  es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  jeder  solche  Faktor  auch  in 
FW  —  UF'  aufgeht.  Hierzu  bemerken  wir  zunächst,  dass.  wenn  die  ganic 
1  tpQ  den  linearen  Faktor  ml  ■+-  n  doppelt  enthält,  wenn  also 
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9(0  =  (/«;  +  «)s.^,(o, 

(Ür  den  Differentialquotienten  nach  t  sich  ergiebt 

.       <f-  =  {ml  -f-  «)»  ■  f  +  2m  («;  +  n)-i/ 
=  («:  +  «)  [(«i:  +  «)f  +  2m4.]. 
Wir  sehen  daher:    Jeder  lineare  Faktor,  der  in  9  doppelt  vorkommt, 
theilt  auch  f'. 
Da  nun 

yir  —  UV  =  V-- 


und  da  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  jeder  Doppelfaktor  von  U  —  « f 
auch  ein  Faktor  von  d{U — i.V"):d'i  ist,  so  folgt,  dass  jeder  Doppelfaktor  von 
U—nV  auch  Faktor  der  Function    VIT  —  UV  ist. 

Die  Function  M  ist  vom  Grade  2/  —  2.    Sind  U  und  V  beide  vom  Grade/, 

etwa 

U  =  m',t  ^  «,  ;/>-!  +  m^lP~-l  +  .  .  . 

v=  «:>  -(-  «1:^-'  +  «,:/-3  +  . . . 

so  ist 

VW  —  UV  =  {nlt  +  «,;>-!  +  .  .)  •  [/»/;/-'  +  (/—  DmiC'-^  -t-  -  -) 

-  (m:a  +  «,,;/-1+.,).[^„;/-i  +  (^^i)„^;/-2  +..) 
=  {mn^  _„«,)i;V-i  + 

Ist   V  vom  Grade  /  —  1 ,  etwa 

V  =  «!;/-i  +  «,  ;/-2  +  .  .  . 
so  ist 

yU'  —  UV  =  (»y-i+«,;A-2+.  .)[^mr^-i-K/_l)«,!:/-2+..] 

-  («C/  +  M,  !:/-l  +...)[(;,  -  l)«t^-S  +  (/  -  2)«,  t^-S  +  .  .) 

=  ff»«i:>^-3  + 

In  beiden  Fällen  hat  also  VU  —  UV  den  Grad  1p  —  2.  Da  nun  M  und 
VU'  ~  UV  gleichen  Grades  sind,  und  jeder  Faktor  von  A/'auch  in  VU  —  UV 
enthalten  ist,  so  folgt,  dass  der  Quotient 

VU'  —  UV 
M 
eine  reine  Zahl  ist*). 

4.   Jede  lineare  Substitution 

nügt   den   angegebenen  Bedingungen   in    einfachster  Weise;   denn  in  diesem 
ille  ist 

U  =  \  -^  V'',       r=  l  +  vi, 
io  sind  U  —  aV  .  .  .  sämmtlich  linear.    Man  kann  daher  über  die  unbestimm- 
1  Zahlen  \,  )ji,  v  so  verfügen,  dass  der  Radicand  des  transformirten  Differentials 

«iC*   +  ^it*  4-  1^1 ;  +  1^1 ;  +  «I 
(le  möglichst  einfache  Gestalt  erhält,  nämlich  so,  dass 

a,r4  .+.  i^;s  -r  .  .  +  ^   =  -4(1  —  ;')(!  —*»;'), 
orin  k  noch  unbestimmt  ist. 

Alsdann  hat  c,  I^*  +  .  .  die  linearen  Faktoren 

c_,,   :+,,  t-'j,   :  +  i. 

Den  Werthen  von  Sj,  für  welche 

•  (>-•)(■■-  P)  (-  -!)(•-  «) 

•)  Jacobi,  Fnndamenla  nova  theoriae  fuDctionum  ellipticaram,  Regiomonti  1839.  §  3,  4. 
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Hieraus  folgt  weiter  die  Transformadon 

13.  0  —  r»l(i  —  i»r») 

(1  -«)(»-   J)  (*-, )(1-   8)   -i (/^,y        ". 

Aus  10-  folgt 

H.  x_.»J(._p)(,_i),        l_|)_4(.-P)(v  +  l). 

Aus  4.  und  5.  erhalten  wir 

i  =  5  [(t  +  ä)  +  ^  h  - «)] . 

und  hieraus  weiter 

15.       >--,-\i-,-»{i->).    »-ä-ift-«)(j  +  i). 

Somit  ist 
16.     (1  -.)(»-  B  (i  _  ,)  (l  ^  8)  _  1  (.  -  il)=  (,  -  S)'  (1  -  v')  (1  -  ^)  ■ 
Daher  ergiebt  sich  schliesslich 

y^  .)  («  -  P)  (»  -  ^»-1) 

i(,  _  p)(,  _  8)]/(i-v=)(i-^).^-j-L.^, .  Vd-od-i'i:'). 


Durch  Differentiation  der  Formeln  12.  erhalten  wir  zunächst 

1    +   V  k   +   t 

rfa  =:  —  (X  —  «)  .  (-[^77^  d',,       dz=  ~{\  —  -f)  •^i^^Qi-^t, 

</»  =        (X  -  P)  ■  (J^^^  -^C,       ''»  =        (^  -  3)  -^iVvO^^'^- 
Durch  Multiplication  dieser  Formeln  ergiebt  sich  in  Rücksicht  auf  16. 

A=  y  ]/i(.  -  f.)  (7  -  ä)(i  -  V*)  [\~'ffj  ■  (T^- 

Fllr   das   einfachste   elliptische  Differential  haben  wir  somit 
aosformation 

ä*_  _      __  _  2 1/* 


y<.Cjt-<i){«-ft)(a-Y)(*-5)     i/a{« -  p)"(7  -"ej  >/(i  - c»)(i  - *'!:') 

ö.    Ist  5  unendlich  gross,  so  verschwindet  in 

az'   +  bx^   +  cz^  -\-  dz  +  e 
1er  Coefficient  a  und  das  Polynom  rediicirt  sich  somit  auf  ein  Polynom  dritten 
Cjrades 

bz^  +  cz'   +  ds  +  e  =  i{z~  a)(z  — {1)(3  — 7}. 
Aus  No.  4,  0  folgt  für  3  =  00 


1. 

Femer  folgt  aus  No 
•  In  Rücksicht  auf  2. 

und  anstatt  No,  4,  18 

( 

.4,5 

haben 

,1  -f 

V  =  i. 
an  Stelle  von 

No.  4, 
-1)- 

13 
<1- 

-C=)(l- 

*>£•) 

(1  +  *0' 
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(i -!«)(?+/) 

(1 +/)(!-?) 

(l-;)(i- 

.  folgt  weiter 


■  (H-/l)(l  +  ?)'       p-1  (1 +/)(!■ 

i  ergiebt  sich  durch  Multiplication  und  Division 


ll  +  ?J         <>  - 


i  —  S" 
Sind  a,  p,  7,  S  rea!  und  a  >  ß  >  7  >  Ö,  so  folgen  ans  8.  und  9.  reale 
Werthe  flir^  und  y.  Sind  a  und  fl  real,  7  und  S  conjugirt  complex,  so  sind  auch 
I  —  Y  und  o  —  3,  sowie  ß  —  f  und  ^  —  o  conjugirt  complex,  mithin  die  rechte 
Seite  in  Gleichung  8.  real  und  positiv,  folglich  fi  real.  Ist  7  ^=  Vi  +  la'j 
ä  =  -(,  —  -jj/,  so  ergiebt  sich  f^r  die  rechte  Seite  von  9. 


<»  — Tl  +-ra'-    P  — 1.  +7a' 
Hierin  sind  Zähler  und  Nenner  conjugirt  compJex;  der  Quotient  der  Quadrat- 
wurzeln ist  mithin  ebenfalls  der  Quotient  zweier  conjugirt  Complexen,  also  erfcält 
man  aus  9.  ein  Resultat  von  der  Form 


i  sofort  hervorgeht 


also  ist  ^  rein  imaginär. 

Sind  *  und  p,  sowie  f  und  6  conjugirt  complex. 


11 


u+/;  ~(-, -1,) 


-li)'    {°i  --rJ  +  C^t+Ta)' 


(aa+7,)(     («I  -7i)-{«a-'rs)'' 

U  +  ?j  ~  (<-.  -  -/i)  +  («.  -t-  1.)  '■  ■  («.  -  Tl)  -  («8  -  1,)  i  ■ 
Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seiten  sind  bei  beiden  GIbichungen  conjugirt 
complex,  daher  folgen  aus  beiden  rein  imaginäre  Werthe  fiir  p  und  ?. 

Setzen  wir  P'  =  ^i  '      ?*  =  ^k  . 

so  liaben  wir 

wenn         1,  p,  7,  ö  real  sind  ^,  >  0 ,     ig  >  0 , 

12.       „     nur«  und  p       „       „  *,  >0,     (ij<t), 

„  a  und  p,  sowie  7  und  ä  conjugirt  complex     ^,  <  0,     ^3  <  0 . 

Ist  S   unendlich  gross,  reducirt  sich  also  "j/ä  auf 

VH' -')('->){'-!) , 

SO  folgt  aus  8-  und  9. 


i6.    DefiDition  des  elliptischen  lategrals,  Rcduclion  nuf  die 


und  liaben 


C.    Ist  a,   >  0,    i,  <  Äj  <  0,    so  kann  i  alle   real. 
Die  Substitution 


-  i'f- 


-v^^ 


liefert 


VCr- 


■  >')  {I  - 


-<;  _  _ 

D,   Ist  rtj  <  0,  i,  >  Äj  >fO,  so  muss  ;*  zwischen  A, 


<0,   ^, 

V 

', 

4    iA-'> 

ergiebt  sich 

yi- 

Vi- 

<0,  »0 

K    h 

yx. 

>o, », 

1 

F..    Ist  », 
und  erhalten 

«,*.     V'(l-i') 
muss  C«  <  «,  » 

/^ 

äX. 

I 

r^-Vi'    a 

-o,(», 

-  *!)  y(i  -  i 

Im  Falle  a,  <  0,  i*,  <  *j  <  0  ist  die  Wurzel  flir  j 
Fuhrt  man  die  Substitution  A  aus,  so  gelangt  man  zu  d 
bei  A,  und  erhält  für  k  ebenfalls  einen  realen,  echten  Bn 

8.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Integrale  No.  ß,  15 
in  Tj  und  Z  die  Glieder  geraden  Grades  in  Bezug  auf  ; 
geraden  Grades,  so  erhalten  wir 

L  ~  L^  +  i:l^ 

worin  M^,  M^,  Z,,  Zj  nur  Glieder  mit  geraden  Exponen 
Durch  Erweiterung   mit  L^  —  IZj   beseitigen  wir  di' 
des  Nenners;  es  entsteht 

■^^i  _  ^lA  —  !:!.^2j^a      ;(jw^  Zi  — a 

Ualier  liaben  wir 


F^ 
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Vergleicht  man  beiderseits  die  gleich  hohen  Potenzen  von  «,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  von  B^,  B^,  B^,  .  .  .  Ä«-i,  C,  D  die  linearen  Gleichungen 
A^   =  (2«  —  1)  >^a  .  ^1  , 

A^  =  (2«  —  3)  ^>  .  ^a  —  (2«  —  2)  {p  H-  1)  ^,  , 
^3   ==  (2«  —  5)  >^2  .  ^3  —  (2«  —  4)  (>&«  -h  1)  ^2  -h  (2«  —  3)  ^i  , 
^^   ==  (2«  —  7)  >^2  .  ^^  _  (2«  —  6)  (>&2  -f-  1)  -^8  -+-  (2«  —  5)  ^3  , 
^.   ==  (2«  —  9)  >&»  .  ^5  —  (2«  —  8)  {k^  H-l)  ^4  -f-  (2«  —  7)  ^3  , 

^«_i=  3>&>  .  Ä-i  —  4  .  (>&«  -4-  1)  ^*-2  4-  5  .  Ä-3, 

^«     =  2  .  (>^»  -+-  1)  Bn-\  -h  3  .  Ä-2  H-  C, 

0     =  Bn-\  +  i:>. 

Aus  den  ersten  n  Gleichungen  ergeben  sich  die  n  Unbekannten  /?j,  j^g,    .  . 
Bn~\t  C\  aus  der  letzten  folgt  Z>  =  —  B„-i. 
Statt  des  Integrales 


betrachten  wir  das  folgende 


■|/(1— «»)(1— >&2z'i) 


«V* 


;22)(i— >^2^2) 


10.    Das  Integral 


äz 


(1  -h  \z^y  >/(l  —  02)  (1  _  ^3^ä) 

lässt  sich  ebenfalls  reduciren;  man  kann  die  Coefhcienten  A^,  A^, . . ,  B^,  B^t  C 
immer  so  bestimmen,  dass 

/dz  ifR 


(1  H-  Xä«)"  ■/}? 


(l  -+-  X^s) 

1  -\-  B^z^)dz 


V^ 


(1  H-x««)-j/y?" 


Durch  Differentiation  erhält  man 

1  r2>^2^3   _(^2   4_    1)^ 


= 


^^^  —  iA.-^SA.z^^,.)^^ 


(1  -hXz^r    y  ' 


B,z^ 


z-h  A^z^  -h  . .) 
C 


i'R 


(1  4- X52)  y^"  • 


(1 4-  x^ay 

Beseitigt  man  die  Nenner,  so  entsteht 
1  =  (-  2>^n(;3  —  2)«'^  4-  [2>J»  4-  X(>t>  -f-  1)(2«  —  3)]  z^  --{k^  4-  1  —  2X(«  —  1)];^) 

•  (/^i*  4-  ^2«*  4-  .  .  4-  ^«_i»2«-8) 
4-[>&»XÄß4-(>&2— X4!»— X)«*  4- (X—>&a—l)i:»4-l][^i  4- 3^25>H-..4-(2«— 3)^1-1*2«^^^ 

-+-  (^1  4-  ^2^«)  (1  4-  X«»)*  4-  C(l  4-  X«»)«-l . 

Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  2«  4-  2;  sie  enthält  nur  Glieder  gerader 
Potenz,  die  Zahl  derselben  ist  also  «  4-  2 ;  ebenso  gross  ist  die  Zahl  der  Coeffi- 
cienten  A^^  A^^  .  .  -^«-1,  ^,,  B^^  C  Man  kann  dieselben  so  wählen,  dass  die 
letzte  Gleichung  identisch  erflillt  ist  und  hat  zu  ihrer  Bestimmung  «4-2  lineare 
Gleichungen,  deren  Auflösung  bei  gegebenen  Werthen  von  k^  X,  n  ohne  Schwierig- 
keit erfolgt. 

11.  Hiemach  sind  alle  elliptischen  Integrale  auf  drei  Normalintegrale 
zurückgeführt,  nämlich  auf 

ScHLORMiLCH,  Hamlbudi  der  Afatheiuatik.    VA.  IT.  ^y 


.'    -«.1 


.•,« ' 


Sie   nehmen 
Variable  <f  ersetz 


M 


h 


und  die  drei  Inte 

Yi  —  k^  si^ ' 
Die  Grösse  ■ 
Unterscheidung  w 
Werden  die  '. 
bezeichnet  man 
zweiter  und  dri 
plitude,  X  der  Pa 


/: 


^(?j 


12.  Wir  trän 
zweiten  Grades 
anderer  Amplitud 
wir  später  brauci 
grale  finden.    Da 

wo  1/  und   V  qua 
formation  erzieht 


ist  nach  den  Entv 
quadratischen  Fal 

zwei  die  zweiten 
beiden  die  vier  F 

Man  überzeu] 
verschieden  sind: 

-  [/  = 

-iC/  = 

V+kU  =^ 

-  u  = 

h   u  = 

~  kU  = 

V^  kU  = 

*)   LeCBNUHE,    1 
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Aus  den  Beziehungen  zwischen  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  folgen 
Beziehungen  zwischen  den  Grössen  k^  X,  a,  b,  r.  Wir  beschränken  uns  hier 
darauf,  die  aus  1.  hervorgehenden  Transformationsformeln  aufzustellen. 

13.   Den  Werthen 

^  —  1,  ^'     X'  X' 

entsprechen  F=  6^,    —  U,     U,    —  U, 

wie  die  ersten  beiden  Gleichungen  lehren.     Wir  bilden 

V—kU  b{\  -f-  ^0» 

V-^  U    -  (l-HC)(l-hXO 
und   ersetzen   rechts  t  der  Reihe   nach    durch   1   und   1  :  X,   links    V  durch   U] 
dadurch  entsteht 

2      ""  ^'2(1 -hX)  '  2      ""  ^'    2(H-X)      • 

Hieraus  ergiebt  sich  für  m  und  X  die  Gleichung 

aus  welcher  folgt 

m  =  yT. 

Ersetzen  wir  in  gleicher  Weise  in  dem  Quotienten 

rechts  C  durch  1  und  1  :  X,  links   V  durch  U,  so  erhalten  wir 

n  =  yT. 
Da  tn  und  n  nicht  gleich  sein  können,  so  wählen  wir 

»i  =  —  yT,     n  =  y\f 
wobei  von   nun   an  die  Wurzel  positiv  gerechnet  wird.     Aus  den  Gleichungen 
No.  12,  1  folgt  weiter,  wenn  für  m  und  n  die  gefundenen  Werthe  benutzt  werden, 

^'  ^+>^^""  Ai  +  yT.t;  • 

Ersetzen  wir  hier  rechts  {[  der  Reihe  nach  durch  1  und  —  1,  links  V  durch 
U  und  —  U,  so  entstehen  die  Gleichungen 

\  —  k 


Hieraus  folgt  durch  Multiplication 

b^ 
-5=1. 

Da  in  den  vorigen  Gleichungen  beiderseits  positive  Werthe  stehen,  so  haben 
wir  ^  =  ^  zu  nehmen.     Hiernach  ergiebt  sich  weiter 

1  —  yT       /Tzri 


-v\ 


daher  ist  

Macht  man  den  Nenner  rational,  so  folgt 

47» 


Dividirt  man  in   1.  links  Zähle 
S  ubstitutionsgl  eich  ung 


Hieraus  ergiebt  sich  leicht  mit  ; 


VT^r. 


yi  -  c  ■  t/1  - 


Her  Grenze  e  =  0  entspricht  :  ' 


4. 


.lyrr- 


di 


jy{i-,')(^-tu') ' 

Diese  Transformation   ist   desw« 
transformirten  Integrale  die  untere  0 

14,    Um  die  zweideutige  irradon 

V*  =  v'f 

als  eme  eindeutige  Function  des  O; 
eine  zweiblätterige  RiEMANN'sche  I 
punkte  hat;  »=  —  i  ;  A,  —  i,  -,- 
bis  —  1  und  von  -(-  1  bis  +  1  :  i  i 
Jeder  Weg,  der,  auf  das  obere  Blatt  p 
punkten  eine  ungerade  Anzahl  Male 
wird  hingegen  eine  ungerade  Anzah' 
Male  oder  eine  gerade  Anzahl  von  V 


(U.  MB.) 

Werthe  von  +  l  bis  0,  und  in  den 
des  unteren  Blattes  die  entgegengeset 

15.  Wir  untersuchen  nun  die  M 
das  zweiter  Art  sich  ändern,  wenn  ; 
Kreisbogens  beschreibt,  der  einen  Wi 

Ist  s  auf  einem  Kreise  gelegen,  de) 

s  = 

wobei  9  den  Winkel  bezeichnet,   um 

Richtung  der  positiven  realen  Achse  : 
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h 


-'W-')     V(>-''-r'"){'-i-r"){<i-o-f'*y 
^5(7-^7) A -  - p}«. ? Vil -a-,,ii)... d, . 
Jend  klein,  so  ist 

-»-|>,..)..:_V'(«-«)(.-a)(i-a) 
[/  als  endliche,  von  einander  verschiedene  Zahlen  voraus,  so 
weder  unendlich  gross,  noch  verschwindend  klein.    Integrirt 
4.    und  b.   unter  der  Voraussetzung  eines  verschwindend 
n  Grenzen  ip^  und  ipj,  so' erhält  man 

j- ■  / ,;i'T i/y ,     bez.     —  /im  yp^  ■  A  ■  j ti'f  Jf  . 

tegrale  endlich,  die  Faktoren  1  :  A  und  A  nicht  unendlich, 
he  von  "(/p  und  y^  verschwinden.   Dies  ergiebt:  Werden 


/SW    »"■l/iM''» 


itt,    die   einem  einzigen   Windungspunkte  sich   un- 

miegen,  so  haben  beide  den  Werth  Null. 

tr  realen  Achse  im  oberen  Blatte  von  0  bis  +  1,  so  erhält 


A 


)le  X  der  geradlinige  Weg  angedeutet  ist.    Das  Differential 

enze  tur  ;t'  ^=  1   unendlich  gross;  man  überzeugt  sich  aber 

as  Integral  einen  endlichen  Werth  hat. 

I  :  ■(/l  —  i'x^  hat  innerhalb  der  Integralgrenzen  für  *  =  1 

1  :  yi  —  Ä* ;  daher  ist 

1         /     äx  . 1 ^ 

T^^)  ^  vr^'iJ  yi  -xi  •''■'■  "^  yi  ~kt  ■  2  ■ 

it  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  eine  ähnliche 
cyklometri sehen  Integralen  die  Zahl  .J  n;  es  wird  mit  K 

-n  also  hat 


'-Iw- 


äx 


j  y{\  -  x->)[,\  -  k^x^) 

Windungspunkt  +  1  in  einem  verschwindend  kleinen 
diesen  Weg  entfallende  Zuwachs  des  Integrals  F  gleich 
,nn  im  unteren  Blatte  entlang  der  realen  Achse  bis  zum 
(ick,  so  haben  y^Ä,  sowie  dz  dabei  entgegengesetzt  gleiche 
Über  liegenden  Punkten  des  oberen  Blattes  bei  der  Inte- 


74»  1 

grarion  von  0  bis  1.  Wird  dahe 
realen  Achse  von  0  bis  +  1  und 
so  hat  es  den  Werth  SÄ".  In  Pu 
Achse  zwischen  +  I  und  —  1  gl 
äz  und  }^  dieselben  Werthe,  w 
der  +  1  und  —  I  in  unendlich  1 


/> 


dx 


und  das  Integral  über  den  ganze 
daher:     Wird  das  Integral 


=^ 


Über  einen  Weg  (I,  Fig.  5G3)  e 

punkte  —  1  und  +  1  einfach 

Ueber  den  geschlossenen  Wej 


ilizzT 


(M.SCSJ 

Geht  z  in  einem  verschwind^ 
nehmenden  Winkel  um  den  Punh 
läuft  es  die  Werthe  1  +  p^>  voi 
/■|/2p{l  —  -*'),  ist  also  verschw 
der  realen  Achse  weiter  bis  zu 
\'.  k  —  p,  so  ist  atn  Ende  dieses 

Wird  a  weiter  auf  einem  vei 
so  durchläuft  es  die  Werthe 


und  am  Ende  ist 

Vs  = 

Auf  dem  weiteren  Wege  in 
dem  dicht  vor  +  1  liegenden  F 
wieder  ab  und  ist  schliesslich 

Durchläuft  dann  s  in  der  Rii 
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N.  »  •. 


1,  SO  erlangt  '^ R  wieder  seinen  Ausgangs- 

Y 


9-^ 


0 


-Vk 


o---^o 


^//c 


X 


kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt 
werth 

1/^=  y2p(i  —  k^). 

Dieser  Weg  ist  in  Fig.  564 
durch  I  veranschaulicht  Das 
Integral  F  über  diesen  Weg  er- 
streckt besteht  aus  den  beiden 
Integralen  über  die  verschwindend  (m.  564 ) 

kleinen  Kreise  und  aus  zwei  geradlinigen  Integralen.  Die  ersten  beiden  sind 
bekanntlich  Null.  Der  geradlinige  Theil  entlang  des  oberen  Randes  der  realen 
Achse  liefert 

k 


1^  r dx 


y(x^  —  1)  (1  —  k^x^) 


Subsdtuirt  man  hier 


1 


X  = 


so  erhält  man  leicht 

1 
k 


yi  -  k'H^ ' 


ü  Vö^^'^ 


dx 


Vy(i-5»)(i-/i'»5»)" 


y{x*  —  1)  ci  —  -6"*»)        J  vTi  —  5*)  (1  —  ^'*^^) 

Das  letztere  Integral,  eine  zweite  charakteristische  Constante  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art,  wird  mit  K'  bezeichnet,  es  ist  also 

J  >/(l— *»)(!  — >S'»x») 

0 

Geht  z  auf  dem  unteren  Rande  der  realen  Achse  von  1  :  >&  bis  1,  so  haben 
dz  und  yR  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  in  den  am  andern  Rande  der  realen. 
Achse  gegenüberliegenden  Punkten;  daher  hat  das  Integral  von  1  :  >l&  bis  1  den- 
selben Werth,  wie  entlang  des  oberen  Randes  von  1  bis  1  :  k.  Das  ganze  in  der 
angegebenen  Richtung  über  den  Weg  Fig.  564,  I  erstreckte  Integral  F  hat  also 
den  Betrag 

Wir  überzeugen  uns  leicht,  dass  das  Integral  entlang  des  Weges,  der  im 
unteren  Blatte  unter  dem  soeben  beschriebenen  liegt,  den  entgegengesetzt 
gleichen  Weg  hat. 

In  den  Punkten  der  realen  Achse,  die  unendlich  nahe  bei  —  1  in  der 
Richtung  nach  —  1  :  >^  zu  auf  dem  oberen  bez.  unteren  Rande  der  realen  Achse 
liegen,   hat  ^R  die  Werthe*) 

y^=/Y2p(l  —  k^),     bez.  =  — /y2p(l  —  k^) 
für  die  Punkte  der  realen  Achse,  die  unmittelbar  vor  —  \ik,  nach  —  1  zu, 
auf  dem  oberen  bez.  unteren  Rande  liegen,  ist 

yOe  =  /j/2-Sp(;p^-l]  bez.  -  '•l/2-Jp(;^-l)- 

Das  entlang  des  oberen  Randes  der  realen  Achse  von  —  1  bis  —  \ik 
erstreckte  Integral  F  hat  somit  den  Werth 


*)  wenn  im  Radicanden  Glieder  zweiten  Grades  in  p  vernachlässigt  werden. 


'A 


Ersetzt  man  hier  ^  durch  —  x,  so 
Geht  X  auf  dem  untern  Rande 
haben  lis  und  "j/Ä  entgegengesetzte 
überliegenden  Punkten;  also  ist  aui 
gleich  iK'.  Verbindet  man  diese  beii 
Kreise  um  die  Punkte  —  1  und  — 
mithin  ist  das  Integral  über  den  Wi 


das  über  den  im  zweiten  Blatte  dai 

18.   Wir   erkennen   leicht,    dasi 

RlEMANN'schen  Fläche  bis  zu    einen 


y 

fcnt 

f , 

°  / 

0 

^   ',-',/ 

\ 

'\r. 

«, 
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■ral  erster  Art  als  eindeutige  Funcrion  des  Ortes  der 
teilen,  haben  wir  zwei  Querschnitte  Öi  '"'<'  Qt  ^^ 

wie  in  vorstehender  Figur. 
am  rechten  Ufer  von  Qi  zu  dem  am  linken  gegen- 
haben wir  einen  Weg  wie  a  oder  i  zu  dick  zu  legen; 
s  linken  Ufers  /•'  um  4K  grösser  als  flir  den  gegen- 
Jfers.  Von  einem  Punkte  des  in nern  Ufers  von  Qj 
ikte  des  äussern  Ufers  auf  einem   Wege  c  oder  1/; 

des  Innern  Ufers  um  üiX'  kleiner,  als  flir  den  am 
den  Punkt. 

lebe  ist  das  Integral  eindeiirig  bestimmt,  sobald  es  in 
in  (nicht  willkürlichen)  Werth  hat,  sobald  z.  B.  festge- 
,tte  im  Nullpunkte  rechts  vom  Querschnitte  den  Werth 

m-4/C  -\-  n-  IK'i 
ebene  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 
Jo.  15,  16  und  17  ergeben  sich  die  Periodicitäts- 

IntegraJs  zweiter  Art 

\  ^i^i 

dz,     Ä  =     ■  -j_    .j     im    obem   Blatte    entlang  der 

erstreckt,  so  hat  es  den  Werth 


/l/^ 


stische  Constante  für  die  Integrale  zweiter  Art;  sie 
ass  also 


=M 


Idx. 


1  ■ 

ich  kleinen  Kreise  dann  um  den  Punkt  -+-  1  bis  ins 
n  Theil  des  Weges  das  Integral /l/ÄVs  =  0. 
,len  Achse  des  untern  Blattes  haben  yG?  und  ds  ent- 
wie  in  den  darüber  liegenden  Punkten  des  obem, 
intern  Blatte 

^iRdz^E. 
Achse,  die  in  demselben  Blatte  und  gleichweit  vom 
t  -^'H  denselben  Werth.  Integrirt  man  daher  im 
gen  Richtung  weiter  bis  zum  Punkte  —  I,  umgeht 
ndenden  Kreise,  der  ins  obere  Blatt  führt,  und  kehrt 
:e  zum  Nullpunkte  zurück,  so  hat  für  den  ganzen 
tung  beschriebenen  Weg  das  Integral  zweiter 

er  Art  über  den  Weg  I  in  Fig.  5ß4  erstreckt,  so  ist 
im  obern  Blatte  genommene  Integral 


den  Grenzen  x  ^  1  und  x  =  l  :i   ent 
5  =  0.    Femer  findet  man 

1  -  *'  -  jV  (i'  -  1  +  i"i')  •=  - 
Hieraus  folgt 
J  '     l-x'  J  1/(1  -  S>) 


•/r^ 


Das  erste  Integral  rechts  bezeJchnei 


Dasintegral  zweiter  Art,  erstn 
hat  somit  den  Betrag  (-ZC^'  —  JC'). 
Integral  zweiter  Art  ist  unendlii 
Periodicitätsmodul  4£  und  den  im 

Führen  wir  die  RtEUAtm'sche  Fläch 
Integralen  erster  Art,  auf  eine  einfach  z 
das  Integral  zweiter  Art  eine  eindeutig 
einen  Punkt  auf  dem  rechten  Ufer  von 
fitr  den  gegenüberliegenden  Punkt  des 
innem  Ufere  von  Q,  ist  es  um  i-2{£ 
liegenden  Punkt  des  äussern  Ufers. 

Wir  werden  später  sehen,  dass  sii 
Multiplum  eines  Integrals  erster  Art  mi 
eine  periodische  transcendente  Functior 
Integral  dritter  Art  wird  in  ähnlicher  W 

Aus    diesen  Darstellungen  —  bis 
Integralen    erster  Art    beschäftigen    wen 
Periodicitätsmoduln  der  Integrale  zweite 

§  17.    DBS  Additionstheorem  für 

Berechnung  von  Integrale 

1.   Euler  hat  zuerst  nachgewiesen,  v 

gleichung  zwischen  g  und  Z  bestehen  mus 

/ d'        

I    ,  ui 
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eine   gegebene   Summe  G   haben   sollen.     Insofern    man   die    Zahl   G   als   ein 
elliptisches  Integral 


=/; 


% 


y\ dz_ r dz^ r dz_ 
1/(1— ;?«)  (1-/^2^2)    "^Jy^  — :j2)(1_^2;52)    "^  J  "/(l  —  jg;»)  (1  —  yfc«««)  ' 
000 

wenn 

_  g yi  —  c^) (1 — kK^)  -h  cyo  —  g^) (1  —  k^z^) 

^  ""  .1  —k^zK^ 

Beweis.  Wir  setzen  zunächst  i  als  constant  voraus;  zwischen  unendlich 
kleinen  Aendenmgen  der  Veränderlichen  z  und  C  besteht  dann  die  Differential- 
gleichung 

dz^ dl ^ 

y(l_,a)(l_^»^a;)  ^  ^(l  -  J»)  (l  - /&«  ;«) 
aus  welcher  wir  die  folgende  ableiten 

Beide  Glieder  links  integriren  wir  theilweis;  das  erste  Glied  ergiebt 

wobei  abkürzungsweise  gesetzt  worden  ist 

_  zi]^k^{z^  -+- ;»)  -  (1  -h  >^»)(i  -4-  >^ggn^)]      ^  _      2>fegig2;» 

Vertauscht  man  in  4.  z  mit  C,  so  erhält  man  das  Ergebniss  der  theilweisen 
Integration  des  zweiten  Theils  der  linken  Seite  in  3. ;  dabei  ändern  P  und  Q 
ihre  Werthe  nicht;  daher  folgt  aus  3.  schliesslich 

^  1/(1  -  e^)  (1  -  k^  c^)  -+-  cy(i  -  g^)  (i  —  ^^^^) 

5  {p\  ^^  ^      .  "^^  1 


/< 


ö  [/(i  -c^xi  —k^ri^)dz  4-  y(i  -  ir»)(i  -  ku^)di:]  =  ^, 


wobei  c  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.     Zufolge  der 
Differentialgleichung  2.  verschwinden  die  Integrale  in  5.  und  es  ergiebt  sich  daher 
die  Gleichung 
.  zy{\  -  C^)(l  -  kH^)  4-  C>/(1  -  z^){\  -^  >fe«7ä)  _ 

Setzt  man  in  1.  C  =  0,  so  ergiebt  sich  ä:  =  3;  führt  man  dieselbe  Substitution 
in  6.  aus,  so  folgt  z  =  c\  daher  ist   r  =  g,    w.  z.  b.  w. 

Substituirt  man  z  =  sinr^,  C  =  sin^,  3  ==  sina,  so  nimmt  das  Additionstheorem 
die  Gestalt  an:     Es  ist 


9 


^'  j  A(?)  +j  A(?)  -j 


d(p 


wenn 


Hf)' 

000 


i 


« 


0 

ansehen  kann,  lehrt  die  Entdeckung  Eüler's,  die  Summe  zweier  elliptischen 
Integrale  erster  Art  mit  gleichem  Modul  in  eins  zu  verwandeln.  Angewendet 
auf  Normalintegrale  erster  Art  lautet  dieser  Additionssatz:     Es  ist 


■/y(i-»'){ 


Hat  in  der  durch  di 
Ziisainmenhang  redncinen  I 
Nullpunkt  des  obem  Blatte: 


Ersetzt  man  in  7.  '|i  du 


2.    Von  der  Gleichung 


kann  man  cosi  und  A(3)   a 

cos^,  ;i{<|i)  erhalten.    Wir  wi 

Gleichung 

1-  siti 

folgt  bekanntlich 

2.  (est  •■ 
Das  Vorzeichen  in  2.  * 

3  =  0,  für  welchen  j/h3  =  . 
entsprechen  soll;  entscheid« 
Vorzeichen.     Femer  bemerl 

3.  cos 

4.  cosy 
Hieratis    können    wir    i 

durch  ganz,  willktirlicli  gew 
dann  Werthe  zu  nehmen,  w 
sin*!.  +  c 
Wir  ersetzen 

iini.  d 
wobei  t. 

und  haben  somit  zu  ersetze 

cost.  dui 

•)  Vetgl.  ScHEiXBACH,  Die  : 
Boriin  18Ö4,  pig.  109. 
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:ten  beiden  Substitutionen  die  oberen  Vorzeichen  und 

1  —  A«««V"«'+  ' 

~       1  —i^sin^fsin^'^  ' 

folgen  also  6.,    sowie  die  durch  die  gleichen  Sub- 
:rvorgeh enden  Gleichungen. 

Additionstheorem  auftretenden  Grössen  sein,  so  ent- 
spricht dem  Werthe  <^  =  0  der  Werlh  0  =  7;  daher  haben  wir  in  G.  das  untere 
Zeichen  zu  wählen  und  erhalten  somit 

1  —  k* sin^  f  sin* 4f 
Aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  erhalten  wir 
8.  ci^s-^  ^  sintf  sina ^(<^)  +  cosfcosn , 

9-  fwip  =  sin^  si/fj  \{'f)  +  cos^cosa. 

Aus  allen  diesen  Gleichungen  gehen  neue  Gleichungen  hervor,  wenn  3,  9,  <{i 
der  Reihe  r.acli  durch  9,  9,  —  ^  ersetzt  werden.     Hierdurch  entsteht  aus  9. 
10.  coja  =  —  «»ijiji«<pA(s)  +  cos^cosf. 

Berechnen  wir  hieraus  i(3)  und  benutzen  dabei  7.,   so  erhalten  wir 
A(y)  A(i].)  —  k^  smf  cosf  sJn^cos^ 

Aus  5.  und  7.  folgt  noch  die  für  die  numerische  Berechnung  von  9  brauch 
bare  Gleichung 

19  /^-,r,  —    "'"g^^i'i)  —  ftJ'wfyAd} 

""^^  -   1  -  /a«f,|./a«fi.A(?)i('|'}- 
Hiemach  ist   tanga  ^  tangijf.  ■+■  v),    wenn 

/fi^)i.  =  f^{'f)tangi/,       tang-i  =  ^{ifjlangf. 
3.    Es  liegt  nahe  zu   fragen,    ob  unter  der  Voraussetzung,  dass  f,  ^  und  « 
durch   die   in   No.    1.    und   2.    entwickelten  Gleichungen    verbunden   sind,   das 
Normalintegral  zweiter  Art 

mit  der  Summe 


■  m)  =/a(t)''?  +/i{?)''T 


in  einfacher  Weise  zusammenhängt    Wir  setzen*) 

1.  Eis)  +  E(t,)  ~  S , 

und  nehmen  3  als  gegeben,  <p  und  if  dagegen  als  veränderlich  an.    Durch  Differen- 
tiation folgt  aus  1. 

2.  i(ip)''T  +  ^{^)'i^  =  ''■^■ 

FUgt    man   hierzu    die    unter  der  für  a  gemachten  Annahme  geltende   von 
No.  1,  2  nicht  verschiedene  Gleichung 

3.  AW)'^?  +  ■iW'^'t  =  0, 
so  erhält  man 

•)  SCHLÖMLLCH,  Compcndiuin  i1.  höh.  Annlysis,  l.  Band,  2.  Aufl.  pag.  333.  Btaunschweig  1874. 


SeUt  man  den  Werth  flii 
man  leicht 

i(T)  = 
5. 

Hieraus  folgt 

6.  Ä(-p)  ±  i. 
wobei  entweder  die  oberen  od 

Setzt  man  diesen  Werth  f 

_^ 

und  hieraus  durcli  Integration 

-S(t)  +  m 

Für  (|i  =  0  wird  <p  =  a;  w 

Ei") 
Durch  Subtraction  von  de 

£iv)  +  £(+)  -  £{<.) 

Nach  No.  2,  10.  ist 

cosa  —  ci 
und  daher 

-£(?)  +  m) 

Ersetzt  man  hier  &*(")  du 

7.  £(?)  +  £ 
Dieser  Satz  wird  als  das 

zweiter  Art  bezeichnet. 

Es  ist  selbstverständlich,  c 
genügt  wird 

£ 
dann  würde  aber  sint  sich  t 
sm^,  eos^,  A(*{<)  ausdrücken  la 

4.   Aehnlich  wie  bei  Integ 
dritter  Art, 


und  nehmen  wieder  s  als  gegt 
Durch  Diflerentiation  folgt 
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(  1 ]__\  ^ 

'  (1  +  Asin' f)(l  -t-  Äsin''^  '  Ä{^) " 
durch  Differentiation 
df  ■+■  A{ili)i/'J'  =  Jt^ sitia d(siiif  sm'^) . 
)  aus  2.  ein,  so  entsteht 

^_,(«»<p)  ^  «  sinad{siH<^sin\). 
t,  ergiebt 

;i  +  A™>^7°+A.,„.t)  <"'» ""'!''  ■ 

udrUcken,  gehen  wii  von  der  Gleichung  aus 
■osa  =  cosf  cos^  —  sinif  sin^  \{ii) 

)]»  =  cos^fcos*^  =  (1  —  ««>t)(1  -  "■«*+) 
=  1-^  +  ?». 

=  !+?•—  [föjo  +  q  ^{<l)Y 

=  «M»ff  —  2f«ffA(5)  ■  q  +  k*  sin*<t  ■  q' . 

Urzung 


rf5  = 


ksini  dq 
A  —  2Bq  +  Cq'' 

dq 


Const. 


-^"""jA-^Bq+Cq'- 
stante  wird  bestimmt,  indem  wir  <)r  =  0  setzen;  alsdann 
=  lla{^,  i,  9),  und  es  ist  daher 

=  '"'"'Ja  -  is,  +  c  +  ^'""■ 

geführt,  so  entsteht  schliesslich 

IM)  _  n.w  +  i,i„,y-j_^A__, , 

ikel  f,  •('■  <*  durch  die  vom  Parameter  unabhängige 
n 

sirtfcos^i^^  +  sin^  cosf  A(f) 
"  ~  1  -~i'sin*tsin'^  ' 

tegraino(A.  ^t.)  die  Summe  na(A,  ^,  ?)+ llo(>4,  A,  +) 


die 
.  % 
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und  vertauschen  in   I.,  2.,   7.  und  10-  die  Bezeichnungen  f,  f^, 
nach  mit  9,,  y,  i,  i.     Dadurch  erhalten  wir 

2l/J 
»enn  X  =      '    ,,    «B(2(pi  —  ?)  =  Üsinf. 

Beide  Transformationen,  9.  und  11-,  sind  Air  die  numerische 
Integralen  erster  Art  sehr  gut  zu  gebrauchen*). 

6.  Bezüglich  der  letzten  Transformation  bemerken  wir 
(1  +  i) :  2  <  1,  also  X  >  ^i  und  um  so  mehr  also,  da  i  echt  g 

\  >  i; 
femer  »eht  man  sofort,  dass  ■ 

fi  <  9- 

Durch  diese  Transformation  wird  also  der  Modul  vergrössei 
plUude  verkleinert  Wenden  wir  diese  Transformation  wiederholl 
also  eine  Reihe  X,  Xf,  X,  .  .  .  von  Moduln 

1  -  ^ß-       X    -  ^^        X   -  -?>S-  1  _   2 

'-!+<•      '■>->  +  >.■      *'  -  l+l,'  ■  •  *"  "1 

und  die  zugehörigen  Amplituden  aus 

iM(2f|  —  ?)  ^=  isitif,  sift{itf^  —  7,)  =  X««f, .  «n{2yj  — 
,  ,  ,  ,  »n(27a  —  ^._i)  =  X._iH«9._i, 

so  tragt  es  sich,  gegen  welche  Grenze  diese  zunehmenden  Modi 

nehmenden  Amplituden  convergiren,  wenn  «  unendlich  wächst 

H-X,_i 

'      1  -1-  i.-i     ■ 
)  folgt 

(!->-.)■ 
'         ■  ^        1  +  i 
Wendet  man  dies  wiederholt  an,  so  erhält  man 

,  (1  -  i)'        ,_,      .(!->)'  ,-('-* 
■     1  +  i    ^(1  +  * 

'     '^^  1  +  *  ^ (1  +  *)' '    '     '^  i+* 
'    -^{i  +  ir-'' 

Hieraus  folgt,  dass  sich  1  —  X„  der  Grenze  Null  nähert, 
rasch,  wenn  i  nicht  zu  klein  ist;  also  ist 

/(MtXj,  =   1 . 
Der  Grenzwerth   von  if„   ergiebt   sich   durch   wiederholte  J 
Gleichung  ■ 

««(29.  —  9«-i)  =  K-isin^^-i 
im  Verlaufe   der  Rechnung   von   selbst;   wird   derselbe   mit  «I" 
kommt  man  schliesslich  auf  das  Integral 


K- 

t  / 

1-i.- 

Da  nun 

Vkz 

,>!.- 

i>i,  so 

-x<-^ 


*)  Die   erstere  heisst  nach  ihrero  Erfinder  LANDEN'sche  Substitution.     P 
^on*   1775. 

ScHUWiULCH,  HuJbucb  iJr  Mstbcnuiik.    B4.  II. 


w^ 
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Wächst  n  unendlich,  so  ist  daher 

/im  (a„  —  ^^)  =  0 . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Zahlen  an  und  d^  sich  einer  gemeinsamen  Grenze  ^ 
nähern;  diese  wird  nach  Gauss*)  als  das  arithmetisch-geometrische  Mittel 
von  a  und  ^  bezeichnet. 

Wenn  Or  von  dr  innerhalb  der  angenommenen  Genauigkeitsgrenzen  nicht 
mehr  von  einander  (und  von  c)  zu  unterscheiden  sind,  so  hat  fr  eine  bestimmte, 
durch  die  Rechnung  sich  ergebende  Grenze  <S>  erreicht,  und  es  ist 


/ 


^9  1      if. 


0 
8.   Auch  durch  das  Additionstheorem  allein,   ohne  Combination  mit  einer 

quadratischen  Transformation,  kann  man  ein  Normalintegral  erster  Art,  und  auf 

demselben  Wege  eins  zweiter  Art  berechnen.     Ist 

sa  ist  bekanntlich 

2.  F{k,  (p)  =  2F{k,  9O 

und  nach  dem  Additionstheorem  für  Integrale  zweiter  Art 

3.  JE(kf  (p)  =  2  E(k,  <p)  —  k^  sin<fsin^(f^  . 

Statt    der  Gleichung   1.    kann  zur  Bestimmung  des  Winkels  qjj   durch  den 

Winkel  <p  passender  die  Gleichung  benutzt  werden,  die  aus  No.  2,  10  folgt,  wenn 

darin  9 ^  für  9,  und  ^  und  9  für  cj  gesetzt  wird: 

cos(f  =  r^j^9j  —  sin^ff^  ^(9) , 
woraus  sofort  folgt 


/«9i  =  y  j 


—  cosrp 
smr    —  ■' 


Berechnet  man  einen  Hülfswinkel  7  durch  die  Gleichung 

sin^  ==  ksitif  f 
so  ist  A(9)  =  €05*1,  und 

j/«9^  =  5/»^9  :  cos\^ . 

Berechnet  man  nun  eine  Reihe  von  Winkeln  nach  den  Formeln 

siitf^^  =  sin\rf    :  cos^-^  f     stw^^  =  ksinr^^ 

sififf^  =  sin^fi  :  cosi^-^^  ,    ««72  =  ksin^^ 


sin<fr  =  ««i9r-i :  ^os^-^r-i  f 
so  ist  F{k,  9)  =  2^  Fik,  9^) 

J5(>&,9)  =  2''^(>&,9.) 
—  (j/«9«>i^7j  -h  25^9^  jm^Yj  "+"  2*  ««93  sin^^^  -h  .  .  -h  2''—i  j/«9r— i^w^Tr). 
Setzt  man  die  Berechnung  so  weit  fort,  bis  höhere,  als  die  fünfte  Potenz 
von  9  vernachlässigt  werden  können,  so  hat  man  zu  setzen,  wenn  vorübergehend 
9r  durch  9  ersetzt  wird: 

•)  Gauss,  Sämmtliche  Werke,  herausgeg.  von  der  KönigL  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  Bd.  3,  pag.  361.     1866. 
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ti  für  elliptisch«  Inlegrale.    Numerii 


ie  obere  Grenze  s  rein  imaginä 
ilex.    Ersetzt  man  s  durch  iy. 


■ngf  ein,  so  erhält  man 


I,  so  erhält 


dz 

=^  =  iF[,k\  ») 

tang<^  =  y . 
echnung  eines  rein  imaginärer 
ilen  Integrals  mit  complementä 
itionstheorems  lässt  sich  jedes 
ire  Grenze  complex  ist,  i 
naginären  Integrals  zerlege 


Jy/fl _..)(, _«...)  . 

h 

tze 

y')<.l  +  iV)  +>y(i- 

'') 

1  +  i'x'y- 

es  Realen  und  Imaginären 

eig 

*V)           yV^i-'')i 

1  - 

i  +  i> 

!:•} 

+  1)^'  +  iVl  -  «'(1  + 

i' 

+  1)»'  +4'.r']  =  «'(l  + 

k'. 

renn  a»  +  i»  =  f»  gesetzt 

wir 

■■«'^•(>'  +  *')  =  ''(1  + 

*»; 

iurch  1  -+■  i^x^y^ 

1  -,-_}-»  =  (»(!  +  iS^a_vS). 

^hmen  wir 

■''   ■"  l-i't'x'- 

Addition  von  jc> 

,       ^'(1-4'*') 

=■+■'•         l-,.^...- 

5.  und  6.  berechneten  Werthe 

iliesslich 

)x*  +  (1  +  2-&V  +  <:***  +  ^ 


n.     Entwicklung  de) 

sinw  =  s, 
och  eine  Reihe  a 
iw,  CBsecw;  es  z 

Theorie  sowol, 
unendlich  vieldei 

dem  dort  befolgt 
1  elliptischen  Int« 

ds 

,I)(l_i»z3)~ 

ischen  Form 

ie  Gleichung  z  = 
■j  betrachtet,  das 
[=:  Amplitude  vo 
ie  Umkehmng  vo 
zc  (Sinus  amplitu 

z'  =  eosamw . 
len  ist  noch  Y\ 

^Oelta  amplttudini 
bezeichnet;  sinamw,  cosamw,  ^atnw  nennt  man  < 
Gegensatze  zu  den  elliptischen  Integralen. 
Aus  2.  folgt    d<^  =  ^{f)dw,    daher  ist 
äoMW        . 
— j —  =  aamw. 
dw 
Hieraus  ergiebt  sich  femer 

dsinamw       dsinamw    damw 

dw  damw    '     dw 

dcos  amw        dies  amw     d  amw 


dw  damw        dw  " 

d^amw  dl^amw     damw 

dw  damw    '    dw 

Ueber  die  Vorzeichen  verfügen  wir  so,  dass  di 
die  Werthe  (os amw  =  \amw  =  ■+■  1  (nicht  —  1) 
2.   Bezeichnet  w  den  Werth,  den  das  elliptisc 
Punkte  der  mit  den  nöthigen  Querschnitten  versel 
welcher  w  mit  s  zugleich  verschwindet,  so  ist 
s  ^  sin  am  w . 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrals  ist  w  + 
daher  auch 

s  =  sinamiw  -\-  m-  AK ■+■  n 
Daher  haben  wir 

sin am{w  -^  m-  iX+  n  ■  ZK'i)  = 
Hieraus    ergiebt    sich    die   Haupteigenscha 


'j  Jacobi,  Fundamenta  nova  etc.,  pag.  30. 


iclioneD.     Entwicklung  derMlben  in  ToU 

der    in    No.  3    gegebenen    Wer 

,    ,„  cos  atf  ■"' 

^  '  aam 

(•"±^-      i^ 

{w  iSÄT)  =  —  «■«« 
IwdziX)  =  —  casa, 
lw±  2Ä)  =  iamw. 

leichungen  folgt,  dass  die  Func 

sich 

im{w±4K)  =  cosamw; 

dahcT  die  reale  Periode  iK. 

osam{w  ±  iK'),  \am(w  ±  iJC') 


yS 


=  iK\  so  wird  « 

namw 

=    oo 

=  —  '<        Xami 

K' 
K^  = 

-/. 

in  Addition  sgleichungen 
=  iA-',  so  erhält  man 

Zähler 

W  -H  iJC)  = 

ksin 

amw' 

w  +  iK')  =  -  i 

\amw 

w  ■+-  iK')  =  —  , 
ndung  entsteht 

cosm 

w  tu 

sina 

mw' 

mw. 

w-^i.'iK')  =  - 
w+i-^K')  =  - 

und  7.  folgt 

+  2K+i-2K') 

-  cosamw, 

-  lam-w. 

\{w  +  i-  iK')  ^  Aamw . 
im  Anschlnss  an  die  Gleichungen 
•  hat  die  reale  Periode  iK  un 
in  lamw    hat    die   reale  Peric 

aisse  anschaulich  zu  machen,  zeic 
R,  fUr  welche  eine  elliptische  F 
nltte  der  realen  und  der  imagv 
tion  verseil  windet,  unendlich  gros 
leit  wird,  sind  der  Reihe  nach  du 
pelte  verticale  Striche  ausgezeichn' 


ionen.     Entwicklung  derselben  in  rolenzreihen 

infolge  der  realen  Periode  iK  dieselbi 

Parallelen,  sind  auf  Parallelen  zu  OA 
T  realen  Achse  um  Vielfache  von  iK 
eser  Parallelen,  die  einem  bestimmten 
gehenden  Parallelen  zur  realen  Achse. 

durch   Parallele  zu  OA,  welche  die  P 

-  4ä:,       0,       iA",       8Ä" , 

en  Achse,  welche  die  Punkte  enthalten 
i-IK',  0,  ilK',  iiK',  ..... 
Parallelogramme;  eins  derselben  hat  i 
2JC'. 

Ilelogramm,  so  nimmt  cos  am  w  alle 
an.  Denken  wir  uns  wieder  jeden  Pc 
lörigen  Werthe  von  cos  am  w  behaftet,  s 
in  einem  andern  Parallelogramme  e 
rir  das  erstere  mit  dem  letzteren  durd 
gen. 

hat  die  reale  Periode  2Ä"  und  die 
i-A^K';  daher  ziehen  wir  in  der  w-Ebene 
Parallele  zur  realen  Achse  durch  die  Punkte 
...— «-8.Ä".  ~iAK',  0,  i-AK\  t-BK',... 
sowie  Parallele  zur  imaginären  Achse  durch 
die  Punkte 

...  — 4^",  —  XÄ",  0,  iK,  4,K,  ... 
Durchläuft  w  das  Rechteck,  das  die 
Ecken  hat  0,  2^",  2Ä'+i.4Ä",  i ■  iJC,  so 
nimmt  Aamw  alle  möglichen  Werthe  an. 
Denken  wir  uns  auch  diesmal  die  Funkte 
dieses  Rechtecks  mit  den  zugehörigen  Func- 
donswerthen  behaflet,  so  erhalten  wir  die 
Functionswerthe  (Ur  die  Punkte  eines  andern  ... . 
der  Rechtecke,  indem  wir  das  erstere  parallel 
verschieben,  bis  es  mit  dem  letzleren  zu- 
sammenfällt. 

8.     Setzt     man     im     Additionstheoreme 
ip,  =  w,  so  folgen  die  Formeln 


■5r    0 


^    P 


fJCti 


■-  o   r- 


0  -Sr 


ff I    - 

— LI — !_- 


(M-ses.) 


sinamiw  = 


\  -  kU^ 


,j sin^a-, 


w\^amu 


1  ' 


i'amw  +  9'j 


1   ■ 


\am'iw  ■■ 
Setzt  rr 


A'afflM 


-  k^si 


A>st 

-  "ik^  sin' amw  +  i» 

1  —  i^sin*  amix)  1  —  k-sin^am\ 

i  der  zweiten  Gleichung  w  =  JA",  so  erhält  man 
1  _  'isin^amiiK  •+-  k'sin*am^K  =  0. 
In   Rücksicht  darauf,   dass  sinam^K  positiv  und  kleiner  als   1 
hieraus  die  Werthe 


K 


K 


"vT-- 


Ife  c 


adra 
etzte 
■  V( 


enU 
)uer 
die 
la  e 


den 
rund 
en  I 
ndlii 
»Pu 
ctes 
nd  E 


iionen.     Enlvricklung  dersel 

=  1/(1 -.>)(! -i'i." 
tt  nur  ein,  wenn  t  =  - 

iX'  +  2«-Är  +  ifii/ 

einen  geschlossenen  1 
einem  Anfangswerthe 
n  uns  dabei  darauf  besc 
issen,  der  einen  dieser  ! 


sschreibt  v  =  ppf  ein 
iesst  keinen  Punkt  ein, 
le  desselben  Wegs  dei 
i  auch,  fllr  sinamw, 
t.  Hieraus  folgt,  das 
'w  einen  geschlossene; 
deutige  Function  von  ; 
iutige  Function  von  w  ii 
deutige  Functionen   vo 

RiEMANN'schen  Variabeinfläche  sind,  so  folgt,  dass  au< 

deutige  Functionen  von  w  sind. 

10.  Die  elliptischen  Functionen  «ad/n»,  cos  ama 
endlich  innerhalb  des  mit  dem  Halbmesser  Ä"  best 
lassen  sie  sich  in  Potenzreihen  entwickeln,  die  fi 

Da  sin  amw  mit  w  das  Zeichen  wechselt,  cos  an 
so  folgt,  dass  die  Reihe  für  sinamw  nur  ungerade, 
nur  gerade  Potenzen   von  w  enthalten;   wir  haben  d 

eos  amw  ^=     1     +  b^w^  -\-  b^  w* 
Aamw  ='     1     -h  CjW^  +  c^  w* 
Zur  Bestimmung  der  a,  b,  c  bedienen  wir  uns  dei 
Coefficienten.    Nach  No,  1,  3  ist 

dsin  amw 

-   ■■■,■    ■ —  ^  cos  amw  ^am-, 

Differenziren  wir  nochmals,  und  benutzen  die  F 
I  und  Aamw,  so  erhalten  wir 

^5^ --('  +  *■)"««»»  + 

Setzen  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  < 
ein  und  vergleichen  die  gleich  hohen  Potenzen  von 
CoefÜcienten  a,, 

3  ■  2  •  a,  =  — 

5 .  4  ■  «.  =  - 


i3-12-. 


(i'+V)V 

(l  +  i>)a, 

+  Wa,'  , 

+  Sk'ifu, 

(1  +  i^)  a. 

+  64'(»,'« 

(1     +    i")   ög 

+  2i>(3«,« 

(1  +**)a, 

,+  ii'{3a> 

Entwicklung  derselben  in  Potenzrt 

>dukte  je  zweier  der  Functionen  sinai 
wir  die  soeben  entwickelten  Reihen  ns 

cosamw  •  ^amw 
>     ,        1  +  14*»  +  A*     , 


1-2-3-4 
1  +44**  - 


a        j        16  +  44*'  +  k*        j 
■i'^    "^      1-2-3-4-5     '"" 
moäw  <  K' . 
die    elliptischen    Functionen    in 
er  wollen  wir  die  FouiUER'schen  Reihei 

^.w  .  -..V.-U1.  y  ^./  o^,l  i^eriodisch  und  habe  die  reale  oder  compl 
sie  sei  femer  endlich  und  eindeutig  inner- 
halb eines  unendlichen  Streifens  A^  /j, 
ßa  Bi,  dessen  Ränder  mit  der  vom  Null- 
punkte nach  dem  Punkte  w  gezogenen 
Geraden  parallel  sind.  Nach  der  Voraus- 
setzung zerfällt  dieser  Streifen  in  ci 
gmente  Rechtecke,  deren  in  der  Richtung  , 

I    des    Streifens    gemessene    Länge    <^g  A^ 

'  einer  Aenderung  des  a  um  den  Periodi- 
citätsmodul  «a  zugehört,  so  dass  filr  hoino- 
loge  Punkte  dieser  Rechtecke  /{z)  den- 
selben Werth  hat. 

Wir    führen    eine    neue   Variable  t 
durch  die  Gleichung  ein 

1-  ,^'= 

und  setzen  /  =  re"'*;  dann  ist 


Bewegt  sich  s  auf  einer  Parallelen  zu  A^  A^ ,  so  durchläuft 
j  +  Mio,  wobei  m  real  ist.    Gehören  r^  und  ft,  zu  *  +  mm,  so  i 

s.  ,  +  „„  =  _j:Lfr, +ii9,. 

Durch  Subtraction  von  2.  und  Division  durch  ui  ergiebt  sich 

---s't  +  Ä*»'-»)- 

Da  m  real  ist,  so  folgt  hieraus  r^  ^  r\  femer  folgt  fUr  m  = 
d,  =  8  -4-  2ic;  beschreibt  also  »  eine  Parallele  zur  Strafenrichtu 
sich  t  auf  einem  Kreise,  schreitet  x  um  u  fort,  so  durchläuft  t  eine 

Hieraus  folgt,  dass  den  Normalen  zur  Streifenrichtung  ir 
Strahlen  durch  den  Nullpunkt  in  der  /-Ebene  entsprechen. 

•)  Briot  et  BOUQUBT,  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  z.  iä.  Paris 
KtimcsBERCER,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  EUipt.  Funct.,  Leipzig  1874 
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Gehören  nun  zm  A^Ay  nnA  B^ 
spricht  dem  Rechtecke  A^AyB^B, 
r,  beschriebenen  Kreisen  enthalte 
innerhalb  dieses  Rechtecks  eindeutig 

A- 

die  ans  /(z)  durch  Ersetzung  von  s 
fiir  den  zwischen  /-  ^  r^  und  r  =  i 
Function  (§  13.  No.   13)  in  eine  Rei: 


Wenn  man  /  wieder  durch  z  er 

4.  /(.)  -  ^ 

gültig  zunäciist  fllr  das  Rechteck  A, 
«  -(-  tu  sowohl  /{«)  als  ^  "  '  densell 
entwicklung  für  den  ganzen  zwische 
Streifen  gültig  ist 

Für  die  Coefficienten  hat  man 


erstreckt  über  einen  Kreis,  dessen 
man  z  ein,  so  entsteht 

erstreckt  über  A^Ay,  oder  eine  im 
gleiche  Strecke. 

Ersetzt    man   in   4.   und   5.   dl 
Functionen,  so  erhält  man  die  Foub 

/(,)  =  «, +  ,-^ 

die  mit  der  §  11,  No.  12  mitgetheilt 
14.    Ist/(»)  =  sinamt*}.  so  sei 


(M.  572.) 

*)  Den  bishei  aas  leicht  erkennbaren 
elliptischen  Functionen  mit  vi  lu  b«ieichae 
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unendlich  gross  wird,  durch  verschwindend  kleine  Halbkreise,  und  schliessen  den 
Punkt  2A'-f-  2 AT'/,  in  welchem  sinatnz  ebenfalls  unendlich  ist,  durch  einen  ver- 

schwindend  kleinen  Kreis  If^  H^  H^   aus,   so  ist  für  die  Function  f(z)  e~  2  a  '  dz 
JOA+jAD,  ^JD.D^D^  +SD^B  +JBC  +  JCE^  +  JE^E^E, 
+jE,O-^jH^H^H^=0. 

Wieg   . 

In  correspondirenden  Punkten  von  OC  und  AB  haben  sin  am z  und  ^~2A'' 
denselben  Werth,  dz  aber  entgegengesetzt  gleiche  Werthe,  mithin  verschwindet 
die  Summe  der  auf  diese  Strecken  bezüsjlichen  Integrale.  In  correspondirenden 
Punkten   der  Seiten  OA  und  BC  hat  sinamz  gleiche  Werthe,   zur  Exponential- 

grosse  tritt  aber  der  Faktor  e^  k  . 
Wir  setzen 

e     A-  =  ^ , 
und  haben  daher 

JOA  +  JBC  =  {\-q-'')JOA. 

Statt  des  Integrals /jff^ -^o  ^j  können  wir /Z>2 -^3-^1  setzen,  da  in  correspon- 
direnden Punkten  beider  Halbkreise  die  zu  integrirende  Function  gleiche  Werthe 
hat.  Für  die  Kreisintegrale  über  D^  Dq  Z>j  und  Hq  H^  H^  setzen  wir  der  Reihe 
nach,  indem  wir  den  Radius  mit  r  bezeichen, 

5  =  2^ -+-  AT'/  4-  re^ ,      bez.  =  4^ -+-  A"/  H-  r^'? , 
bezeichnen  die  verschwindende  Qrösse  r^'>  mit  p  und  beachten,  dass 

sin  ami^K  -f-  ICi  4-  p)  =  —  -7-^ , 

sin  am(AK  -1-  AT'/  -h  p)  =       -j—. . 

^  ^^  kstnam^ 

Somit  erhalten  wir 

2« 

0 

Wir  gehen  nun  zur  Grenze  flir  ein  verschwindendes  p  über;  da 

lim  —^ —  =  1  ,      lim  e'lK  " '  =  1 , 
stnam^ 

so  folgt 


i 


JD^D^D^  +  fffo^x  ^j  =  2r  .  q 


n       g — »«/  I 

2     .    ; .   /  . 


^-«1«»  —  1        ygtt  ^       cosnr^  —  1         "j/^" 


Hieraus  erhalten  wir 

Daher  ist 

an  -h  a-n  =  0, 

.     2:r         l/^2«+i 

Dies  ergiebt  nun  die  gesuchte  Entwicklung 

sin  amz  = 

2i:  /  Y^        .    it5  Y^  ■    3ir0  Yq^       .    5t:z  \ 

15.    Zur  Ermittlung  des  geradlinigen  Integrales 

ScnlobmiijCH,  Haiulbuch  der  M;itliem:itik-.    U«l.  U.  49 


^,7." 


Äv 


770 


Integralrechnung. 


^K 


ß 


>»itt 


COS  am  z  '  e   2/c'  äz 


0 
bilden  wir  ein  Parallelogramm  OABC,  für  dessen  Ecken  z  =  0,  4:K,  ^K'\-  2Ä''/, 

2K  -\-  2K*i  und  schliessen  die 
/^  beiden  Punkte  2-Är-h  UTi  und 
AK-^K^i  im  Inneren  dieses 
Parallelogramms,  für  welche 
cos  am  z  unendlich  wird,  durch 
gleiche  verschwindende  Kreise 
aus.  Das  Integral  erstreckt 
über  den  Perimeter  des  Parallelo- 
gramms ist  gleich  der  Summe 
der  beiden   Kreisintegrale.     In 


O  A 

(M.  578.) 

correspondirenden  Punkten  der  Seiten  AB  und  OC  haben  cos  am  z  und  die 
Exponentialgrösse  gleiche,  dz  entgegengesetzt  gleiche  Werthe;  also  verschwindet 
die  Summe  der  über  AB  und  CO  erstreckten  Integrale. 

In  correspondirenden  Punkten  von  OA  und  BC  hat  cos  amz  gleiche  Werthe 
und  zur  Exponentialgrösse  tritt  der  Faktor 

Die  beiden  Integrale  geben  daher  vereint 

(1  -  (-  ?)-]  •S<^A  • 

In  den  Kreisintegraleiv  setzen  wir 

z  =  2K^  K'i  -h  p,      bez.  =  \K  -h  K'i  -h  p, 

p  =  r'9, 
und  beachten,  dass 

Äomp 


cos  am{2K-h  K'i  h-  p)  •  ^-f?^^'+^''+P>  =  / . e""^ ^  q 


n 


ffKi 


COS am{\K  -^  K'i  4-  p)  •  <?   2A' 


(4A''+A"»+p) 


=    —   I  .  ^ 


H 


k  sin  am  p 

^am^ 
Ji  sin  am  p 


e    2^  , 


w. 


Die  Summe  der  beiden  Kreisintegrale  ist  daher 

2ic 


1 


(1— ^-««')^-T 


.f'4 


smamp  ^' 


der  Grenzwerth  derselben  für  ein  verschwindendes  p  ist 


Daher  ergiebt  sich 


^«  =  5TT-(1 


. — «Cl 


) 


Ist  n  gerade,  so  ist  ä„  =  0;  flir  ungerade  n  hat  man 

it 


Ö2«-Hl  == 


2i»-H 


mithin  ist 


kK    ^2i.+i  4.  1 ' 


Ö2«+1  —  öf_2«-l  =  0  ,         Ö2i»-+-1  H-  a-^H'-l  =■ 


2ic 


2H-4-1 


Dies  ergiebt  schliesslich  die  Entwicklung 


kK    ^2«+i  -h  1 ' 


^■^•'^^m 
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COS  am  z  = 


kK 


ih 


V^ 


cos 


TZZ 


V? 


cos 


3t:z 


t/? 


COS 


5tzz 


•       •      •   I    • 


^        2K  •   1  -+-  ^=*  """'  2^^  "^  1  -h  ^•'^  "^^  1K 
16.    Um  \amz   in  eine  FouRiER'sche  Reihe  zu  entwickeln,  haben   wir 
geradlinige  Integral  auszuwerthen  ^ 


das 


/ 


»TU 


lamze    a'     ^5 . 


0 


\ 


Wir  integriren  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Function  auf  dem  Perimeter  OABC,  in  dessen  Ecken 
«  =  0,  2Kj  "IK  -\-  ^K'i,  AK'i,  und  schliessen  die 
Punkte  K'i,  SK'i,  1K-^K'iy  IK+ZK'i,  in  welche 
lamw  unendlich  gross  wird,  .  durch  kleine  Halbkreise 
aus.  Die  Integrale  über  AB  und  CO  haben  wieder  die 
Summe  Null.  In  correspondirenden  Punkten  von  OA 
und  CD  hat  lamz  gleiche  Werthe,  die  Exponentialgrösse 
nimmt  den  Faktor  an 

^  -in 

die  beiden  Integrale  geben  daher  zusammen 

(l-9-*«)-fOA. 

Die  vier  Halbkreisintegrale  kann    man    durch    zwei  Kreisintegrale    um 
und  3 /-AT'  ersetzen;  wir  substituiren  in  denselben 

z  =  iK'  -h  p,       bez.  =  SiX'  -h  p,       p  =  re'V , 
und  bemerken,  dass 


0 


(M.  574.) 


iX' 


nra. 


A  am  {iK'  -h  p)  •  ^?~>^''^'"^p^=  - 


lam{^ . iK'  -f-  p)  •  ^"  ^^«'■^"■^P^ 


.  cos  am  p      _„ 


sm  am  p 


•^ 


«icp  . 
K 


.  COS  am  p      _3„     _!ES.  / 


stn  am  p 

Für  die  beiden  Kreisintegrale  ergiebt  sich,  wenn  man  p  unendlich  klein  nimmt, 

2 TT  (^-«  —  ^-3«) . 
Daher  ist 


it 


r— «  /7— 8« 


ö«    = 


da    a-M  =  a 


n  t 


SO  ist 


a. 


K       \—q 


n 


7C 

K 


qn 


1  -h^ 


2«» 


Ö5— M     = 


Ö5»  —  a-n  =  0 , 
2ir  qn 


2«' 


«0    = 


TT 


Dies  liefert  schliesslich 
2tc/      ^ 


^amz  -= 


IC 

2]?r 


2jc/_ 
AT  Vi 


r2 


^■KZ 


COS 


1   -f-  ^< 


COS 


Stzz 


•  I  ■ 


q^         JL  \  -\-  q^  K 

Diese  FouRiER*schen  Reihen  fiir  sin  am  z^  cos  am  z  und  ^amz  gelten  für  alle 
Werthe  von  z^  welche  innerhalb  des  Streifens  liegen,  der  sich  parallel  der  realen 
Achse  erstreckt  und  dessen  Ränder  durch  die  Punkte  ±  iK'  gehen.  Jenseit 
dieses  Streifens  wiederholen  sich  die  Werthe  der  elliptischen  Functionen,  gemäss 
ihrer  complexen  Periode,  und  zwar  bei  cos  am z  und  ^amz  mit  Vorzeichenwechsel; 
die  Fourier' sehen  Reihen  sind  aber  nur  einfach  periodisch  und  setzen  sich  jenseit 
des  Streifens  mit  andern  Werthen  fort,  als  die  Functionen,  mit  denen  sie  flir 
Punkte  im  Innern  des  Streifens  übereinstimmen. 


1- 


'■f: 


.<A^'^ 


^  M 


<a 


49' 


I 

i  •      • 


v^ 

»-^4 


r?-' 


772 


Integralreclioimg. 


17.  Aus  den  in  No.  14,  15  und  16  entwickelten  Reihen  lassen  sich  durch 
Differentiation,  Integration  und  geeignete  Substitutionen  eine  grosse  Anzahl 
brauchbarer  Reihen  ableiten.    Wir  beschränken  uns  hier  auf  wenige  Beispiele. 

Ersetzt  nian  in  den  drei  Reihen  s  durch  K  —  z,  so  entsteht 

cos  am  z 


1. 


kK 


2. 


^am  z 

q        2Ar        1  -h  ^' 
jiVi  a/^f  z 


cos 


3ir5 


2Ar  ^   1  —  ^» 


1/^  5ir 


5irs  \ 


^am  z 


2ff    /  y^        .     it«  V^^       .    3irÄ  yV''        .   OTC«  \ 

;^y>f  vn-7  ^'"^ ^K"  TTV  """äX  "^  r^HF ^"^  2Ar ""  •  j' 


3. 


1 


\amz 


T^  ^t^  (      q  IC«  ^*  2ic5 


1  -^q^ 


4. 


2>t 

Aus  den  Transformationsformeln  §  17,  No.  5. 

(1  -+-  >t')  r^x<p  sinff  1  —  (1  4-  V)  sin^ <p 


Sizz  \ 

cos  —jp-  —    •  •  I  • 


^(».)  = 


1— (1— )i')fti»»<p 


erhält  man  sofort,  indem  man  F{k,  9)  =  w  setzt, 

[,,.         1  —  it'l         (1  -H  k*)  cos  amwsin  cunw 
(1  4-^)«',   1 — ; — 7?     =  -^ A » 
^           ^        1  -h  >^  J                        aamw 

cos  am 


[d  +  *>.  5^]  = 


1  —  (1  -h  >t')  ii«*  am  w 


Aamw 

Da  nun  nach  4.  die  Werthe  9  a=  ^ic  und  ^^  =  ic  einander  entsprechen,  so  ist 


*• 


Ä". 


1 j^>         2l/J^' 

Das  Complement  zu  .        . ,  ist  r-TTif-     Aus   §  17,  No.  5,  11    eriiält  maii 


leicht 


Ersetzt  man  also 

1  —  k^ 
k  durch  :j Tr    und  w  durch  (1  -h  >J')  w , 

so  verwandelt  sich 

K  in   J(l+>^')A^,        Ä-'    in    (1-h^')^', 


^/»  a/n  w    m 


r^j  jw  tt'   m 


q   m   ^51^ 
(1  4-  /^')  sin  am  w  cos  am  w 

\cunw 
1  —  (1  -h  k^)  sin^  am  w 
damw 
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Durch  diese  Substitution  erhält  man  aus  der  Reihe  für  sinamz*)\ 

sin  am  z  cos  am  z 
^amz 
(      q         .IC*  q^ 


4ic    /      ^  .IC*  q'^         .    3ic*  q^  .    bizz  \ 


§  19.    Die  Thetafunctionen. 

1.  Die  FouRiER*schen  Reihen  für  die  elliptischen  Functionen  legen  die  Frage 
nahe,  ob  es  nicht  möglich  sein  wird,  die  Coeüidenten  an  einer  Reihe 


00  2»iu 


1.  S(z)  =  2  <*«  ^ 


— 00 


SO  zu  bestimmen,  dass  durch  dieselbe  eine  Function,  welche  ausser  der  Periode 
10  noch  eine  zweite  Periode  (t  hat,  für  alle  Werthe  der  Variabein  dargestellt  wird. 
Ersetzt  man  z  durch  s  H-  (a^,  so  erhält  man 

eo  2/«|x.«  .        2>im  . 


2tiig 

Setzt  man  abkürzungsweise  e  ^    =  ^1      so  wird 


— 00 


Soll  nun  für  alle  Werthe  von  z  die  Gleichung  bestehen 

2.  S(z  -h  fx)  =  S{z), 

so  folgt  ^  s=  1,  mithin  fj.  =  mco,  wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.  Durch  die 
Gleichung  2.  kommt  man  also  über  die  Periode  cd  nicht  hinaus,  und  erkennt, 
dass  durch  eine  FouRiER'sche  Reihe  eine  doppelt  periodische  Function  nicht  dar- 
gestellt werden  kann. 

Man  kann  nun  versuchen,  eine  Reihe  zu  erhalten,  die  dem  Charakter  der 
doppelten  Periodicität  möglichst  nahe  kommt,  in  dem  Sinne,  dass  beim  Ueber- 
gange  von  z  auf  «  H-  jx  die  Reihe  einen  einfachen,  von  der  Reihensumme  nicht 
unmittelbar  abhängigen  Faktor  annimmt;  wenn  es  dann  gelänge,  eine  zweite, 
ähnliche  Reihe  zu  construiren,  die  bei  demselben  Wachsthum  von  z  auf  ä  -f-  jx 
denselben  Faktor  annimmt,  wie  die  erste,  so  würde  dann  der  Quotient  beider 
Reihen  sich  nicht  verändern,  wenn  z  durch  «  -H  ji  ersetzt  wird.  Wir  gelangen 
so  zu  dem  Gedanken,  eine  doppelt  periodische  Function  durch  den 
Quotienten  zweier  Reihen  darzustellen. 

Die  Forderung,  dass  bei  der  Substitution  von  *  -h  ji  für  ^r  die  Reihe  1.  sich 
bis  auf  einen  einfach  angebbaren  Faktor  reproducirt,  lässt  sich  erfüllen,  wenn 
wir  die  Coefficienten  a  der  Bedingung  unterwerfen 

3.  ö«^"*  =  7-a«_i, 

wobei  7  eine  noch  unbestimmte  Constante  ist.    Denn  unter  dieser  Bedingung  ist 

_2lM. 

S{ji  4-  |x)  =  Y  •  ^    »  '  •  S{z) . 
Wir  dürfen   einen  Coefficienten   beliebig  wählen;   es  sei  ag  =  1;   alsdann 
folgt  aus  3. 

«1=7^»      <»2  =  tV»      ö|  =  tVS  •  •  •  • 


*)  Weitere  Entwicklungen  dieser  Art  und  einen  Uebergang  von  FoURiER'schen  Reihen  auf 
unendliche  Produkte  siehe  Schloemilch,  Coropendium  Bd.  2.  Abschn.  EUipt.  Funct 


t* 


^' »* 


■V.- 


rr 


■ff 


rt.^ 


y* 


1*.  *' 


*■■ 
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Um  zunächst  die  einfachsten  Bildungen  zu  erhalten,  nehmen  wir 

T  =  ±  ?-*; 

dann  wird  ^ 

a„  =  (ifc  1)«^2  , 
und  wir  erhalten  so  zwei  Formen  für  ^,  nämlich 

4.  g(_  O'/sr^-'--^«)   und   |];^(-*''-*''>. 


-oo 


•oo 


Um  ähnlich  gebaute   Reihen  zu  erhalten,  die  beim  Uebergange  von  z  auf 
z  -h  \i.  um  einfache  Faktoren  wachsen,  betrachten  wir 

5.  ^i{^)  =  2j^ne 


tu 


— oo 


Setzt  man  hier  z  -{-  \ji  für  z,  so  entsteht 


•^1  («  -+■  F^)  =  2  ^*  ^        ^     '  ^ 


Qi»-H)ic» 


to 


-oo 


Bestimmt  man  die  d  durch  die  Bedingung 

•2«4-l 

6.  ^«^       2    =  7^  -^«-1, 

so  wird 

Aus  6.  folgt 
woraus  sich  ergiebt 

Wir  nehmen 

7i   =  T  =  ±  q-^ ,      ^0  =  ^* ' 
und  erhalten 

^«  =  (dz  l)«^("+i)'. 

Für  die  Reihe  S^  erhalten  wir  somit  die  beiden  Formen 


7. 


— .oo 


-CO 


Wir  sind  hierdurch  auf  die  Untersuchung  der  vier  Reihen  4.  und  7.  geführt 
worden.  Wir  ersetzen  in  denselben  itz  :  <o  durch  z  und  iy,iz :  w  durch  —  p; 
ferner  fügen  wir  zur  letzten  Reihe  den  Faktor  /. 

Die  vier  Reihen,  welche  wir  so   erhalten,   führen  nach  Jacobi  den  Namen 

Thetafunctionen  und  werden  durch  die  Functionszeichen 

d(«,  p) ,    dl  (z,  p) ,    »2  {z,  p) ,    »3  («,  p) 
bezeichnet,  so  dass 

^{z)  =    2(— l)V-«*P-'-2«*, 

»3(2;)  =    2^-«^p-'-2«^. 

Wird  unter  ^— p  ein  realer  positiver  echter  Bruch  verstanden,  so  haben  diese 
Reihen  für  jedes  endliche  z  endliche  Werthe  und  werden  nur  mit  z  zugleich 
unendlich  gross. 

Wir  werden  nun  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Thetafunctionen  ent- 
wickeln; am  Schluss  dieser  Untersuchung  werden  wir  den  Zusammenhang  dieser 
Functionen  mit  den  elliptischen  Functionen  erkennen. 


8. 


(«@ 
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2.  Rechnet  man  je  zwei  Glieder  der  Thetafunctionen  zusammen,  die  zu  ent- 
gegengesetzt gleichen  n  gehören,  so  erhält  man  die  Reihen  in  folgender  Gestalt 

d  («)  =  1  —  2r-P  cos^z  -f-  2^-4p  cosA^z  —  2r-9p  cos^z  -f-  .  .  , 
»,(s)  =  2  VFp«««--2  V7=9p  j/«3«  +  2  ^r^ sinbz  —  ,  .  ., 
»3(^0;)  =  2  yF^^<7JÄ  -h  2  y^-9p cos 3 «  -+-  2  j/^-25p  ^^j55  4-  .  .  .  , 
0,(5)  =  1  -t-  "ie-Pcos^z  -+-  2^-4p^^j4ä  —  2e-^9cosßz  -f-  .  .  . 
Hieraus  erkennt  man  die  Beziehungen 

»«  =  »»(*«-«).   »»(»)  =  »i(iit - «). 

Bezeichnet  m  eine  £;anze  Zahl,  so  ist 

»  («  +  «it)  =  »(«),  &j(«  +  »I«)  =  (-  l^ftjC«), 

d,  (*  -h  ««)  =  (-1)-  ö,  («) ,       ftj  («  +  «k)  =  »3  (») . 
Ersetzen  wir  in  No.  1,  8  die  Variable  durch  «  -|-  J/p,  so  folgt 

ft,(*  +  i«p)  =  *V*P-''»  («), 
»,(«  +  i«p)=    ^''-" »,(«), 

Ersetzen  wir  hier  wieder  s  durch  g  +  \ip,  so  entsteht 

8  («  +  «»  =  —  «P-2*  d  («) , 

»1  («  +  /p)  =  -  «p-ai  8i  (s) . 

^"  8,(«  +  «p)=       <rP-2* »,(«), 

»,(,  +  ,»=       *P-2''»,«. 
Wenn  man  diese  Substitution  mehrmals  wiederholt,  und  dann  noch  z  —  i'm^p 
für  z  setzt,  so  erhält  man  für  jede  ganze  Zahl  m^ 

ft  («  -h  /Wj  •  /»  =.  (—  l)'«i^'«?P-2/«,«  0(^)^ 
dl  («  -^  »ij  .  />)  =  (—  l)«i  <r«?p-2*''«i*»i  (s) , 

»3(5  -¥-  m^  .  />)  =  ^"'fp-^/'«,«^^^^^ 

Aus  3.  und  6.  folgt  noch 

»  («  -h  WTC  -f-  »ij  .  /»  =  (—  l)*«!  ^'"i'p-^'-^i'd  («), 
»i(iP'-l-  wir  -h  »?i  .  />)  =  (—  l)"'-»-«i^'*?p-2''*i«di(«), 
a,(j8r  4-  WTC  -h  /»i  .  />)  =  (—  l)**  <f'«?P-2''«i«&,(a;) , 
%J^z  4-  WTC  -f-  Wi  .  />)  =  ^«?P-2/«i*ftj^(ar)  . 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  sofort,  dass  der  Quotient  je  zweier 

Thetafunctionen    doppelt    periodisch    ist;    die    Perioden    sind    von    der    Form 

M  •  TC  +  n^i^y  wobei  w  und  n  gleich  0,  1  oder  2  sind. 

3.  Die  Multiplication  der  beiden  Functionen 

b^{z)  =  s^-^'P-'"^**,       63(0  =  2^-'-'P-''2*'^ 
ergiebt  die  Doppelsumme 

Für  den  Exponenten  von  e  kann  man  schreiben 

—  2p[i(«  -^  >w)'  -♦-  i(«  —  w)>]  —  2/[i(«  -h  m)(z  -4-0-4-  K«  —  ^)(«  —  0]  • 
Die  Zahlen   «  4-  w    und  n  —  m   sind   gleichzeitig  gerade  oder  ungerade;  ,  i| 

bezeichnen  a  und  ^  ganze  Zahlen,  so  ist  also 

n  -h  fn  =s  2a ,  und  zugleich  n  —  w  =  2^, 

oder  «-Hws=2ö-|-1,     „  „         n  —  w  =  2^-hl. 

Durchlaufen  a  und  d  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen,  so  erhalten  \^ 

n  -\-  m  und  n  —  w  alle  möglichen  Werthe. 


^ 


v^ 


■■x 


*t 


-S 


•  > 
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Ersetzt  man  tn  und  n  durch  a  und  b^  so  erhält  man 

Hieraus  folgt 

1.  I>3(^)-»3(0  =  Ö3(^  +  !;»  2p).0,(^-:,  2p) -h^(;^ -+-?;,  2p).dj(«-i;,  2p). 
Ersetzt  man  hier  z  durch  \r^  —  z,    J  durch  ^tc  —  C,   und  beachtet  No.  2, 

2.  und  3.,  so  erhält  man 

2.    &(^).e(;)  =  b^(z  4-;,  2p). »3(«^:,  2p)  -  »^(^^c»  2p).o,(«-;  2p). 

Aus  No.  2,  4  ergiebt  sich  leicht 

F^rsetzt  man  hier  p  durch  2p,  so  entsteht 

»s  («  -  «>,  2p)  =  ekP+"  ■  d,(»,  2p) . 
Ebenso  erhält  man 

»^(«-»p,  2p)  =  ,ri'P+«.e,(*,  2p). 
Wenn  man  nun  in  1.  j»  durch  z  —  ^/p,  J  durch  J  —  -^«p  ersetzt,  und  No.  2, 6 
beachtet,  so  folgt 

3.  K{z)  •  »2(0  =  »»(«  +  !.  2p)  »,(2  -  :,  2p)  -!-»,(«  +  ;,  2p)  »,(*  -  t  2p). 
Werden  hier  «  und  ^  durch  >  r  —  «  und  ^r  —  J  ersetzt,  so  ergiebt  sich  noch 

»1 W  •  »1  (0  =  -  »2(2  + :,  2p)  •  »,(2  - :,  2p)  -(-  »,(2  + :,  2p)  •  »,(*-;  2p). 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht  die  folgenden 

»  (2)«  =  »s(0,  2p)  •  »,(22,  2p)  -  »,(0,  2p)  •  »,(22,  2p), 
»1  («)*  =  »2 (0,  2p)  •  », (2«,  2p)  -  »,  (0,  2p)  •  », (22,  2p) , 
»,(«)»  =  »,(0,  2p)  •  ftj(22.  2p)  4-  »2(0,  2p)  •  »,(22,  2p), 
».h(«)*  =  »j(0.  2p)  •  »3(22,  2p)  +  »ä(0,  2p)  •  »,(22,  2p)  . 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichuna;en 

»(«)«  -f-  »,(2)«  =  2»3  (0,2p)  »3(22,  2p), 
»  («)»  -  »,(»)»  =  -  2»,(0,  2p)  »,(22,  2p), 
»j(«)2  +  »,(^)»  =        2»,(0,  2p)  »,(22,  2p) , 

»i(«)'  -  »2(»)»  =  -  2»,(0,  2p)»,(22,2p). 
Wenn  man   aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  »,(2%,  2p)  und  »,(2(,  2f) 
entnimmt,  und  in  die  erste  und  letzte  Gleichung  5.  einsetzt,  so  erhält  man 
J\)j{S),  2p)_.J^(0,  2p)  _  »3(0,  2p)'- »,(0,  2p)« 

»,(0.  2p)»  +  »,(0,  2p)»  •  "W    -  «»1 W    +  »^(0,  2p)«  -+-  ö,(0,  2p)»    •»^*^  • 

2  A(0,  2  p)  »,(0,  2p)  _  »:,(0,  2p)»  -ft,(0,2p)» 

»,(0,  2p)"*"+»,(0;"2p)^  •  "^'W    -  jj;(o,  2p)»  4-  »,(0,  2p)»  '  '*i^'^    +  »»W  • 
Setzen  wir  ^-p  =  V^ ,  so  ist 

»2(0,  2p)  =  2  t/^-4-  2i/^9  -h  2  Yq^  .  .  . , 
{>3(0,  2p)  =  1   -h  2^  -^  2^*  -4-  2^9 


4. 


.'). 


(;. 


r . 


8. 


beide  Grössen    sind    daher   positiv.     Aus   der  Ungleichung  {a  —  by  >  0  folgt 
a^  -H  b^  ^^ab,  setzt  man  also 

2fr,(0,  2p)&,(0,  2p)     _ 
ft.,(0,  2p)2  -+-  »3(0,  2p)»  ~  ''' 
so  ist  >t  ein  positiver  echter  Bruch;  man  erhält  leicht 

»3(0,  2p)3  -  »8(0,  2p)2 


»%(0;  2p)3  .-h  »,(0,  2p)*  -V^       ^'-^'^ 
wobei  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist.    Durch  Einfuhrung  dieser  Zeichen  wird 
aus  7.  und  8. 


l 
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10.  k  .  d3(«)>   =  >t'Oi(«)*   -H       »jW*  . 

Wir  setzen  hierin  z  =  0  und  beachten,  dass  d^  (0)  =  0 ;  dadurch  erhalten 
wir  für  >&  und  /»'  die  einfacheren  Ausdrücke 

L»,(o)J  •    *      L»s(o)J  • 

4.    In  No.  *^,  4  ersetzen  wir  «  durch  z-h  ^f,  C  durch  ^Z,  p  durch  ^p;  dadurch 

entsteht 

hi«  -+-  / '  •  »9 W  -  »2(«  +  0  •  »8  W  =  »i(^  -^  iA  ip)  •  »i(iA  ip) . 
Hieraus  foli^t 


Aus  dieser  Gleichung  gelangen  wir  zur  Kenntniss  des  DifFerentialquotienten 
von  &2  {£)  :  ^g  (ä),  indem  wir  zur  Grenze  flir  ein  verschwindendes  /  übergehen. 
Setzen  wir 

so  ergiebt  sich 

1.  AM-       „    »i(^>  ^P) 

dz     -       *•    »,(«)»     • 

Um    rechts   die  Function  ^^(s,  ^p)   zu  beseitigen,    beachten   wir,    dass  aus 

No.  2,  3  folgt,  wenn  wir  z  durch  \t:  —  «,    C  durch  0  und  p  durch  ^p  ersetzen, 

öi(«.ip)»,(0,ip)  =  2  »,(«)»«. 
Setzen  wir 

2a 

^"  »2 (0,  ip)  ^  ^' 


so  erhalten  wir 


»,w 


3.  »,W  „    »1  {?)  ft(g) 

^^     -       P-    !>,(»)»     • 
Wir  substituiren  hier  \-r  —  z  ^x  z  und  erhalten  so 

4.  AW  =  p  »>«»sW 


9  •  I 


dz       ""  »^  %[z) 

5.  Die  soeben  gewonnenen  Differentialformeln  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Quotienten  zweier  Thetafunctionen  mit  bestimmten  Integralen  in  Beziehung  zu 
bringen.    Wir  definiren  drei  neue  Functionen /(^r),  g{z)^  h{z)  durch  die  Gleichungen 

Zufolge  No.  3,  10  bestehen  zwischen  diesen  Functionen  die  beiden  Gleichungen 

2.  k'f{zy  +  ^(*)»  =  k  •  >i(«)>  . 
Femer  ist 

3.  .=«.      .•  ^ 


Ä(0)»'     ~      /(o)»- 
Die  Gleichungen  1.  und  2.  ergeben 

5.  >i««=i,[l  -/i  ./«»]. 


'.  J 


it^ 


v... 
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6. 

also  ist 


Die  Gleichung  No.  4,  4  ergiebt  nun 

'#'-?4-V[>-i/c)']i'-wi, 


Z  = 


pi^j}/[r: 


^/« 


i/«»]  [1  -  v(«)«] 


Wir   ersetzen   hier,   um   mit   früheren  Bezeichnungen  in  bessere  Ueberein- 
stimmung  zu  kommen,  —y-^/(z)  durch  I  und  z  durch  w;  alsdann  ist 

Pjy(i  -:»)(i-iS»{:-) 

Da  6j  (a)  verschwindet,  wenn  s  ==  0  ist,  also  J  ^  0  und  a»  =:  0  zusammen 
gehören,  so  folgt 


w 


Const. 


1. 


Iw 


~JVä^ 


rfC 


C«)  (1  -  kK^) 
Die  Constante  ß :  ii'  lässt  sich  durch  das  geradlinige  Integral 


h 


=  Ä- 


1/(1 -;»)  (1-/4«  c») 

0 

ausdrücken ;  denn  dem  Werthe  C  =  1  entspricht  f{z)  =  yT,  also  bestimmt  sich 
das  zugehörige  z  aus 

ö(*)~^*  ~»,(o)- 

Dieser  Gleichung  wird  durch  «  =  ^  ir  genügt,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn 
man  in  No.  2,  2  «  durch  Null  ersetzt. 

Der  Differentialquotient  d^ :  dz  ist  für  ein  hinlänglich  kleines  z  positiv;  das- 
selbe gilt  für  »2  W^Ca)  •  ^W*  ^ur  z  <  ^u;  folglich  ist  ß  >  0  (No.  4,  4).  Damit 
I  =/(^)  von  0  bis  1  wächst,  hat  man  daher  für  z  von  a:  =  0  an  zunehmende 
Werthe  zu  setzen,  bis  man  an  einen  Werth  von  z  kommt,  der  C  =  1  entspricht 
Man  hat  daher  von  den  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  8.  (vergl.  No.  %  7) 
die  Wurzel  «  =  ^tc  zu  nehmen.     Folglich  ist 

ß 


9. 


10. 


Wird  7.  durch  9.  dividirt,  so  entsteht  schliesslich 

c 
2^ 


w 


J  V(i  -  c»)  (1  -  k^ 


c^) 


Dem  Werthe  C  =  1  :  /J  entspricht 

/(«)  =  -7= .    oder 


»iW        »,(0) 


ö(«)      »,(0)- 

Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  No.  2,  4  folgt  für  «  =  0 

»3(0)    ft»a«» 

»o(0)~»,(i'p)' 
und  aus  No.  2,  2  für  «  =  ^/p  folgt  weiter 

»»(•5'»"  »(*«-*'»• 

Daher  ist  z  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 


'<v 
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Dieser  Gleichung  genügen  die  Werthe 

a;  =  ^ir  —  ^/p  -h  2«ir  -|-  »i  •  f  p ; 
folglich  ist 


i 
k 


*^'  —  (ir  —  iip  -f-  2nr.  H-  w  .  ip)  =  1  — — === 

^    ^^  ^  ^  ^^       J  1/(1— WO 


Nimmt  man  rechts  das  geradlinige  Integral,  so  hat  man  bekanntlich 


i 
k 


0 

Man  hat  daher  «  s:  0,  undj  wenn  p  positiv  vorausgesetzt  wird,  /»  =  1 
zu  nehmen.    Hieraus  folgt 

also  ist 

A" 
p  =  it-;^. 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  No.  2,  7  folgt,  dass 

sich  nicht  ändert,  wenn  7V  um  2/«tc  -+-  m^  •  /p  zunimmt,  wobei  m  und  »ii  beliebige 
ganze  Zahlen  sind;  in  Rücksicht  auf  den  soeben  gefundenen  Werth  von  p  wächst 
dabei 

—  •  w    um     m  •  4Ar  -h  tn^  •  2/Ar'. 

IC  * 

In  gleicher  Weise  vieldeutig  ist  bei  gegebenem  C  bekanntlich  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  10.;  diese  Gleichung  ist  daher*  umfassend  gültig,  sie  enthält 
links  und  rechts  Grössen,  die  dieselben  beiden  Periodicitätsmoduln  haben.  Aus 
10.  folgt  nun 

C  =  -7=  •  j{w)  =  sm  am  —  w , 

also  ist 

^K  1       by{w) 

sin  am  —  w  =  —1=  •    »  .   .  . 

Ersetzt  man  hier  w  durch  tzw  \  2K,  so  ergiebt  sich 

sm  amw  =  —7=  •  — 7 sr  . 

Aus  den  Gleichungen  4.  und  5.  folgt 

1  —    stn^  am  =  -rgi^y  , 

also,  wenn  man  auch  hier  w  durch  irw  :  2K  ersetzt 


12. 


1 3.  cos  am  w 


s 


r« 


r. 


k* 


^^ 
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Setzt  man  die  Reihen  selbst  ein  und  bezeichnet  wieder 


p\.,  e  ^  =  f    /c""   mit  ^ , 

^^>  so  erhält  man 

sf"  15.  ^/«  am  7V  = 


'  1  —  2^  cos -j^  -h  2^*  ^<?f  — ip 2^*  ^<7^  — «: — h  .  . 

16.  cos  amw  ^= 

^4/—        irw        «  4/-T        3ira/        ^  4/-r^  Öirw 


^'  1  —  2^  r^f  -ipr  -f-  2^*  r^j  -~^^p 2^'  r^j  — «: — h 


17.  I^amw  = 

»*>                                            ,        ^          i:w        ^    ,        2Trw        ^   ^        61:0/ 
>>r  1  H-  2^^^^  öl^  -+-  2^*  cos-^ h  2^*  cos—^ h 


r  1  —  2^r^j-^  -h  2^*  cos—~p 2q^  cos—r? h  .  .  • 

^-  A  A  /k 

^*  6.    Nach  der  Betrachtung  von  algebraischen  Integralen,    welche  eine  Ina- 

«'  tionalität  zweiten  Grades  enthalten   und   einfach  periodische  Functionen  zu  Um- 

kehrungen  haben,  wendeten  wir  uns  zu  algebraischen  Integralen  mit  Irrationalitäten 
dritten  oder  vierten  Grades,  erkannten  zwei  verschiedene  Periodicitätsmoduln 
und  wurden  durch  die  Umkehrung  zunächst  der  einfachsten  Integrale  dieser  Art 
auf  die  doppelt  periodischen  Functionen  geführt. 

Man  kann  auch  den  umgekehrten  Weg  einschlagen.  Von  der  Existenz  ein- 
fach periodischer  Functionen  ausgehend,  kann  man  fragen,  ob  es  auch  doppelt 
periodische  Functionen  giebt.  Man  wird  versuchen,  solche  Functionen  durch 
Reihen  darzustellen,  deren  Glieder  selbst  einfach  periodisch  sind. 

Hierdurch  wird  man  auf  die  Betrachtungen  geführt,  die  wir  in  No.  1  ang^ 
stellt  haben,  gelangt  so  zur  Aufstellung  der  Thetafunctionen,  bildet  die  doppelt 
periodischen  Functionen  /(z),  g{z)y  h{z)  und  findet  dann,  dass  diese  Theta- 
quotienten  Umkehnmgen  bestimmter  Integrale  sind.  Auf  diesem  Wege  gelangt 
man  sehr  rasch  und  ohne  schwierige  Betrachtungen  zur  Kenntniss  einer  Fülle 
von  Beziehungen  über  die  doppelt  periodischen  Functionen;  die  Hauptsch\rierig- 
keit,  die  in  der  Untersuchung  der  Integrale  complexer  irrationaler  Functionen 
)y-  liegt,    erscheint  erst  am  Schlüsse.     Dieser  Gedankengang  war  vorzuziehen,  so 

\'y  lange  die  Theorie  der  Integrale  complexer  Functionen  noch  nicht  den  gegen- 

f.  .  wärtigen  Grad  von  Evidenz  erreicht  hatte. 

V/  7.     Wir   wollen    nun    zeigen,    wie    das   Additionstheorem    elliptischer 

Functionen  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  gefunden  wird*). 

Aus  den  Gleichungen  No.  3,  1.  bis  4.  erhalten  wir,  indem  wir  z,  C  ondf 
durch  ^[z  -hC),  \{z  —  C)  und  ^p  ersetzen, 


*)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  eil.  Integralen  und  Thetafunctionen,  §  24,  u.  £ 


1 


§  19*     Die  ThetafuDCtionen.  781 

1-      »»(« H-  0.  ip]  •  »[U'  -  0.  ip]  =  »sW  »j(o  -  »»w  »«(0. 

2.  »,  [i(*  4-  0,    ip]  •  ft,  [i(«  -  0.    ip]  =  »,W  »»(0  -  »l(«)  »8(0. 

3.       »,  [i(«  +  0 ,  ip]  •  ft,  [ii^  -  0 .  ip]  =  »j  (') »» (0  + »» w  »3  (0 . 

4-  »5[K»  +  C).   ip]  •  »8  [K^  -  0  .   ip]  =  »8W»8(0  +  »l,(«)»*(0- 

Die  Substitution  ^tc  —  «  und  ^-  —  C  für  2:  und  C  liefert  hieraus 

5-        »8[i(«  +  0.  W-  »[K«-0.  4p]=  »«»(?)-»iW»,(0. 

6.  »,«(«  +  0.  ip]  •  ft,[i(«  -  0,  ip]  =  »1« »(0  -  »(^) »i(0. 

7.  », [i(«  -t-  0,  ip]  •  »,[i(5  -  0.  ip]  =  »1«  »(0  +  » W  »i(0. 

8.  »[i(»  +  0,  ip]  •  »«»(« -  0.  ip]  =  »  W 0(0  +  »i(«) »i(0 • 

Femer  erhält  man  leicht  durch  Addition  und  Subtraction  aus  den  Gleichungen  5. 
und  8.,   4.  und  1.,   indem   man  nachher«,   C  und  p  durch  z  -h  Zt  z  —  C  und  2p 
ersetzt 
9.  2ft(«^-C,  2p).  »(*-C,  2p)  =   0(5)fts(0-hd3(«)Ö(0, 

10.  2d,(;sr-hC,  2p).fti(5-^i:,  2p)=    »  W  »«(O  -  ^3  W  ^(0» 

11.  202(«  4- C,  2p).  »,(«-:,  2p)  =  »,(«)  d,(0-   »W0(0, 

12.       2ö,(« -+-(:,  2p). ajC^-i;»  2p)  =  »,(«) »3(0-^  »W»(0. 

Durch  Specialisinmg  leiten  wir  hieraus  einige  brauchbare  Formeln  ab.    Setzen 
wir  in  9.  t  =  0,  so  entsteht 

13.  ^(z)  b^(z)  =  &(0,  2p)  ^2z,  2p), 

Aus  6.  erhalten  wir,  wenn  t  =  0,  2  z  für«,  2p  für  p  gesetzt  wird, 

14.  dl  («)  »a  (z)  =  d(0,  2p)  »1  (25,  2p) . 
Setzen  wir  in  6.  und  3.  C  =  ^,  so  folgt 

15.  0  (5)  »,(«)  =  i&, (0,  Jp)  »1(5,  ip), 

16.  », «  Ö8 «  =  i»2 (0,  i?)  »2 («»  *P) » 

von   denen   wir  15.  bereits   in  No.  4.  abgeleitet   und    benutzt  haben.     Aus  den 

Gleichungen  5.  und  8.  folgt  durch  Multiplication 

»»(« +  0.  ip]  •  ö[i(*  -  0.  ip]  •  »8  [*('  +  0,  ip)  •  »8  [i(»  -  0.  ip] 

=  &«>  6(0» -»i(«)«  0,(0*- 
Ersetzt   man  in   13.  z  durch  ^(^  H-  C)  und  dann  durch  ^(s  —  C),    sowie  p 

durch  ^p  und  führt  die  Resultate  in  die  soeben  gewonnene  Gleichung  ein,   so 

erhält  man 

17.  »(0)«  .  ^^'  4?»  ft(0'~  '^  "  ^  ~^^'^*  ■•^^'^*  • 

In  6.  und  7.  setzen  wir  a  +  C  und  «  —  J  für  «  und  C,  und  erhalten 

18.  »i(«,  ip)  ft,(C,  ip)  =  »i(«  +  0  »(«  -  0  +  »(*  +  0  öi(«  -  0. 

19.  »,(»,  ip)  »xC.  ip)  =  »1  («  +  0  »(»-  0  -  »(«  +  0  »i(*  -  0  • 
Aus  15.  und  16.  ziehen  wir 

i»i  (0,  ip)»  • »,  (.»,  ip) »,  (c,  ip)  =  »(«)  »1  (») »,  (0  »8  (0  • 

Da  nun  aus  16.  folgt,  wenn  man  z  durch  0  ersetzt 

i»»(0,ip)*=»,(0)»,(0), 
so  geht  18.  über  in 

20.  2»(«)»i(*)»j(0»8(0  =  »»(0)»8(0)[»i(2  +  C)»(«-0+ö(«  +  0»i(«-0]- 
In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  aus  19. 

21.  2»,  (z)  ft,  («)  ft(0  »1  (0  =  »,  (0) »,  (0)  [dl  («  +  c) »(,  -  0  _  »(,  -H  0  »,(,  -  0]. 

Wir  erhalten  aus  20.  zunächst 

*(o)«  ^(0)  m  Hz  +  0  »(«  -  0  [/(«  +  0  -H/(«  —  0] 

=  2ft(a)»-&(0«-/(«)*(0'4(0. 
Bezeichnen  wir  die  rechte  Seite  von  17.  durch  27',  so  folgt 

22.  ^(0)  Ä  (0)  •  r  •  [/(z  +  0  +  /(,  -  0]  =  /(*)  ^(0  A  (0 . 
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Ebenso  ergiebt  sich  aus  21. 

23.  ^(0)/4(o)r[/(«-t-o-/(«-0]=/«)^W^«- 

Hieraus  folgt  schliesslich  durch   Addition   und   Subtraction,   und  indem  wir 
für  T  wieder  seinen  Werth  substituiren 

Beachten  wir,  dass 

und  substituiren 


f[z)  =  )/I.  sin  am  —^  ,     g{z)  =  ]/^, . 


cos  am 


r 


so    erkennen    wir,    dass  24.   das  Additionstheorem   für  den  Amplituden- 
sinus enthält. 

8.    Die  Additionstheoreme  für  cosamw  und  \amw  ergeben  sich  in  ähnlicher 
Weise. 

Ersetzen  wir  in  No.  7.,   9.  und  10.  z  und  C  durch  ;?-+-!  und  z  —  C,  so  er- 
giebt sich 

20(25,  2p).  ft  (2C,  2p)  =  d(«H-0»8(^  — O-^^sC^-HÖ'X«  -0» 
2t%(2«,  2p)  .  »1  (2!;,  2p)  =  »(«  -h  C;  »3(5  -  0  -  »sC^  ^  0  »(^  -  0- 
Aus  No.  7,  13.  folgt 

d(0,  2p)«  .  »(2«,  2p)  »(2C,  2p)  =  OW  »3«  0(0  »3(0. 
Femer  folgt  für  «  =  0 

0(0,  2p)«  =  »(0)  »3(0). 
Dies  ergiebt 

1.  2»(s)  03(5)  0(0  03(0  =  0(0)  03(0)  [Hz  -h  0  »3(*  -  C)  +  03(5  -^  0  »(^-0!- 
Aus  14.  ergiebt  sich 

0(0,  2p)«  0,(2«,  2p)  0,(2!;,  2p)  =  0,(5)  %^{z)  0^(0  0,(0, 
und  hieraus  folgt  weiter 

2.  20i(«)  0,(5)  Ol (0  0,(0  =  0(0)03(0)  [0(5 -hO»3(^~ö-»3(' ^-ö»('-0!- 

Aus  1.  und  2.  erhalten  wir 

20(5)«  0(0»  •>5(s)>i(0 

=  o«(o)  >4(0) .  0(5  +  0  »(«  -  C)  [>i(5  -  0  -^  >^K^  H-  0] 

20(5)«  0(0 V(^)^(^)/(0/KÖ 
=  0(0)«  >^(0) .  0(5  -h  0  »('  —  0  [K^  —  0  -  >''(*  H-  0]  • 

In  Rücksicht  auf  No.  7,  17.  folgt  hieraus 

h{^)T{h{z  -  0  +  >^(^  -+-  0]  =  >i(«)  >i(0 , 

h{S()T\h{z  -  0  -  >5(«  -h  0]  =/(')^(^)/(!:)^(0 . 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

dies  ist  das  Additionstheorem  für  die  Function  ^amw. 
Aus  No.  7,  9.  und  11.  folgt  durch  Multiplication 

4»(«  +  C,  2p)  »j(«  +  C,  2p)  ft(«  —  C,  2p)  ft,(*  —  ;,  2p)  = 

Setzen  wir  in  No.  7,  11.  «  =  d  so  entsteht 

2&j(22.  2p)  d,(0,  2p)  =  »,(*)«  -  »,(«)»  . 


f^ 
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Benutzen  wir  dies  und  No.  7,  13.,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  schliesslich  2p, 
2z,  2C  mit  p,  «  -h  C,  «  —  C  vertauschen, 

2ft«  da(5) d(C)  0,(0  =  »(0)  i>2(0)  [d(i  ^-  0  daC^ -  0  -^  »«(«  +  0  »(^  -  ÖJ  • 

Auf  gleiche  Weise  gelangen  wir  von  No.  7,  10.  und  12.  zu 

2»,  («)  d, (*) »,  (0  »,  (C)  =  »CO) »,  (0)  [Hs  +  0  »j  C«  -  0  -  »ä  («  +  0  »(«  -  0]  • 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhalten  wir  in  Rücksicht  auf  No.  7,  17 
^(0)  T[^(z  -  0  +  i-C«  -+-  0]  =  g(z)  ^(0 , 

^(0)  r  [ff(s  -  0  -  ^(«  +  0]  =/C«)  A(')/(.0  HO . 

Hieraus  folgt  schliesslich  das  Additionstheorem  für  die  Function  cos  am  w  in 
der  Form 

^(0)  g(^z  ±  0  = 1  _/(,)»/«)» • 

§  20.    Entwicklung  der   elliptischen  Pvinctionen  in  unendliche  Produkte. 

1.  Eine  Function  ^{z)  sei  eindeutig  und  stetig  für  alle  Punkte  im  Innern 
einer  Curve  c  mit  Ausschluss  der  Punkte  a^,  a^,  ,  .  ,  ak,  in  welcher  9  unend- 
lich sei. 

Wir  schliessen  die  Punkte  a^,  .  .  ak  durch  verschwindend  kleine  Kreise 
aus;  alsdann  bilden  c  und  diese  Kreise  zusammen  die  vollständige  Begrenzung 
einer  Fläche,  innerhalb  deren  9  eindeutig  und  endlich  ist.  Daher  ist  für  jeden 
Punkt  z  im  Innern  dieser  Fläche 

,.,-.,(.,=/Ä„_jÄ,,_.._|Ä,,, 

wobei  durch 

Integrale  über  c,  bez   über  die  Kreise  um  a^^  a^,  ,  .  ük  angedeutet  sind,  alle  in 
positivem  Sinne  rücksichtlich  der  von  ihnen  umschlossenen  Flächen. 

Es  sei  f{z)  eine  Function,  die  fiir  alle  Punkte  innerhalb  einer  Curve  c  ein- 
deutig und  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  mit  Ausnahme  der  Punkte 

a^  ,  ttj  ,  ac3  .  .  .  a^, 
in  denen  sie  Null,  und  der  Punkte 

ßi  »  ßa  *  Ps  •  •  •  ß^  > 
in  denen  sie  unendlich  gross  sei.    Alsdann  wird  /'(*)  »/{z)  ==  dlf{z) :  dz  unend- 
lich gross  in  den  Punkten  a  und  ß;  ersetzt  man  daher  in  1.  <p(^)  durch  f{z)  \/{z)t 
so  hat  man 

W  '  (««)  '  (ß.)     - 

Bekanntlich  ist  (§  13,  13) 
r/'(/)        dt    _  1       Cfif),.  1         Cfif)    ,.        «   ., 

(«)  («)  («) 


-(Ti:k)^/7§  ('-")' ^'-•••• 


(«) 

Wir  wollen  nun  die  Voraussetzung  machen,  dass  {z  —  rik)  '"/{z)  fiir  z  =  yik 
endlich  und  von  Null  verschieden  sei;  da 
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SO  ist 


Nun  ist 


z  —  a  z  —  a 

* 


(flt)  («) 

gehen  wir  zur  Grenze  flir  einen  verschwindend  kleinen  Kreis  über,  so  wird  für 
den  Perimeter  desselben  (/  —  a) :/(/)  constant  gleich  !:/'(«);  ferner  ist  be- 
kanntlich 

^rf/=2r//'(«). 

(«) 


/; 


folglich  ist 

3.  y-j^dt='i^i. 


In  dem  Integrale 


(«) 


/^(/-.)>^/ 


-i 


substituiren  wir  /=  a  H-  p^'>;  hierdurch  entsteht 

(«) 

Das  hier  vorkommende  Integral  enthält  die  Elemente  des  Integrals  3.  mit 
einer  endlichen  Grösse  multiplicirt»  ist  also  mit  3.  zugleich  endlich;  lässt  man 
nun  p  verschwinden,  so  folgt,  dass 

für  jedes  positive  /. 
Femer  ist 


5. 


(W  0)  (P) 


(p) 

Wir  machen  nun  die  zweite  Voraussetzung,  dass  /(«)  •  (s  —  p*)  für  5  =  ß*  bei 
jedem  Werthe  von  i  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Grösse  seL 
Substituiren  wir 

so  ist  also  {z  —  p^)  \g{z)  für  «  =  ß*  endlich  und  von  Null  verschieden;  da  nun 


/(«)  ~     g{»)  • 


so  ist 


und 


(?)  (ß) 
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m 

folgt  schliesslich 

f/'jf)       dt  _\_       _1_  _1_ 

J  f{t)   •/_«  t-  j_«,  -^  2_«j  +  ■  ■  -^  a-^ 


ttion  folgt  hieraus 


„=j. 


'(2 -(!,)(' -?■)■•(« 


'('-P,)(»-P,)--.('-M' 


„__L/rw    * 


ie  Anzahl    der  Funkte  n  und  ß  unendlich  gross  ist  und  keine 
le   diese   Punkte  einschliesst,    so   kann    man  die  Curve  e  nach 
,  willkürlich  gewählten  Gesetze  unendlich  erweitem;  von  diesem 
n   im  Allgemeinen  der  Grenzwerth   abhängen,  gegen  den  das 
mvergirt;   gleichzeitig   hängt  von  diesem  Gesetae  auch  die  An- 
ordnung ab,  nach  welcher  neue  Faktoren gruppen  in  den  Zähler  und  Nenner  des 
Produktes  8.  eintreten.    Wir  erkennen  so  die  Möglichkeit,  dass  je  nach  der  Wahl 
dieses   Gesetzes  verschiedene  Entwicklungen  derselben  Function  in  Form   eines 
unendlichen  Produktes  erhalten  werden  können,  indem  dabei  die  Art  und  Weise, 
»ach    welcher  die  Anzahl    der  Faktoren    des  Nenners    zugleich   mit  denen  des 
Zählers  unendlich  wächst,  verschieden  ist 

Die  Constante  C  kann  aus  Formel  8.  eliminirt  werden  mit  Hülfe  des  Werthcs, 
den  die  Function  /{«)  flir  irgend  einen  bestimmten  Werth  der  Variabein  a  ^  *„ 
Man  erhält 


^* ''■""'■(•.-■,)('.—,).  •(■.—')"(«  -fi.)(«  -?.)■■(«  -M 

2.    Wir  wenden  diese  Entwicklung  zunätlist  auf  die  Function  /(«)  =  sinz  an. 
Der  Sinus  von  z  wird  nur  fUr  ein  unendlich  grosses  imaginäres  z  unendlich, 
und  verschwindet  (ur 

wobei  m  alle  realen  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat. 

Wir  wählen  zur  Curve  ^  ein  Rechteck,  dessen  Länge  der  realen  Achse 
parallel  ist,  und  das  symmetrisch  zu  den  Achsen  liegt;  die  beiden  zur  realen 
Achse  normalen  Seiten  legen  wir  durch  Punkte,  in  denen  sinz  nicht  verschwindet. 

Die  Seiten  des  Rechtecks  nehmen  wir  unendlich  fern  an. 

Für  das  Integral  C/  haben  wir 

ät 


■  "-!'£■  r- 


^;^ 
^•i'*/ 


it'* 


J^^ 


.-.4 


*< 

.■*•' 


i 


1^,. 


786  Integralrechnung. 

Für  alle  Punkte  auf  dem   Perimeter  des  Rechtecks  ist  /  unendlich  gross; 
daher  kann  in  dem  Integrale 

'—'(■-7) 

durch  /  ersetzt  werden.  In  je  zwei  Punkten  des  Perimeters,  die  auf  einer  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  liegen,  haben  /,  sinff  ^/ entgegengesetzt  gleiche 
Werthe,  cost  denselben  Werth,  mithin 

cost    dt 


stnt     t 
entgegengesetzt  gleiche  Werthe;  folglich  zerstören  sich  je  zwei  zu  Gegenpunkten 
gehörige  Elemente  des  Integrales  U  und  es  ist  somit 

Wir  erhalten  daher,  indem  wir  die  zu  entgegengesetzten  m  gehörigen  Faktoren 
vereinigen 

sinz  z      («*    —  IT«)  («2   —  4ir»)  (:?>   —  9ir«)  .  .  . 


sinz^        ^0     W-«')W~4'^^)(V-9^*)--  •' 


r^  Setzen  wir  z^  =  0  und  machen  von  dem  Grenzwerthe  Gebrauch 


(^)=., 


«=o 
so  erhalten  wir 


gültig  für  jedes  endliche  z.    Diese  Gleichung  können  wir  durch  folgende  ersetzen: 


00 


|V  wobei    das  Zeichen  J  I   bedeutet,  dass  alle  Faktoren  der  Form 

für  fi  =  1  bis  fjL  =  00  zu  multipliciren  sind. 
t  Wird  unter 


•m 


TP'w 


» ?  das  Produkt  aller  Faktoren  f{^  /(—  w)  fiir  alle  Werthe  »»  =  1  bis  «  =  <»  ver- 

ät;,  standen,  so  ist 

K:  a--z 

|k  ^^^    f .  z     \"    '^^^/w  H- a  —  «      ^^^  m 


— ///  — «»  —m         *   "•     .^ 

Also  folgt 

m-h  aj  stntn: 


\t .  — w 


^  3.    Die  Function  sin  am  z  wird  Null  für 

^  2  =  2w  .  AT  -h  2«  .  A^'/, 

}f!^  und  wird  unendlich  gross  für 

z  =  "LmK  H-(2«H-  1)  •  A^'/, 
daher  ist  die  Function 


■4 
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^K    (=0,  wenn  Ä  =  »iTr -+■««, 
stn  am 


2K    j  =  0 ,  wenn  z  = 

IT    '\=oo,     „       »  =  Wir  4-(« -h  i)T, 

wobei  T  =  /  •  —^ . 

Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  die  in  No.  1  angewandte  Verwandlung 

gilt,  sind  hier  erftlllt;  denn  es  ist 

z  .    ,.  i' —  Mi:  —  «T  IC 

hm  in^^r-  =  zfc  hm 


5/«  am sm  am  —  iz  —  mr:  —  nx) 


,.    Stn  am  z       . 


da  bekanntlich 

Femer  ist 

//m  (;8r  —  iK')  stn  ämz  =  /im  C  J/«  <»«f  (C  H-  /-Ar*) 
«=yÄr'  C==o 

=  am  ~  .  — : =  —  . 

C=o  ^     stnaml        k 
Da  nun 

so  folgt  zunächst,  dass 

/•    I  i  2Ar«  IC 

hm  \z  —  -TZ  \  stn  am 


imlz  —  -r-  J  sif 


Da  femer 


so  folgt 


IC  2kÄ:' 

2 AT«       _!_    •    2a  ,  /     .   i\  1 

««  a»i =  i:  J/«  —  |5  —  »ITC  —  («4-  i)Tl , 

IC  IC      ••  V  4/    J  ' 

Ä»i(ar  —  ß)  •  sinam ^  ==  ±  -^, 

<=ß  IC  Zk/L 


wobei  «IC  -H  («  -+-  i)T  durch  p  bezeichnet  worden  ist. 

Als  Curve  c  wählen  wir  ein  Rechteck  mit  unendlich  fernen  Seiten,  das  zu 
den  Achsen  symmetrisch  liegt,    und  dessen   Umfang  keinen  Punkt  enthält,    in 

welchem  sin  am  —  z  verschwindet  oder  unendlich  gross  ist.     Alsdann  ist 


IC 

m 


TTTT' 


{z  —  mi:  —  «t) 


2Ar  —m  —n jr, 

Stn  am  —  z-=iCz  •  — 1 •  -ß , 


IC 


TTTTc« —««—[« -f-i]  t) 


— iw        —»—1 

wobei  E  die  als  Faktor  auftretende  Exponentialgrösse  bezeichnet.  Hierbei  ist 
noch  zu  bemerken,  dass  im  Zähler  m  und  n  nicht  gleichzeitig  Nnll  sein  dürfen; 
der  hierzugehörige  Faktor  z  ist  vorausgeschickt  worden.     Femer  soll  mit 


TT 


—«—1 

das  Produkt  bezeichnet  werden,  das  entsteht,  wenn  man  jedem  Faktor  mit  dem 

positiven  Werthe  /{den  Faktor  zuordnet,  in  welchem  n  durch  —  n  —  1  ersetzt  ist. 

Setzen  wir,  um  C  zu  entfernen,  z  «=  0 ,  so  erhalten  wir 


1 .  Stn  am  —  z  =  —  z  •  ^ z r  •  -^s . 

IC 


so» 


^ 


:••■•«■ 


:c? 
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Wir  haben  nun  über  den  Werth  des  in  £  vorkommenden  Integrals  zu  ent- 
scheiden 

dt 


,      i  cos  am- 


t: 


2Ä'/     T  —  « 


TT 


dasselbe  erledigt  sich  ebenso,  wie  das  entsprechende  Integral  bei  der  Entwicklung 
von  sinz. 

Für  jedes  endliche  z  kann  1  :  (/  —  z^  in  allen  Punkten  des  unendlich  fernen 

Rechtecks    c  durch   1  :  /  ersetzt  werden.     In  Gegenpunkten  des  Rechtecks  hat 

2  Kt                                            2  Kt 
cos  am denselben  Werth,  sin  am ,  /  und  dt  haben  entgegengesetzt  gleiche 

TT  TT 

Werthe;  es  zerstören  sich  mithin  die  zu  je  zwei  Gegenpunkten  gehörigen  Elemente 
des  Integrals  6^,  und  daher  ist  C/  =  0  und  £  =  \, 
Hieraus  folgt 

TTTK- 


2. 


2^ 
stn  am  —  z 


_2A' 


miz 


nx) 


— tu 


—n 


M 


tltl( 


1  — 


-nt 


-«-1 


r) 


/«it-h(«-h-i)' 

wobei  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  00  anzunehmen  haben,  mit  der 
Beschränkung,  dass  im  Zähler  ///  und  n  nicht  zugleich  Null  sein  dürfen.  Vor- 
läufig ist  dabei  noch  die  aus  der  Herleitung  fliessende  Bedingung  zu  beachten, 
dass  man,  im  Zähler  und  Nenner  immer  bis  zu  denselben  Werthen  von  tn  und  n 
zu  gehen  hat. 

4.  Wir  werden  nun  nachweisen,  dass  die  unendlichen  Produkte  im  2^hler 
und  im  Nenner  einzeln  convergent  sind;  damit  wird  dann  die  soeben  hervor- 
gehobene Beschränkung  gegenstandslos,  denn 'der  Grenzwerth  des  Quotienten 
der  unendlichen  Produkte  ist  dann  unabhängig  davon,  wie  man  im  Zähler  und 
Nenner  m  und  n  unendlich  wachsen  lässt,  und  ist  einfach  gleich  dem  Quotienten 
aus  dem  Grenzwerth e  des  Zählers  uud  dem  Grenzwerthe  des  Nenners.    Wir  setzen 


2A' 


m 


TZ 


TCTO 


1  — 


z 


mt: 


— m        — n 


tn 


n 


TTTK 


1  — 


mi: 


— « 


in  H-  \y 

und  untersuchen  diese  beiden  Functionen.  Bilden  wir  in  öj  {z)  das  Produkt 
aller  Faktoren,  für  die  n  einen  gegebenen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so 
erhalten  wir  nach  No.  2,  3 


m 


7r( 


1  — 


ms: 


)sin  («  T  — 
sin  n  T 


-«). 


—  nt 


die  Faktoren,  für  welche  «  =  0  ist,  geben 

tn 


smz 
z 


daher  ist 


— tu 


0j  (z)  = •  sinz  ' 


T. 


TT^ 


^sin  (tt  T  —  z) 


stn  «T 


— » 
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Nach  der  gleich itiässig  für  reale  und  complexe  Bogen  gültigen  Gleichung 

sin  a  sin  ß  =  ^  [cos  (a  —  ß)  —  cos  (a  —  ß)] 
ist  sin  {nz  —  «)  •  sin  ( —  nx  —  z)  =  \  (cos  2 ;« x  —  cos2z) , 

Benutzt  man 

cos^nz  =  ^  (^2mT  _f_  ^-2»«-)  ^ 
x/«  n  T  •  ««  ( —  «  t)  =  ^  (1 —  e2/»T)2  ^—2//«  ^ 
und  setzt  ^«^  =  ^,  so  erhält  man 


00 


1.  öi(;?)  =  smz  '    i  I    ~~ 


2  ^2«  cos2z  -h  ^« 


(l--.^2«)2 

_2ä;    .'       (1  —  2^^cos2z  -f-  $^^)(1  —  2^^^^j2g  -h-  y8)(l  —  2^^cos2z  -l-  ^^*^). . . 

Da  /T  =  —  TTÄ'' :  Ä',  so  ist 

^  =  e     A- 
ein  realer  echter  Bruch,  folglich  der  Nenner 

convergent. 

Das  unendliche  Produkt  im  Zähler  ist  von  der  Form 

(H-£:i)(l-+-i;2) (14-^3)  .  .  .  .; 
dasselbe  convergirt  bekanntlich,  wenn  die  Reihe 

Z-t      ~\~    Za    ~X"    Zo     "T"     •     •     •     •  V 

convergirt,  und  diese  convergirt  mit  der  Reihe 

modz^  -+-  modz^  -f-  modz^  -h  .  .  . 

Es  kommt  daher  in  unserm  Falle  auf  die  Reihe  der  Moduln  an 

nwd{q^ — 2  q"^*^  cos  2  z)  =  q^*'mod{cp*' — 2  cos  2  z), 

Der  Quotient  zweier  benachbarten  Glieder  der  Reihe  dieser  Moduln  ist 

^2«+2_  2r^^22; 
Q^*  mod 5 -^ ^r—  . 

Wächst  n  unbegrenzt,  so  nähert  sich  diese  Zahl  dem  Grenzwerthe  q^\  da 
nun  ^^  •<  1,  so  folgt,  dass  die  Reihe  der  Moduln  und  mithin  auch  das  unend- 
liche Produkt  im  Zähler  convergirt. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  öi(;8f)  für  jedes  endliche  z  convergirt. 

In  dem  unendlichen  Produkte  8(0)  nehmen  wir  ebenfalls  alle  Faktoren  zu- 
sammen, die  zu  einem  gegebenen  n  gehören;  das  Produkt  derselben  ist 


'  I 


ni 


%\X  Wlt-^(«  +  i)Tj 


sin  [(«  -h  i)  T  —  «] 


sin  («  -h  ^)  T 

— nt 

Daher  ist 

n 

sin  [(«  4-  ^)  T  —  z\ 


e«  =  J[- 


sin  («  4-  i)  T 
-«-1 

Das  Produkt  zweier  zusammengehörigen  Faktoren  ist 

sin  \(n  4-  -^)  T  —  s]  sin  [(—  ^  —  j)  t  •—  z\ 
sin  («  4-  ■^)  T  sin  ( —  n  —  ^)  t 
Dieselben  goniometrischen  Formeln,  die  bei  der  Reduction  von  ©1(2:)  ange- 
wandt worden  sind,  liefern  jetzt 

1  —  2  ^2«+i  cos2z  -\'  ^«-♦-2 
(1— ^2«+i)2  • 
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Folglich  ist 

Die  Convergenz  des  Nenners  erhellt  ohne  Weiteres;  die  des  Zählers  hängt 
von  der  Convergenz  der  Modul-Reihe  ab,  deren  allgemeines  Glied  ist 

q2n+ipi^^^2H+i  ^2  cos  2  z). 

Der  Quotient  zweier  benachbarter  Glieder 

^21*4-8  _  2  cos  2  z 

hat  den  Grenzwerth  g^,  folglich  convergirt  6i(«). 

Wir  haben  somit  schliesslich  die  für  jedes  endliche  z  gültige  Entwicklung 

2.  sm  am z 

TZ 

__  2K^    .        (1  "■2q^cos2z^q^){\  —2q^ cos2z -^  q^)(\  —  2q^ cos2z  +  f^*)... 
"'^  "^^    {\  —  2q  cos2z-hq^)\\  —  2q^cos2z-^q^)\\  —  2q^cos2z  +  q^^)... 

(1^^)^(1-^3)2(1,^5)2.    ... 
•    (1  _  ^2)2(1  __  ^4)2(1  _  ^6)2...- 

5.    Zwischen  den  beiden  Functionen  0(«)  und  6i(«)  findet  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang statt,  den  wir  zunächst  aufdecken  wollen.     Es  ist 


«ff 


— m       —«—1 

Wir  wollen  die  Combination  /«  =  0,  «  =  0  ausschliessen ;  dem  zugehörigen 
Faktor  2z  ix  müssen  wir  dann  voranstellen  und  haben  alsdann 

— w        — «— 1 

Da  nun 

1  _  _L±_il__  ^  mr.^nx'-z  ^L_         ^        \  .  L       _ll_\ 
/«IT  H- (« -I- 4)t        »11c -f- (ih-^)t        \         »fic -+- «T/     \         mti-^-nx)* 


so  ist 


— m       — H — 1  — m       — n — 1 

In  dem  für  ein  gegebenes  von  Null  verschiedenes  m  gebildeten  Produkte 


J  w  \         ^"^  ■+■  ^  V 


-«-1 
hat  »  die  Werthe  anzunehmen 

0.1  2         3       .  .  . 

—  1*  —2'  —3'  —4*  .  .  . 

während  für  das  Produkt 


{ 


§  ^\         mn  -H  »tJ 


die  Werthe  für  n  sind 

"12  3 

0; 


{ 


—  r  —2'  —3' . . . 


r 
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Hieraus  folgt 


3. 


— n — 1  — H 

n  n 


—«—1  — « 

Ist  m  =  0,  so  ändern  sich  die  Werthsysteme  für  n  nur  insofern,  als  die 
Werthe  0  in  beiden  wegfallen;  die  Gleichungen  3.  gelten  also  auch  für  diesen 
Fall.     Aus  3.  folgt  weiter 


Mt  H  ftt 


j        — nt       — n — 1                                                  — m  — n  — ftt 

4. 

tH              K                                                    •  tH  n  m 

— fft      —«—1                                                — m  — H  — tn 

Nach  No.  2,  3  ist 


9H 


TTfi  — —]  = 


sin  (z  -}-  nz)        ^'(«+«-)  —  ^— '(»+«-) 


— tn 


^2iVc    __    1 

Da  i-z  eine  negative  Zahl,  nämlich  —  tzüC'  :  K,  ist,  so  folgt 

JM 


— m 

ebenso  ist 


^im'  i  \    ( 1 1  =  ^-«; 


lim 


— >« 
Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

Ersetzt  man  hier  z  durch  {z  —  ^  t)  ,  so  erhält  man 


»— M 


6.  9(,)=.___.e,  (,_i,). 

Die  Function  ^^{z)  geht  also  bis  auf  einen  bestimmten  Faktor  in  6(0)  über, 
wenn  man  z  durch  {z  —  ^x)  ersetzt. 

Ersetzt  man  z  durch  —  z  und  beachtet,  dass 

%{-z)  =  e«,    e,(-«)  =  -  e,(a), 

so  entsteht  aus  5.  und  6. 

Ersetzt  man  in  6.  z  durch  ^  H-  t  und  benutzt  8.,  so  entsteht 
9.  e  («  -h  t)  =  —  ^-' («H-^)  e  (-?) . 

6.   Die  Function  9(z)  ist  periodisch  und  hat  die  Periode  ic,  sie  ist  ferner 


endlicii  für  jedes  endliche  s;  hieraus 
Reihe  entwickeln  lässt,  die  für  jedes  i 

e«  - ; 

Kbenso,  wie  die  Kniwicklung  eini 
Potenzen  der  Variabein  nur  in  eine 
engstens  zusammenliängende  EntwickI 
einer  Weise  exibtiren.  Wenn  daher 
vorliegen 

/{z)  =  lA.^ 
so  folgt 

A, 
für  jeden  Werth  von  ». 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkiin;^  und 

im  Stande,  die  Coefficienten  A.,  zu  1 

gemeinsiimen  Faktor.     Ersetzen  wir  ii 

9(,)  . 

die  Variable  z  durch  «  -i-  t,  so  entstf 

«(.  +  ,)- 

aus  No.  5,  9  folgt  femer 

e(.  +  t)  =  2(- 

Vergleichen  \vir  in  diesen  beiden  f 
A„e-'!--  =  - 
oder  A^e-«*"' =^ - 

dies  ergiebt 

A„,-'--  =  ( 
wobei  //  eine  noch  zu  bestimmende 

Wir  haben  somit  den  Satz;  Je( 
l'criode  i:  hat,  der  Functionalgl 

AZ  +  T)    = 

und  für  jedes  endlichezendlich 


^Sh 


wo  alles  bis  au(  A  völlii;  bestimmt  is 

7.    Setzen  wir     —  /t  =  p  ,     also 
so  erhalten  wir  sofort  die  Beziehung 

1.  9»  = 
diese  Gleichung  lehrt,  die  fundamei 
liebes  Produkt  zu  verwandeln; 
faktor  A  geleistet,   der   noch    bestim 
entsteht 

9(0). 
Da  nun  6(0)  =  1,  so  folgt 

2.  6(.)  . 
Nach  No.  5,  5  ist 

9(.  +  i'»- 
da  nun  bekanntlich 


SO  folgt 
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3.  e,«  =  ,v-*^.%-(^ft,«. 

Setzen  wir  in  dem  Quotienten 

e,(g)  _  2Ä£    iL  j  L  V  ~  ^'^  +  »^/ 


=    2i^     MI    '117,  _         z       \  .  I, 


z  =  0,  so  erhalten  wir 

4.  /«««'«-^^     ' 


»iW       ^    öi'(0)- 

Da  nun  nach  3.  das  Verhältniss  61(2) :  Öj  (2:)  constant  ist,  so  folgt  schliesslich 

Hierdurch  ist  die  Function  Oj  (js)  durch  das  unendliche  Produkt  öi(^) 
ausgedrückt. 

Wir   wollen    noch    zeio^en,    wie  d(0)  durch  ein  unendliches  Produkt  ausge- 
drückt werden  kann.     Nach  2.  ist 
(1  —  2^cos2z  -h  ^^)(1  —2g^cos2z  -j-  y«)  (1  —2^^ ^^j2g-t-^^^)  .  .  . L  ftM 

(1  —  ^y  (l   —  ^3)2  (1  —  ^•')2   .  .  .""  —  »(0)  ^^^'>  ' 

Wir  setzen 

6.  ^~  .  (1  -  5r)2  (1  _  ^3)2  (1   _  ^8)2  .  .  .  =  i?(y)  , 

und  haben  somit 

(1  —  2(1  cos  2z  -h  ^^)(l  —  2^'  ^<75  22  -+-  ^*^)  .  .  . 
=  ^(^)(1  —  2^^^j22  -H  2^*<r^j4«  —  2/7^^^x0-8:  -h  .  .  .) . 
Ersetzen  wir  hier  z  durch  .J^ir,  so  entsteht 

7.  Ä^r)  =.  g-i-^  (1  -H  ^1)2  (1  +  ^^y  (1  +  ^S)»  .  .  . 
Aus  6.  und  7.  folgt  durch  Multiplication 

Setzen  wir  in  6.  q^  statt  ^,  also  2  p  statt  p,  so  erhalten  wir 

^-  ^^')  =  »(ÖTp)  (^  -  ^')'  (•  -  ^'')'  (^  -?•")'••• 

Nun  ist  nach  §  19,  No.  7,  13  für  «  =  0 

0(0,  2p)a  =  &(0)ft3(0), 
mithin 

^0-        ^(^')'  =  Bmm  ('  -  '/")*  (•  -  ^'')*  (•  -  ^"•)^  •  •  • 

Durch  Division  folgt  aus  8.  und  10. 

1 


mLv 

U&»)J   "■  (1  - 


^»)s  (1  _  ^«)»  (1  —  ^io)S  •  •  •    ' 
m 1 

^(s'')~(i-?*)(i-?'')(i-^»»)-  •  •■ 

Hierfür  schreiben  wir 


^(?«) -(i- ?')(!- 

Ersetzen  wir  hier  der  Reihe 
alle  Resultate  und  bemerken,  df 

und  dass 

/^(l  -i''-^")(l- 
so  erhalten  wir  aus  11. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  6 
13.      !>{o)  =  (1  _5,)(i_^»)(| 
Benutzt  man  die  Identität 

(1  +'/)(!  H-i'')!!  +?'). 


I  statt  13.  auch  seh 


Ö.    Vergleichen  \ 


so  folgt  die  Gleichung 

7. 

die  auch  aus  1.  Itir  s  =  0  herv« 
Aus  No.  7,  3  und  5  folgt 

^'  vv 

Der  besondere  Werth  9,  (- 

i:oj(—  ip)  =  J 

folglich  ist 

(1  —  24ri"i:öf2»  -H 

Hieraus  ergiebt  sich  (No.  4, 

..^.e.H)  =  fJ..a 

-g  (1- 
rl/7(i- 

Daher  ist  nach  3. 
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2A-     ft(0)_      K    {\  —  qy   (1  —  q*y{\  —  q^y  .  .  . 

r^   '  »'(0)  ~  T.yq  (1  -  q'Yil  -  9'^  -  l'Y  ■  ■  ■' 
und  nach  2. 

TT         ~    '^  ^  '  (1    —  ^)2     (1    -:  4^3)2-(l    _  ,^5)2  .  .  / 

Dies  führen  wir  in  No.  4,  2  ein  und  erhalten  •  , 

2^^  aj/^i'       .        (1  —  24^2^^522;  H- ^*)(1  —  2^7* r<7j20 -+- ^^)  ..  . 

0.      sin  am Z    =  -r.-  .  J/«S  •  ,- ^^ ^vT^ ::. — i 7i ; ^^;^ . 

^  -^k  (1  —  2^   r^x2j8r   ■\-  q^){\  —  2</3^^j22;  -4-  ^6)  .  .  . 

9.    Um  auch  ftir  die  Functionen 

cos  am  —  z     und     Li  am  —  z 

unendliche  Prodikte  zu  erhalten,  ersetzen  wir  zunächst  in  No.  7,  5  die  Variable  z 
durch  ^t:  —  z.     Hierdurch  erhalten  wir,  wenn  wir  No.  8,  2  berücksichtigen 

»■(i— )-i,(;,^j7r'''ft-')-i„aj?i'''«^ 

in  Verbindung  mit  No.  7,  2 

,  2K        ^/k'    ^,{z) 

und  cos  am  —  z  =^  ]/  j  •    ,.^ 

TT  '    k       \}{z) 

liefert  1. 

....«2 AT             --,     9,  (jit  -  z) 
COS  am  —  5  =  V  Ä  • 777-7 ■ 

2^>^'  (l-+-2$rV^j2«4-^*)(l-+-2/j^*r^j2^-h|7*^)..  (1  — <^)2  {\—q'^y{\—q''y^. 

IT  (1—2^  cos1z+q^){\—^2q^cos2z-\-q'^).,   (i  —  ,/2)-i(l— ^4)2(1— ^8)2.. 

Benutzt  man  No.  8,  4,  so  erhält  man  einfacher 

2^         clA'    i/  (1 +2^/Vöj22-+-^4)(1 -h2^*r<?52Ä-l-^»).. 

IC  ^    k     ^^  (1  —  2^   ^^j22  4- ^^)(1  —  2^3^<7^2j8:H- ^^).  . 

Wir  ersetzen  femer  in  No.  7,  2  ;?  durch  \t^  —  z  und  erhalten 

In  Verbindung  mit  No.  7,  2  und 
liefert  dies 

__     /Tr     (1  -^  2^^^x2g  -h  ^/-)(1  -h  2^3^<752g  4-  ^^)(i  H-  "Iq'Uoslz  +  ^^o).  .  . 
""  ^      '  (1  —  2^^^j2;?  4-  q^)(\  —  ^q'^cos'^z  -h  ^«)  (1  —  Iq'Uoslz  -f-  ^^ö)"^' 

Die  Gleichungen  2.  und  3.  ergeben  für  «  =  0 

4  V?  _  94/T  (i-<-y»)'(i+y*)'(i+  q'Y  ■  ■  • 


5. 


H-qy  {l-q^)Hl-q') 
VI'  -  (1  -  q)'  (1  -  q'y  (1  -  y^)»  •  •  • 

'^     ~  (1  +  ?)Mi  +  ?')'  0  +  ?')*  •  •  •  ■ 


Aus  4.  und  5.  folgt 

1^       ~   ^*^^  '  (1  +  qy  (1  H-  ir')*(l  +  q'y  .  .  .' 


7. 


2^^yT;  _  (1  —  q^y{\  —q*yo.  —  q^i ._._. 


2ä;  _  (1  +  ?)' 

V.     -(1-?)' 

Aus  7,  und  5.  folgt  durch 

2^  _  (1-g 

{1  +? 

Vergleicht  man  dies  mit  I 


Die  Nullwerthe  von  (t,  und  83  können  durch  die  Constanten  des  elliptischen 
Integrals  ausgedrückt  werden,  indem  man  9.  mit  den  beiden  Gleichungen  veibind« 

^'        »,(0)'     ^'         0,(0)- 
Alls  der  letzteren  folgt  zunächst 

1(1.  »,(0)  -  1/?^, 


und  hieraus  \ 


Km^r-^. 


10.  Die  Thetafunctionen  geben  brauchbare  Mittel  zur  numerischen  Berechnung 
elliptischer  Functionen. 

Zu  einem  gegebenen  Modul  k  hat  man  zunächst  die  Zahl  q  zu  berechnen. 
Dazu  geht  man  am  zweckmässigsten  von  der  Formel  aus 

,     _  J(0)  _  1  —  2y  +  2y*  —2g»  +  2g'g  ... 
^*   ""ft,(üj  ~  1  -1-2?  + 2g*  4-2gS  -h2?'*  ...■ 
Hieraus  folgt 

I     1  —  Yk'  _       q  -\-  y9  +  g»^  +  y*'  -H  .  . 

2  ■  1  +  j/p  -  r+ 27'"+i7'*  +  2"7«^r: .  ■ 

Bezeichnet  man  die  bekannte  linke  Seite  mit  X  und  führt  die  Pt^ision  rechts 
aus,  so  entsteht 
1.  i  =  y_2g»  +  5g»  —  lOyi»  4-  18?"  —  32g»i  -H  .  .  - 

Setzen  wir  g  ^  a,  X  -1-  <jj  i*  -h  Oj  X*  -h  -  -  .  "in  diese  Gleichung  ein,  so  be- 
stimmen sich  a, ,  dj,  tfj  .  .  .  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potei^n  van  i. 
Zunächst  erkennen  wir  leicht,  dass  mehrere  der  a  verschwinden.  Da  #*  mii «' 
beginnt,  so  folgt 

also  ist  q  von  der  Form 

g  =  tf,X  -H  «5XS  +  <7gX«  + 

Dann  enthält  aber  ?>  nur  die  Potenzen  X'',  X',  . .  , .,  und  g»  begiimtmii 
X»,  folglich  ist 

«,  ^  a-f  =  tfg  ='■0. 
Nun  enthält  g    die  Potenzen     X,  X*,  X*,  .... , 

g*     „  „  X5,  X»,  X">  .  .  ., 

g»     „  „  X»,  X'>      .  ., 

folglich  ist  11,^  =  «1,  ;=  u,,  ^  0. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  in  q^,  g'  und  g'  *  hinter  X' »  sofort  X' '  folgt,  ak 
a,,  =  flji  =  fl,5  =  0. 

*)  Weitere  verwandte  Formeln  s.  Jacobi,  Fundanienta  nova,  pag.  84  u.  f. 
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Dies  bedingt  wieder,   dass  in  q^^  q^,  q^^,  g^'^   nach  X^^  sofort  X^^  kommt, 
es  ist  daher 

mithin  ist  q  von  der  Form 

2.  ^  =  öX  -h  b\^  -h  rX»  +  d\^^  -h  ^Xi7  +/X21   -+-... 

Anstatt  dies  in  1.  einzuführen,  ist  es  zweckmässiger,  flir  X  aus  1.  den  Werth 
in  2.  einzusetzen.     Man  bildet  zu  diesem  Zwecke 

X5    =  ^5  _  10^9  _^  eö^i»  _  330^17  +   1420^»!  —  . 

X»    =  H-       ^9  _  18^13  4.  189^17  —     800^21  -h  . 
XI 3=  ^_       ^13  _     26^^  7  4.       65^21  __  . 

X17  =  4-         ^17  _       34^21   ^ 

und  erhält  die  Gleichungen 

0=1,         —  24-^  =  0,         5—  10^-i-r  =  0, 
—  10  -h  65^  —  18r  4-  //  =  0 ,       18  —  330^  -+-  189r  —  26//  +  ^  =  0 , 
—  32-4-  1420^  — •  800r  -4-  660^  —  34r  4-  /  =  0 . 
Diese  Gleichungen  ergeben 

^  =  2,     r  =  15,     ^  =  150,     €  =  1707,    /=  57470, 
also  ist 

3.  ^  =  X  -+-  2X5  4-  15X9  4_  150X13  _^  1707X17  4.  57470X2^    h-  .  .  . 

Für  eine  Genauigkeit  bis  zur  fünften  Decimalstelle  genügen  die  ersten  beiden 
Glieder  dieser  Gleichung,  sobald 

15  X»  <  0,00001  ,     also     X  <  0,2 . 
Hieraus  ergiebt  sich 

^.3  __ 

yX'  >  y ,       k^  0,983  . 

Die  ersten  drei  Glieder  genügen  bei  einer  Genauigkeit  bis  zur  sechsten 
Stelle,  wenn 

150X1=»  <Y^,      also     X<0,28, 

yX'  >  30" ,       k<  0,992 , 

und  bei  einer  Genauigkeit  bis  zur  fünften  Stelle,  wenn 

k  <  0,9995. 

Aus  q  findet  man  K  (wenn  man  nicht  vorzieht,  K  aus  k  nach  den  früher 
mitgetheilten  Methoden  direkt  zu  berechnen)  aus  der  ausserordentlich  rasch  con- 
vergirenden  Entwicklung  No.  9,  9 


l/ra 


=  1  —  2^  -+-  2^*  —  2^»  4-  2^1«  —  2^»s  4-  .  . 


Da  q  selbst  für  grosse  k  stark  von  1  abweicht,  so  genügen  in  den  meisten 
Fällen  die  ersten  drei  Glieder.  Schliesslich  findet  man  sinamw,  cosamw,  ^amw 
aus  den  ebenfalls  sehr  rasch  convergirenden  Thetaquotienten  §  19,  No.  5,  15,  16 
und  17. 

Man  kann  diese  Gleichungen  auch  dazu  verwenden,  w  zu  finden,  wenn 
sin  am  a/,  cos  am  w  oder  ^amw  gegeben  sind,  also  dazu,  ein  elliptisches  Integral 
erster  Art  aus  dem  Modul  und  der  Amplitude  zu  berechnen.  Wir  bedienen  uns 
dazu  am  zweckmässigsten  der  Gleichung 


5.  \amw  =yi'.— 

1  - 

Setzen  wir  rw  :  Ä'  =^  n,  so  f< 

1      A  am  w  —  y/k'  _  . 

■^f'iamw-i-  ye  " 

Die  linke  Seite  ist  bekannt;  ' 

cos2v  =  ^{\  ■+■  3 

—  (?'(■(«  6  i 

In  den  meisten  Fällen  ist  g  i 

alsdann  hat  man  einfach 

G. 

Ist  dieser  Werth  nicht  binlän 
näherung  und  berechnet  einen  ge 

Wenn  ?  nicht  sehr  klein  ist, 
dem    von  ^iq^cesAv    tiberein.     \: 

folgende  Werth  von  eos-lv  zu  klein,  der  aus  T.  folgende  Werth  grösser,  aber  immei 
noch  zu  klein;  ist  dagegen  'l^g*  cesAv  negativ,  so  ergiebt  sich  eosiv  aus  6  id 
gross;  die  aus  7.  folgende  zweite  Annäherung  ist  zwar  kleiner,  aber  immer  nodi 
zu  gross;  denn  Sv  ist  spitz  und  Av  ist  nach  der  Voraussetzung  stumpf  In  beiden 
Fällen  erhält  man  durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Gleichung  7.  eine  Reihe 
von  Werthen  v',  v",  v"',  .  .  .  die  sich  dem  richtigen  Werthe  immer  mehr  nähern. 
In  sehr  vielen  Fällen  wird  v'  bereits  genau  genug  sein. 
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1.    Die  Integrale  /.weiter  und  dritter  Art  §  17,  No.  8,  !> 


j/l-r^^'    -"^j^l 


.>)V'(1  -«')(! -*'»') 


werden  nach  Jacobi*)  als  elliptische  Functionen  betrachtet,  indem  nwn  ei 
neue  Variable  w  durch  die  Gleichung  einflihrt 


Durch  diese  Substitution  ergiebt  sich 


JV'^^-]' 


J.-vcoBi  bezeichnet  das  letztere  Integral,   zwischen  den  Grenzen  0  und  ic  .P 
nommen,  als  Integral  zweiter  Art;  wir  schreiben  dafür  fö(w)  und  haben  daher 

Ersetzt  man  ^aoiw  durch  sinamw.  so  folgt 

•)  J,\COBi,  FundnmenU  nova,  §  47. 
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w 


6(«/)  =E  w  — jk^  sin^amw  dw  . 


In  dem  Integrale  dritter  Art  setzen  wir 

X  =  —  k^  sin^amoi 
und  machen  wieder  die  Substitution  1.;  dadurch  entsteht 

dw 


r__ji_ r 

J{1   -+-  X««2<p)  A<p  ~^J    1    —  ^2 


?2  sin ^  am  a  sin ^  amw  ' 

Wird  das  letztere  Integral   zwischen  den.  Grenzen  0   und  w  genommen,   so 
erhält  man  sofort 

^amw  dw 

sin^amw 

0  0 

Wir  werden  nun  zeigen,    wie  die  beiden   Integrale,    um  die  es  sich   noch 

handelt,  nämlich 

w  w 

k'^  sin^  ajn  w  dw 


/dw  Ck^  sin^amoLsin^am\ 

1  — k'^sin ^ama  sin ^amw  J  \  —  k^  sin ^ am  a  sif 


\k^  sin 2  am  w  dw     und   /  — - 


-  k^  sin^  am  a  sin^  am  w 
0  0 

auf  Thetafunctionen  reducirt  werden  können. 

2.    Vorher  haben  wir  noch  zu  untersuchen,   ob  diese  beiden  Integrale  vom 
Integrationswege  abhängen. 

Die  Function  sin  amw  wird  unendlich  in  den  Punkten  7ü  =  ^mK-{-  (2  «  -h  1 )  Ä"'  •  /*, 
wobei  m  und  n  ganze  Zahlen  sind;  wir  haben  daher  nach  §  13,  13,  3 

««2  Ä/w  [2w^ -h  (2«  4-  1)^' •  / -+- ti>] 
für  die  Umgebung  des  Punktes   ^mK ^  (2«  -{-  \)K^  •  /  in  eine  Reihe  nach  auf- 
und  absteigenden  Potenzen  von  xo  zu  entwickeln  und  den  Coeflficienten  von  1  :  tu 
zu  beachten.     Da  nun  bekanntlich 

sin^  am  \^mK -^  02n  H-  l)K'i  -t-  \t>]  =  7^-^ 

^  ^  ^  k^  sin^  amxo 

und  diese  Function  für  entgegengesetzt  gleiche  tu  gleiche  Zeichen  hat,   so  folgt, 

dass    in   der  verlangten  Entwicklung  nur  gerade  Potenzen  von  \o   vorkommen; 

folglich   ist  der  Coelficient  von  xq—^  gleich  Null.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

Das    Integrsil  fsin^  amw  dw  über  eine  kleine  Curve  erstreckt,  die 

einen  Ausnahmepunkt  einfach  umkreist,  verschwindet;  das  Integral 

ist  daher  eine  eindeutige  Function  der  Punkte  der  Variabelneben^. 

Die  Function 

sin^  amw 

1  —  k^  sin^  am  a  sin  ^  amw 

wd  nur  in  den  Punkten  unendlich  gross,  fiir  welche 

1  —  k^  sin^  ama  sin^  amw  =  0 , 

also  sin  amw  r=  do.  -r—. . 

kstnamoi 

Hieraus  folgen  für  w  die  Auflösungen 

w  =  it  a  -h  2mK -\-  (2«  4-  \)K'i. 
Setzen  wir  nun 

a/  =  ifc  a  -h  2mK  -h  (2«  -h  \)K' i  +  W , 
so  erhalten  wir 

sin^  amw  1  1 


ST'.' 


-'*-'' 


»■ 


1  —  k^sin^  am  asin^  am  w       k^     sin^  am  (w  i:  a)  —  sin^  am  a  * 


r?r3> 
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MV 


Ist  ir   so  klein,  dass  höhere  Potenzen  von  iv  gegen   die  erste  zu  vernach- 
lässigen sind,  so  ist  nach  dem  Additionstheorerae 

sin  am(XQ  ±:  a)  =  ifc  sin  ama  -h  cos  amaliama  •  xo  . 
Folglich  ist,  über  eine  verschwindend  kleine  den  Punkt 

±  a  -4-  2mK-^  (2«  -f-  \)JCi 
einmal  umkreisende  Curve  ausgedehnt, 

sin^amw  1  /V© 

acosamalamtij  1» 


1  —  ^»  sin 


sin^  am  a  sin"^  am  w 


dw  =  ± 


2  k^  sin  am  ^ 


=  d= 


TT/ 


^^  sin  am  a  cos  am  aäiami' 


Hieraus  ergiebt  sich:     Das  Integral 


w 


f- 


sin^amw 


1  —  k^sin^amasin^amw 


dw 


W: 


Wl^ 


W;.- 


!•■-. 


•* 


•t 


l'^ 


t 


a-  - 

'*  .V 


ist  unendlich  vieldeutig  und  hat  den  Periodicitätsmodul 

Tzi 


k^  sin  am a cos ama^ama' 
3.    Nach  §  19,  No.  17,  17  ist 


»(0)^ 


ö(0'  »W^ 


-  1  ^FM»)   M^)V 


TT  1t 

Ersetzt  man  hier  I  und  z  durch  k-j^ol  und  ä~F'^ »  ^^  erhält  man 


ö 


»(0) 


2  . 


=  l  —  >&^  sin^amisin'^atnw . 


Wir  nehmen    beiderseits   die  Logarithmen    und    differenziren  dann  nach  a; 
dadurch  entsteht 

k'^sin  am  a  cos  am  a^ama  sin ^ am  w 


1. 


/>a» 


2ä: 


1  —  k^  sin^ am a  «Vi ^ «/// «' 

t:{w  -H  a) 


1      ^«^       2^ 


1      ^«*       2^- 


Da  nun 

ir  («/  -f-  a) 


2^ 


ir(a/  -h  a) 


f) 


2Ar 


0 


7:(a' —  a) 


^K 


d^ 


2Ar 


^/» 


7:(7^/  -h  a) 

2a: 


"(tt/— g) 


d^ 


t:(w  —  a) 
2K 


da  dw  '  '  da  dw 

so  erhalten  wir  aus  1 .,  wenn  wir  mit  div  multipliciren  und  zwischen  den  Grenzen 
0  und  w  integriren. 


w 


2. 


/ 


k^  sin  am  a  cos  ama^  am  asin^  am  w  dw 


d 


2  —  k'^sin^ama  sin  *  am  w 

t:  {w  —  a) 


ira 


'W   -h      ,Z   l r     . 


^K 


r 

d 


2A' 


f 


X 


r^ 
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Der  Periodicitätsmodul  des  links  stehenden  Integrals  ist  ir/;  ihn  besonders 
hinzuzufügen  ist  wegen  des  rechts  stehenden  Logarithmus  nicht  nöthig.  Das 
links  stehende  Integral  bezeichnet  Jacobi  als  Normalintegral  dritter  Art 
n(w,  K,  a),  wofllr  auch  n(w,  a)  geschrieben  wird,  wenn  über  den  Modulus  k  kein 
Zweifel  sein  kann. 

Wenn  wir  in  2.  rechts  und  links  durch  a  dividiren  und  dann  zur  Grenze 
für  a  =  0  übergehen,  so  erhalten  wir 

TZW 

ö.  ik^stn^amw dw  =  7-770  -qTTä  '^ \ 

4a  2     f>(0)  A  ^^ 


0 
denn  es  ist,  wenn  tt«  :  2Ä'  =  ß  gesetzt  wird, 


^K 


A» 


/,«  __ _  _/,^  ___  =  __./,«_=__»..  (0) . 

Es  ist  daher 

TZW 


Ä„d 


0 

Das  zweite  Glied  rechts  bezeichnet  man  nach  Jacobi  mit  Z(a/),  so  dass  also 

^2Z 

4.  Wir    entwickeln    nun   einige  Eigenschaften  der  Function  Z.     Wenn  man 
die  angedeutete  Diiferentiation  ausführt,  so  erhält  man  zunächst 

_.     .    IT«/  2Tca/        ^    _    .    3ita/ 

A  A  A 

Z(w)  =  ^ 5 . 

1  — ^qcos-^  -^  2^*^t?s— jp 2^^^^J— «^-h  .  .  . 

Hieraus  folgt 
Z(— «/)  =  —  Z(«/),       Z(0)  =  0,       Z{7nK)  =  0,       Z{w -^^K)  =  Z(a/), 
Da  femer  bekanntlich 

so  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Logarithmen  nimmt  und  differenzirt, 

Z(«/ -f.  2/^0  =  Z(«/)  — /J. 
Ersetzt  man  hier  uf  durch  —  o/,  so  erhält  man 

Z(w  —  2iK')  ==  Z(w)  -h  i^' 

5.  Geht  z  auf  der  zweiblätterigen  RiEMANN'schen  Fläche  für  7/(1  —  z^){\—k''^z^ 
geradlinig  von  0  bis  1 ,  so  durchläuft  w  die  reale  Achse  von  0  bis  AT,  geht  z  im 
untern  Blatte  geradlinig  zurück  bis  0,  so  geht  w  auf  der  realen  Achse  weiter  bis 
2 AT,     Für  diesen  Weg  ist  unzweideutig 
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I  V       _    2    ^^  =  jA^amwäw  =  ©(/»)  . 
0  0 

Das  links  stehende  LEGENDRE'sche  Integral  zweiter  Art  erlangt  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  den  Werth  2JS . 
Da  nun  Z(2K)  =  0  ist,  so  folgt 

folglich  ist 

^         4^2  '  0(0)    ""  K* 
und  daher 

Rückt  z  auf  der  realen  Achse  von  0  bis  vor  1,  umgeht  den  Punkt  1  in 
negativer  Drehrichtung  in  einem  verschwindend  kleinen  Halbkreise,  geht  dann 
(auf  demselben  Rande  der  realen  Achse  wie  von  0  bis  1)  geradlinig  wdter  bis 
vor  l  :  k,  umkreist  diesen  Punkt  in  negativer  Drehrichtung  und  kehrt  hierauf 
(jenseits  der  von  1  bis  l  :  k  liegenden  Verwachsung)  geradlinig  bis  zu  1  zurück, 
so  durchläuft  w  geradlinig  die  reale  Achse  von  0  bis  Ä',  und  dann  eine  Nor- 
male zur  realen  bis  zum  Punkte  K  —  2  i/C^ .     Es  ist  daher  für  diese  Wege 

1 
1  * 


fV^^^-  -  ^fV'-^^'-^i'^-  ^■^)-- 


4v 


K' 


n  .  it 


da  Z(^—  2/^')  =  Z(ir)  -H  «'  j^  =  i-^' 

Das  zweite  Integral  links  ist  bekanntlich  (§  16,  No.  19) 

i{£'  —  JC') . 
Daher  folgt 

E  -h  2i{E'-K')  =  -^(^-2/ir')  -f-  /J. 

Dies   reducirt    sich    auf  die    von  Legendre    auf  anderm  Wege   gefundene 
Beziehung  zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  K,  K\  E,  E' 

KE'  -+-  ICE  —  KK'  =  I . 

Die  Gleichung  z  =  sin  am  w  hat,    wenn  z  einen  Punkt  der  zweiblätterigen 
RiEMANN'schen  Fläche  bezeichnet,  für  w  die  Wurzeln 

w  -4-  ^:mK  -h  i  •  2nK', 
wenn  unter  w  irgend  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  verstanden  wird.   Die  rechte 
Seite  in  1.  nimmt  hierfür  die  unendlich  vielen  Werthe  an 

-^  (w  H-  4tmK-h  i '  2nir)  -h  Z{w)  —  ''  ^  • 
Setzt  man  hier  nach  der  LEOENDRE'schen  Gleichung 

-J  =  2^'  4-  2E^  -  2^', 

so  erhält  man 

E 

•^  w  -f-  Z(w)  -^-  4mE  —  n  •  2/(^'  —  IT')  . 
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Daher  ist  die  rechte  Seite  von  1.  in  derselben  Weise  unendlich  vieldeutig, 
wie  das  Integral 


s 


fV 


dz . 


Die  Gleichung 


2. 


/F^ 


dz  '=^  '^w  -\-  Z(w) ,      z  =  sin  am  w . 


ist  daher  erschöpfend,  beide  Seiten  stellen  dieselbe  Gruppe  von  doppelt  unend- 
lich vielen  Werthen  dar  mit  den  Periodicitätsmoduln  ^E  und  2/(^'  —  Ä'') . 

6.    Um    fiir  (S(«/)   und  Z(a/)    eine    FouRiER'sche    Entwicklung   zu    erhalten, 
suchen  wir  eine  solche  zunächst  für  die  Function   sin^am  w .    Zu  diesem  Zwecke 

haben  wir  das  geradlinige  Integral  zu  ermitteln 

2/c 


f 


mav 


sm^am  w  e    ^ 


dw  f 


da  sin^  amw  die  reale  Periode  'IK  hat.     Wir  integriren  die  Function 


«TW 


sin^am  w  •  e     ^' 

entlang  des  Perimeters  eines  Rechtecks,  dessen  Ecken  OABC  der  Reihe  nach 
a/  =  0,  2^^,  2Ä'-h  ^iK\  2iK^  sind  und  umgehen  dabei 
die  Ausnahmepunkte  iJC'  und  2K  -h  /AT'  durch  ver- 
schwindende Halbkreise.  In  gleich  weit  von  der  realen 
Achse  entfernten  Punkten  von  OC  und  AB  hat  die  zu 
integrirende  Function  denselben  Werth,  die  auf  diese  Strecken 
bezüglichen  Theile  des  Integrals  verschwinden  daher.  In 
gleichweit  von  der  imaginären  Achse  entfernten  Punkten 
von  OA  und  CB  hat  sin  amw  denselben  Werth;  fiir  die 
Pimkte  CB  tritt  aber  infolge  der  Exponentialgrösse  der 
Faktor  hinzu 

2frKK' 


\ 


0 


-2« 


(M.575.) 


es  ist  somit 

S(PA)  +  /(^c)  =  (1  -  q-'"')j{pÄ) : 

Statt  der  beiden  Halbkreise  um  iK^  und  2Ar-+-  iK^  kann  ein  Kreis  um  iK 

gesetzt  werden.     Für  dieses  Kreisintegral  /  setzen  wir 

w  =  /AT'  4-  C,      C  =  re'9 , 
und  haben 

2k 


•^     J  k^  sin^ 


am^ 


«ffC,- 


Wird  die  Exponentialgrösse  durch  eine  Potenzreihe  ersetzt,  so  ergiebt  sich 

2ic  2tc 


^'^  k^q^YJsi 


sin^amZ 


2k 


'^'^K^Jsin^am:^'^'^'-     "']' 


% 


>1 


(Mi 


)-^i 


Fi. 


V^, 


s«* 


^^■^■--fe^' 


(4    . 

'S 


•yt 


•4  V 


f^^  '• 


:.'^ 
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Das  erste  Integral  rechts  stimmt  bis  auf  einen  constanten  Faktor  mit  dem 
Kreisintegrale  für  die  Function  sin^  aniw  überein,  von  dem  wir  bewiesen  haben, 
dass  es  verschwindet;  das  dritte  und  alle  folgenden  verschwinden,  wenn  wir  zur 
Grenze  fllr  {  =?  0  übergehen,  da  die  zu  integrirende  Function  verschwindet;  das 
zweite  liefert  bei  diesem  Grenzübergange  einen  nicht  verschwindenden  endlichen 
Werth,  und  wir  erhalten 

hm/=  — 


k^Kq^' 


Daher  ergiebt  sich  schliesslich 

2 


/■ 


sm^  amw 


e     K  '  dw  =  — 


2it» 


nq' 


IT' 


ÜH     = 


nq^ 


k^K^     1 


iln 


Hieraus  folgt 

an  —  d-n  =  0 , 
Für  «  =  0  ergiebt  sich 

2A' 


ir- 


an 


a—M  = 


2K 


2nq* 


k^K^      1 


nn' 


«0  =  ^^  Xsin} amwdw  =  öTäjr  / (*  —  ^^amw)  dw  =     .g  jt   • 


Wir  haben  somit 

l.  sin^apnw 
Da  nun 


K — E     n    "^^     (    ?  ^^        ^^^ 


2tzw 


cos 


«' 


tu 


2. 


Ö(tt/)  =  JA^ am  wdw  =  w  —  k^  /•^'^* ^^ wdw , 
0  0 

so  ergiebt  sich 

Hieraus  folgt  noch 
7.    Nach  No.  3  2,  ist 


.    Tzicf  q* 

q^  A  1  —  ^* 


stn 


2r.w 


S-RW 


K     •    1  —  ^« 

it(w  —  a) 


w« 


-t- 


•  •  •  I  • 


d 


1. 


2Ar 


il(tt/,  k,  a)  =  Z(a)  .  w  -f-  i/    ^(^.^.q^y 

^       2Z~ 
Vertauscht  man  Parameter  und  Amplitude,  so  entsteht 

7c  (a  —  w) 

2Ar 
2Ar 


n(a,  >^,  w)  =  Z(a/)  .  a  -f-  ^Z- 


Durch  Subtraction  ergiebt  sich  hieraus  in  Rücksicht  darauf,  dass  Ä(z  — 0 
=  d(C  —  z)  die  Beziehung 
2.  n(«'>  ^;  a)  —  n(a,  ^,  w)  =  wZ{p)  —  fiZ{^v) . 

Diese  Gleichung    lehrt,    wie    man    ein  Integral  dritter  Art  durch  ein 
anderes  ausdrücken  kann,  in  welchem  der  Modul  gegen  die  Amplitude 

vertauscht  ist. 
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S",  so  wird  das  Integral  dritter  Art  als  vollständig  bezeichnet.    Nach 
II (.AT,  Ä,  a)  =  n(a,  i,JC)  +  KZ{<i)  -  ^Z(K) . 

n{<t,k,^  =  o,     z(x)  =  o. 

ur  Berechnung  eines  vollständigen  elliptischen  Integrals  dritter  Art 
leichung 

n{K,i,a)  =  KZ{<i), 
rt  aus  1.  gewonnen  werden  kann. 

.EGENDRE'sche  Integral  dritter  Art  ist  mit  dem  jACOBi'schen  durch 
verbunden 

dz 


ativ  und  —).>■/!',  so  ist  —  X :  i'  ein  unechter  Bruch,  mithin  a 
l  positiv,  so  ist  sitt  am  a  und  daher  auch  a  rein  imaginär.  In  beiden 
;  überhaupt  bei  realem  }.,  das  LEGENORE'sche  Integral  H^  real  mit 
1  i.  rechts  ein  nicht  realer  Parameter  a  vorkommt, 
:n  zeigen,  wie  man  die  imaginäre  Form  in  diesen  Fällen  vermeiden 
ntersiichen  zunächst  das  besondere  Integral 


k 


di 


/(i-^»)v'(i-*^)(i-'t*«')' 

'  1 ,  also 


i,K+  iK')  =  wZ(K  +  «')  +  \l  — . 

den  Werth  K  +  iK'  annehme,  hat  s  von  0  bis  I  zu  gehen,  den 
lern  verschwindenden  Halbkreise  in  der  Richtung  der  abnehmenden 
mgehen  und   dann  geradlinig  die   Strecke  bis   \:k  zurückzulegen. 


Z{K->riK')=  JA-'amwäw  - 


t  bekanntlich 


n 


lun  auch  l^am{K  -\-  iK')  =  0,  so  nimmt  das  Glied 

1  0:0  an.     Um   den  Greniwerth  des  Ausdrucks  zu   bestimmeo,  haben 


Quotienten  von 

8.            "»''         8, 

Werth  i  =  K+  iK'  zu  ermitteln. 

n(»,  t, .)  -  n(.,  i,  V,)  +  wz{.)  -  „zi,w) 

Hw.t,.)       f«namwt.„^^iaM^.mUm, 

Z{z 

8.                     l-i>m'„mwm<<,m.     ,     ''  •"^i") 

£(.)=.  ri'»««/Ä— Je 

Z'(.)_4....-|. 

cht  man  hiervon  in  1.  Gebrauch  und  setzt 

sinami^'g,     also     eosam<s.  =  -^,      !:i,amii.  =  Q, 

eht 

[^%^^],^..,,r'»-"-^""'"-^<»'- 

ner  ist 

— .    ■■     =  — k*  smama.  (Osama.. 
Ca. 

a  =  Ä"  +  iK'  ergiebt  dies  ( —  ik").    Da  nun 
schliesslich 

iltat,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  durch  Differentiation  leicht  iibeneu^ 
Auf  dieses  Integral  lassen  sich  die  Functionen  Z{w)  und  ®(m')  im  Fille 
lin  imaginären  Arguments  reduciren;  denn  es  ist 

Z{iv)  =  <&{iv)-i-^v, 

Y      — j-  (/» ,     wobei   y  =  Ai»f  am(p,  k') . 

letzt  man  hier  s  durch  «>,  so  entsteht 


:  Substitution  j«  =  iangf,  also  ^  ^  am(v,  k'),  giebt 


§  t}.     Die  eUipIischen  Integrale  iweilcr  und  dritter  An. 

-*j{\-sm*<t)^{'i.k!) 

'*   J  A(9,  AO  ^  '*  j  (1  -  «■«»?)  i(T,  A')  ■ 
Daher  folgt  schliesslich  in  Rücksicht  auf  No.  8,  2 

=  iv  +  i  -jüf  [tangain{v,  k')  ^am(v,  k')  —  ®{ji,  k')], 

Z(iv)  =  /  -  ^-  v+>-~  [ta»s  am{v,  k')  A<™{z-,  k')  ~  ^{v 
10.    Ist  X  negativ  und  —  i  >  1,  so  folgt,  wenn  —  X  ^  n'  gese 
smama  =  -r , 
dass  a  von  der  Form  X  ■+-  iK'  +  ß  ist.    Da  nun 

sinam{K+  iK'  +  ß)  =  ;= ^ ^-^^ 


so  dient  zur  Bestimmung  von  ß  die  Gleichung 

aus  welcher  hervorgeht 

1.  s 

nach  der  Voraussetzung  über  |i.  ist  der  Radicand  ein  positiver  echt< 

Man  hat  nun 


y  u.»  — Ä*' 


'>sf("'+ 

K-i 

w,k.K+iK'  +  ^)  = 

wzgi+ 

.-Ar'  +  B  +  i/ 



S-T^C"- 

K- 

Aus  den  Gleichungen 

§  19,  No. 

2,  7  folgt 

»5i(Jf+.-^' 

+  P)  =  ». 

s^('--«"  +  P) 

=  ,*.-.^ 

».^ 

Also  ist 

'si  <"'  "•"  ■*'."'■  '•*■'  "^  P> 

_,*--^^^e 

"(p  +  x-: 

■     2.*: 

S-i(^-Ar- 

;.*:'  -  p) 

..i-'^??-', 

•97»- 

«.). 

Hieraus  folgt 

^...^ 

Z(K+iK'  +  ^). 

-     2Ü-  '        .p    ■ 

">2JP 
P*»  2T  *  — iK 


i.  ' 


I- 

's» 


<>  • 

r  1^  1. 


kr    ' 


-■  «■••  « 


» ■ " 


1'- 

k 

ir.».. 

I 

ft-.r 


'tj 


lt. 
f.- 


^ 


8o8 


IntegralrechnuDg. 


und  daher 


tangam{K  -\-  iK*  -j-  ß) 
Somit  haben  wir  schliesslich 


sin  am{K  -\-  ß) 

A^w  (A!'  -h  ß)     ""  tang  am^ ' 


k 


dz 


(1   -  \L^Z^)  1/(1  —  Z^)  (1   —  >&2  0») 


=  W  -h 


tang  am^ 


irß 


» 


ir(ß  -h  w)' 


3 


». 


2-Är 


d. 


2Ar 


wobei  also 


l/ix»  —  1 
jx  >  1 ,    z  =^  sinamw,     y     g  .^  =  j/« <i/«ß  . 


1 1 .    Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  LEGENDRE'schen  Integrale  dritter  Art  für 
den  Fall  eines  positiven  X.     Setzen  wir  jetzt  X  =  ji^,  wo  nun  p.  real  ist,  so  ist 


sinama  =  /  •  -r  ; 


setzt  man  a  =  /ß,  so  folgt  zur  Bestimmung  des  realen  Werths  ß 


fang  am  {%  k*)  =   v  ,       sin  am  (^^  k')  =  — r: 


k^ 


Wir  haben  nun  zunächst 


(1  -+-  ^H^)Y(r^  z^){\  -  k^'z^) 


tang  am  (i^)  „,      ,    .„, 


Nach  §  18,  No.  4  ist 

Az«^  am  /ß        /««  d!w(ß,  ^')  •  cos  am{^j  k^) 


Femer  ist 


^ami^ 


^am{%k') 


1. 


U{w,K,i^)=  wZ{i^)-hy 


»2^(«'^-''ß) 


5(/ß)  = 


&  2X(«'  -  '^) 


7C 


d 


IT 


2^^ 


1K 


2. 


Da  nun 


^ß  . 


»/«  =  2(—  l)«^-«2p_^2«;r, 


so  ist  öö]r'   x^2X,    und    man   kann    daher    für  die  rechte   Seite  der  vorletzten 

Gleichung  m  :  /  setzen,  wobei  m  real  ist.     Das  elliptische  Integral  11  (w,  K  if)  ist 
für  ein  reales  w  rein  imaginär;  ersetzt  man  es  durch  iV^  so  entsteht  aus  1. 

i(y-h  mw)  =  ^/ 


mithin  ist 


^^(«'-m 


'»;---"" 
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gi{y+/mv)   __ 


l 


» 

■K 

2  AT 

(o/ 

+  'ß) 

» 

7C 
0  if 

•(w 

-'•» 

i 


•^-/■(KH-w«e»)  __. 


B^i^-i?) 


3. 


Durch  Addii.on  und  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 


cos{V-h  ntw)  = 


2  V^Ä ^'^  "^  '^)  •  *  2T ("^  ~  'P^ 


4. 


j     »  2  ^  («^  + /ß)  -  ft  2^  («/ - /ß) 

sin{V+  mw)  =  — . .  -  ._ — ^ ^-  - 

■-'    ]/ »  2^  («/  +  «P)  •  »  2^  («' - /ß) 


Jede  dieser  Gleichungen  ist  dazu  geschickt,    V  zw  finden;    es  erübrigt  nur 
noch,  Zähler  und  Nenner  in  3.  und  4.  in  handlicher  Form  darzustellen. 
Für  den  Nenner  hat  man  nach  §  19,  No.  17 

Daher  ist 

TZW'X 

tang^  am{^,  K)sin^  am  ^-^    • 


— .-  --^ — ^   -^,  _._-   _. 


» 


?^^    [i+>i> 

»(0)     J  L 


5.  »2^(7e/  +  /ß)ft2^(a'-/?)  = 

7:3 
hierbei  hat  man  für  ft  ö"^^  clie  stark  convergente  Reihe 


6. 


b 


TTß 

2^" 


/  =  1  —  ^  V^  A-  +  ^r   ^;  -i-  ^*  v<^ 


*2k,S 


2«! 


^) 


-?H 


Srcß  3»ß\  /  4jtJ^ 


g  A'   -^  e     A-  ;  -h  ^1 6  \<? 


) 


Femer  ist 


1 

00     . 


) 


1 

00 


1 
00 


Daher  ist 


7. 


l|624-(--^'ß)-»2i(--'H=-?(-')''^'''^'''^*''^-'"'^'- 
Durch  die  Gleichungen  3  bis  7  ist  V  bestimmt. 


e^^^J*^ 


;!ii 


fc ".  • ... 


£&:? 


'^j 


r* . 


n 


8io 
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12.  Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  erledigen,  dass  X  negativ  ist  und  — X 
zwischen  k^  und  1  liegt;  unter  dieser  Voraussetzung  ist  a  von  der  Form  K-\-i^ 
und  ß  bestimmt  sich,  wenn  •—  X  durch  \l^  ersetzt  wird,  aus 

/*-  .    'o\        cos  am  i^  1  jt 

woraus  folgt 


k' 


sin  am  (^,  k')  = 


j/jiT— >^« 


1. 


Nun  ist 


dz 


(1    —   Jl352)y(l  —Z^){\  —k^z"^) 


tans  am  (K  H-  /  3)  „ ,  _ 


tangam{K  -h  /ß) 


^am{i^) 


lam($,^ 


2. 


>&' 2  tang  am  (/ ß)         i^' »     sin  am  (ß,  i^') ^r^i  am($,  k")  * 

K  -h  /ß) 


d;^(a; 


n(w,  >^,  ^  +  /ß)  =  wZ{K -+-  /ß)  -^-  i/ 


2jr 


TT 


» 2jr(«'  -  ^  -  'P) 

Zur  weiteren  Reduction  bemerken  wir  zunächst,  dass 


3. 


Z{K  -(-  /p)  =  y 


^D^%^{K^i^)        1^»«^ 


ferner,  dass 


» 2^(«.  +  ^  +  /p)  =  »,  ^(a,  -H  iß) 


IT 


1t 


ö  2^(a;  -  iSr -  /ß)  =  d,  2^(a;  -  /ß)  . 

Der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  in  Gleichung  1.  ist  für  j?*  <  1  real, 
folglich  ist  n(tt/,  k,  K  '\-  /ß)  rein  imaginär;  ersetzen  wir  es  zur  Abkürzung  durch 
/  Vy  sowie  Z{K  -{•■  /ß)  durch  m  :  /,  worin  nun  m  eine  reale  bekannte  Zahl  ist,  die 
sich  aus  3.  bestimmt,  so  haben  wir  für  V  die  Gleichung 


^'(y+fnw)  _, 


^3  f^X^  +  '*ß) 


woraus  weiter  folgt 


cos(V-h  mw)  = 


4. 


sin{V-{-  mw)  = 


^3  2^  C«'  ^-  ^'ß)  -^  ^  2Ä^(«'-.^"ß) 
^  V'^s  2Z  ("^  ^  ''^)  ^«  2i  ("^  ~  '^^ 


IT 


2«l/ ft,  äi  (^  +  '?)  *»  2^  ("'  - '?) 
Ersetzt  man  in  §  18,  No.  20,  17  i;  durch  ^tz  -h  z,  so  erhält  man 


6(0)"_ 
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I    z  ^  T-T= ,      ;  ^  ölp  '    lieiert  hieraus        • 


i  folgt 


^(w  H 


>j^ 


H  .-=?), 


-=tn 


die  Gleichungen  1.  bis  6.  wird  das  Problem  vollständig  gelöst*). 
Issen  es  uns  versagen,  den  Leser  tiefer  in  die  Theorie  der  elliptischen 
einzufuhren    und    verweisen   hierfür  auf  die  citirten  Werke;  in  dem 
efUhrten    findet   man   ausführliche   Nachweise   über  die   reichhaltige 
Literatur  dieses  wichtigen  Abschnitts  der  Analysis. 


><«■ 


g  22.    Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale. 

1.    Rectification    der  Lemniscate.      Die  Gleichung  der  Lemniscate  i 

Polarcoordtnaten  ist  ^ 

r  =  a  yTös^, 
wenn  mit  <i>  der  Winkel  des  Radius  vector  r  mit  der 
Achse  der  Lemniscate  bezeichnet  wird. 

Die  Construction  der  Curve  erfolgt  in  einfachster 
Weise,  indem  man  um  O  mit  OA  =  a  einen  Kreis 
beschreibt,  denselben  mit  einem  Radius  vector  in 
M  schneidet,  MJf  =  AM  macht,  und  mit  NQ  -L  OA 
durchschneidet;  alsdann  ist  OR  =  acos'iiit,  mithin 
OQ  =  aycös^;  macht   man  daher   OF=OQ,   so  *  * 

ist  I>  ein  Punkt  der  Lemniscate.  '"■^' 

Wir  bezeichnen  den  WinkeMÖ^  als  Amplitude  y  des  Lern niscatenpunkts /*; 
für  diesen  Winkel  ist 

'OA  ~ 


smtf  = 


-Vf., 


•)  Vergl.   Enneper,    Elliplische   Functionen.     Theorie  und  Geschichte.     Halle  1876,  g  34. 
Die  verschiedenen  Foimen  der  elliptischen  Integrale  3.  Gattung. 


Sl2 
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u> 


Der  von  A  bis  F  reichende  Lemniscatenbogen  hat  die  Länge 

9 

dm  a     C  df^ 

0  0 

Also  ist 


-f 


ycos  2  o>        }/2  J  -j/l  —  ^««»tp 


a 


s  = 


^2 


G'  ^)  ' 


^-(^^)- 


und  der  Lemniscatenquadrant  S 

■^  ^  |/2  '  V2 '  yi 

Soll  die  Summe  zweier  Lemniscatenbogen  s^  und  s^  einem  dritten  Lemnis- 

cntenbogen  s  gleich  sein,   so  müssen  die  Amplituden  9,,  92,  <p  durch  eine  der 

ä(]uivalenten  Gleichungen  verbunden  sein,  welche  das  Additionstheorem  enthalten. 

2.    Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  zeigen,   wie  das  Additionstheorem 

durch  eine  geometrische  Construction  erledigt  werden  kann. 

Man  zeichne  zwei  Kreise,  einen  mit  Cen- 
trum A  und  Radius  R^  den  andern  im  Innern 
des  ersteren  mit  Radius  r\  der  Abstand  AB 
der  Centra  sei  h.  Im  grösseren  Kreise  ziehe 
man  zwei  Sehnen  BD  und  EF^  die  den 
kleineren  berühren. 

Sind  a,  ß,  7  die  Winkel  DAC,  FAQ  FAC 
und  AHl-GB,  so  hat  man  BG  =  HG^BH, 
d.  i.    r  =  Rcosi^  —  ß)  -h  hcosi^  4-  ?)  , 

=  (^-h  //)  ^^xp  ^^X7  -h  {R — fi)sin^  sini. 
Femer  folgt  aus  CBJ 

1.  r  =  (^  -H  ^)  r^ja , 

daher  ist 

R-h    . ^    . 


(M.  577.) 


2. 


3. 


Man  kann  nun  A  immer  so  bestimmen,  dass  für  einen  gegebenen  Modul  Jb  -<  l 

R^h 


R 


=    yi  —  >&2 


sin^a 


CS  folgt  nämlich  hieraus 
4. 


A  =  R- 


1  —  yr^k^ 


sin^  d 


1  -h  /l  ~  >t 


8 


sin^a 


Man  sieht,  dass  dieser  Werth  von  /i  kleiner  als  R  ist,   und  dass  nach   3- 

R  —  Ä  grösser  ist  als  {R  -+-  h)  "/l  —  sin'^  a ,    also   grösser  als  r;    es  wird   also 

immer  mit  willkürlich  gewählten  R  und'a  und  aus  4.  und  1.  bestimmten  h  und  r 

die  Figur  mit  der  vorausgesetzten  Anordnung  der  Kreise  erhalten.    Führt   man 

nun  3.  in  2.  ein,  so  erhält  man 

cosd  =  cos^  cos'f  -h  sin^  sin-^  A(a)  . 

Dies  ist  aber  bekanntlich  die  Bedingung,  unter  welcher 
L  F{ai,  k)  -^  F{^,  k)  ^  Fia,  k)  , 

Sind  nun  k,  a,  ß  gegeben,  7  gesucht,  so  wähle  man  R  beliebig,  constniire 
dann  h  und  r  nach  4.  und  2.,  mache  EAC  =■  2ß,  und  ziehe  von  E  die  Gerade 
EF  so,  dass  sie  den  kleinen  Kreis  berührt;  alsdann  ist  7  =  \FAC. 

Die  zweite  von  E  an  den  kleinen  Kreis  gelegte  Tangente  EF^  bestimmt 
einen  Winkel  7  =  \CAF^t  der  die  Aufgabe  löst 

FifL^k)  -  F{$,k)  ==  ^(7,>^). 


r" 
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Zieht  man  von  F  aus  eine  Tangente  F^  an  den  kleinen  Kreis,  von  F'  aus 
eine  Tangente  F^ F^'  u.  s.  w.  und  bezeichnet  die  Winkel,  die  AF\  AF^  AF'"  u.  s.  w. 
mit  AC  bilden,  mit  27^,  2-/2,  ^Vg  u.  s.  w.,  so  hat  man 

>-(a)  +  7^(3)    =  ^(7) , 
F{a)  +  Fi^)    =  F{-!,), 

Ha)  +  ^(T,)=  J'if,), 
F{a)  -H  Fit^)  =  F{f,) , 


Hieraus  folgt  durch  Addition 

oder,  wenn  ß  =  0,  also  E^C  ist, 

Fkin)  =  («  -h  1)  ^(a)  . 

Hierdurch  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Durch  Constructionen  von  geraden 
Linien  und  Kreisbogen  die  Amplitude  eines  Lemniscatenbogenjs  zu 
erhalten,  der  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  zu  gegebenen 
Amplituden  gehörigen  Lemniscatenbogcn  ist;  oder  der  gleich  einem 
ganzzahligen  Vielfachen  des  zu  einer  gegebenen  Amplitude  ge- 
hörigen Lemniscatenbogens  ist. 

3.  Die  Aufgabe,  einem  (in  Ä  anfangenden)  Lcmniscatenbogen  in  eine 
Anzahl    gleicher    Theile    zu    theilen,    ist   der   geometrische  Ausdruck    der 

arithmetischen  Aufgabe,  sin  am  —  w  durch  «,   k  und  elliptische  Functionen   von 

iv  auszudrücken.  Zur  Lösung  dieses  Problems  wird  man  zunächst  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Gleichungen  fiir  sinam  {w -\-  w^^  cos  am  (^ -\- w ^) , 
\  am  (w  -h  w^)  die  Functionen  sin  am  n  w,  cos  amnw^  oder  ^amnw  durch  w 
ausdrücken;  man  erhält  so  eine  Gleichung,  welche  elliptische  Functionen  von 
w  mit  einer  von  nw  algebraisch  verknüpft.  Ersetzt  man  nun  hierin  nw  durch 
w,  also  w  durch  w  :  n^  so  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  eine 
Function  von  w :  n  durch  w  ausgedrückt. 

Diese  aufzulösende  Gleichung  ist  bereits  für  den  «  =  2  vom  8.  Grade. 
Wir  müssen  hier  darauf  verzichten,  die  allgemeine  Gleichung  des  Divisions- 
problems aufzustellen,  und  ihre  algebraische  Lösbarkeit  nachzuweisen*), 
und  geben  nur  die  Lösung  für  den  einfachsten  Fall. 

Setzt  man  in 

cos^  am  w  —  sin^  am  r£' A^  am  w 

cos am2w  = ,»   .  . , 

1  —  k*  sin^  am  w 

w  für  2w  und  z  für  sin  am  ^w^  so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

L  i;i—k^z^)cos^amw=  \  — 'Iz^  -^  k^ z^, 

aus  welcher  folgt 


2. 


-m 


-h  "j/l  —  k^sin^amw 


-h  1/1  —  sin^amw 
Die  vier  Auflösungen  der  Gleichung  L  sind 


w 
sin  am  ^- ,     sin  am 


(!'  -h  2in  ,     sin  am  (|  h-  iK'\  ,     sin  am  \^  -^  ^K-\-  iK^  . 

Ausdrücke,  welche  ausser  rationalen  Grössen  nur  Quadratwurzeln  enthalten, 
lassen  sich  bekanntlich  mit  Lineal  und  Zirkel  construiren.  Ohne  auf  die  Einzel- 
heiten einer  solchen  Construction  weiter  einzugehen,  können  wir  daher  den  Satz 


♦)  Vergl.  KÖNIGSBERGER,  Vorl.  über  die  Theorie  d.  eil.  Funct.  2  Bd.  pag.  210. 
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aussprechen:     Ein  Lemniscatenbogen   ki 
2"  gleiche  Theile  getheilt  werden. 

4.  Rectification  der  Ellipse.  Wer 
eines  Ellipsen punktes  mit  Hülfe  eines  Wink 
drückt 

X  =  asin<f,      y 
so  ist  ein  vom  Endpunkte  der  kleinen  Achs 


=/^ 


Bezeichnet  man  die  numerische  Excentric' 

Alle  auf  Integrale  zweiter  Art  bezügliche 
Deutung  als  Sätze  Über  Ellipsenbogen.     Das 

Elf)  +  m)  -  E{')  - 

lehrt:    Zu   zwei   gegebenen  Ellipsenbo 
ein  dritter  s^  construiren,  so  dass  das 

geometrisch  construirt  werden  kann. 

Nimmt  man  insbesondere  o  ^  ^n,  so  is 
jj  —  J,  ein  Ellipsenbogen  s',  der  vom  Endpu 
wird.     In  diesem  Falle  hat  man 

,  _  a^  —  b-^ 

COSfä 

Man  erhält  so  den  Satz:  Zu  jedem  i 
Theile  eines  Ellipsenquadranten  läss 
beginnender  Theil  construiren,  so  dasi 
construirbar  ist 

5.  Rectification  der  Hyperbel.  Fl 
punktes,  bezogen  auf  die  Symmetrieachsen,  ■ 


und  daher  für  den  vc 

im  Scheitel  anfangende 

1. 

-=r-^ 

Durch  theilweise 

Integration  erhält  man 

/. 

^  rf?   =  ~   COf^t^Oi  ■ 

Ferner  ist 

..-■».,  =  _...; 

Daher  hat  man 

^           /^ 

-  ä<f  =  —  cotf^lf  +  k 

SeUt  man  nun  in 

1. 

so  erhält  man  durch  2. . 

yw 


*, 
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Der  Abstand  des  Nullpunktes  von  der  Hyperbelnormalen  im  Bogenendpunkte 
ist,  wie  man  leicht  erhält 

p  =  c 


z 


C 

dz  Ax  dz  By 


^x  )/C(r  —  Ax'^  —  By^)  '      ^y  yC(l  —  Ax""-  —  By^) ' 

Bezeichnet  a>  den  Winkel  der  Flächennormalen  mit  der  -YF- Ebene,   so  ist 
die  Oberfläche 

r  r  1  1 

1.  S  =  j    j  dx  dy ,       sinto  = 


fj> 


i/-(i^)"-(l^)*. 


Setzt  man  für  0—  und  ^—  die  obigen  Werthe  em,  so  erhält  man 

Cx  0  y 

1/  C(l  -  Ax^  -  By^) 

2.  smoi  =   y  - 


C  —  A(C-^  A)x^  —  B(C—  By^) ' 
Behält  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  bei,  so  führt  bereits  die  erste 

Integration  auf  elliptische  Integrale,  deren  Modul  die  zweite  Variable  enthält; 

dadurch  ergeben  sich  Schwierigkeiten,  die  man  zu  vermeiden  suchen  muss,  indem 

man  geeignete  neue  Coordinaten  einführt. 

Als  solche  empfehlen  sich  der  Winkel  cd  und  der  Winkel  9,  den  die  Projec- 

tion    der  Normalen    auf  die  Jfy- Ebene    mit   der  -Y-Achse    bildet.     Die  neuen 

Variabein  sind  mit  den  bisherigen  durch  die  Gleichungen  verbunden 

^'  ^^««co  =  c^A{C^A)x^  -  B{C-B)y^^      ^^''^^  =  :4^- 

Der  letzten  Gleichung  wird  identisch  genügt,  wenn  man  setzt 
3.  X  =  BRcos^,      y  =  ARsin^\ 

führt  man  diese  Werthe  in  die  erste  ein,  so  folgt 
««  C  cos^  <!) 

AB    BCcos^  ci) cos^  9  -+-  -4 Ccos^  iosin^ 9  ■+-  ABsin^  o>  * 
Die  Einführung  der  neuen  Variabein  ergiebt  nun  zunächst 

J  J  sinto  \d(a    d(f        d<^    dto)     ^ 
Für  die  in  Klammern  stehende  Determinante  findet  man 


-•^  jrt ,' v; 


>i^Z 


daher  ist 

s  —  / A^cp  =  ck'^  [IC—  F(ff,  k)]  —  c  [^—  ^(9,  k)\ . 
Geht  man  hier  zur  Grenze  9  =  0  über,  so  ergiebt  sich  links  der  Unter 
schied    eines   Hyperbelquadranten    und    der   Asymptote,   beide   vom  ''/*^ 

Nullpunkte  aus  gezählt;  rechts  ergiebt  sich 

c(k'^K—E), 
6.    Complanation  von  Oberflächentheilen  der  centrischen  Flächen  4^ 

zweiten  Grades.    Die    Gleichung    einer   centrischen    Fläche    zweiten    Grades, 
bezogen  auf  die  Hauptachsen,  ist 

Ax^  -+-  By^  -h  Car«  =  1  , 
woraus  folgt 

_  t/1  —  Ax^  —  By^ 
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dx    cy        dx    dy 


iio       C^  dfp      diu 

=  ^^  [g  j  '""^  Uv  '""f  -^  ^'""i)  -  c,  ;^  """^  Väy  '""f  -  ^""^jj 


diu  2      Cm 

ABCsiftiüCosoi 


r, 


{BCcos^vüCos^^  -h  CAcos^iüsin^^  -h  ABsin^mY  ' 
Daher  ist  schliesslich 


0.        5  =    ±  ABC 


ih 


{BCcos^  mcos^  ^  -h  CAcos^  msin^  ^  H-  ABsin^  »)*  " 

Zur  Orientirung  über  das  Vorzeichen  in  Verbindung  mit  der  Anordnung  der 
Grenzen  dient  hier  folgende  Bemerkung.  Die  Fläche  5  ist  stets  positiv;  wird 
nun  für  m  immer  ein  spitzer  Winkel,  und  die  unteren  Grenzen  kleiner  als  die 
oberen  genommen,  so  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen,  je  nachdem 
ABC  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  relativ  einfachsten  Resultate  wird  man  bei  der  Wahl  bestimmter 
Variabein  immer  erhalten,  wenn  man  die  Grenzen  constant  nimmt.  In  unsenn 
Falle  würde  das  die  geometrische  Bedeutung  haben,  dass  wir  das  Stück  der 
Fläche  bestimmen,  welches  von  zwei  Curven  begrenzt  ist,  längs  deren  jeder  die 
Normalen  gleiche  Neigung  gegen  die  A'K- Ebene  haben,  und  von  zwei  anderen, 
mit  diesen  in  der  Begrenzung  abwechselnden  Curven,  längs  deren  jeder  die 
Normalen  einer  bestimmten  Verticalebene  parallel  sind. 

Die  Punkte,  deren  Normalen  die  gemeinsame  Neigung  m  gegen  die  XY- 
Ebene  haben,  haben  als  Horizontalprojection  die  Curve 

•  2     —        ■      C{1  —  Ax"^ -^  B  y^) 
sm  ^  —  Q__^^jr^_^^2^B{C^B)y^' 
oder,  besser  geordnet 

A{Atang^m  -i-  C)    ^       B{Btang^m  -h  B)    ^ 

Es  ist  bemerkenswerth,   dass  diese  Curve  auch  der  Durchschnitt  der  Fläche 

Ax^  -t-  By^  -h  C«^  =  1 
mit  dem  Kegel  zweiten  Grades  ist 

A^x^  -h  B^y^  —  {CcotmYz'^  =  0 . 

Lässt  man  (ü  von  Null  bis  ^z.  wachsen,  so  zieht  sich  der  Kegel,  der  anfangs 
mit  der  X  K-Ebene  zusammenfallt,  enger  und  enger  zusammen  und  fällt  schliess- 
lich mit  der  Z- Achse  zusammen;  dabei  bedeckt  sich  die  Fläche  zweiten  Grades 
mit  Zonen  von  versewindender  Breite;  an  den  beiden  Rändern  jeder  solchen 
Zone  haben  die  Normalen  unendlich  wenig  verschiedene,  längs  desselben  Randes 
constante  Neigung. 

Der  Inhalt  einer  solchen  Zone  wird  gefunden,  wenn  man  in  5.  die  auf  9 
bezügliche  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  2ir  ausfuhrt;  um  die  Zone 
(p  zu  erhalten,  an  deren  Rändern  die  Normalen  die  Neigungen  m^  und  coj  haben, 
hat  man  alsdann  die  auf  cd  bezügliche  Integration  von  m^  bis  a>,  zu  erstrecken; 
es  ist  also 

cos  m  dm  d^ 


5  =  dz  ABC 


//< 


{BC cos^  CD  cos^  <p  H-  CA  cos^  m  sin^tf  -+■  AB  sin^  w)'^  ' 
«»0  0 
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Um  die  erste  Integration  auszuführen,  ersetzen  wir 

sin^  (ü    durch    sin^  ü>  (cos^  tp  -h  sin^  9) 
und  setzen  zur  Abkürzung 

m  =  B{Ccos^  (o  -f-  Asin^  <i>)  ,       «  =  A{Ccos^  co  4-  Bsin^  lo)  ; 
dadurch  geht  das  Integral  über  in 


1  ^^  J  (ü  a  (ü  f  7 5 

J  J  (mcos^f  -f-  nsn 


tuo  0 

Substituirt  man  hier  tang^  =  /,  so  erhält  man 


2it  00 


0  0 

mithin 

5  =  ±  TzABC '  I  ( —  H I  •     , •  cosio  diu  . 

(1*0 

Dieses  Integral  wird  leicht  auf  elliptische  reducirt.  Ohne  die  Allgemeinheit 
der  Untersuchung  zu  beschränken,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  A  und  B  gleiche 
Zeichen  haben,  dass  bei  dem  Hyperboloiden  A  dem  absoluten  Werthe  nach 
grösser  als  B  ist  und  im  Falle  des  EUipsoids  A  <.  B  <:  C  ist.     Setzen  wir 

so  sind  a  und  ß  jederzeit  real  und  a  >  ß.    Mit  Einführung  dieser  Werthe  erhalten 

wir  nun 

m  =  BC{1  —  a^wVi^cD),       n  =  AC{1  —  ^^  sin^  io)  y 

u», 

Costa  doi 


S  = 


\/AB  '  J  V  —  ^^sin'^m  "^  1  -  ß2j/>/2a)j  T/7\ZJä' 


C}/AB    J  V  —  ^^sin^io       1  —  ^'^sifi^üij  y^i  —a^sin^o}) (1  —  ß2j/>/2ü)) 
Hierin  setzen  wir 


^        a        y  C—A* 

und  führen  eine  neue  Variable  durch  die  Gleichung  ein 

1     . 


sm  o)  =  —  5/«  qp ; 


hierdurch  entsteht 

91 


d(p 


Wird  die  Zone  von  der  X  F- Ebene  an  gerechnet,  so  ist  cpQ  =  0,  und  daher 

9 


0 

TzA 


IT 


a>^'2(7y^^ 
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Diese  Gleichung  enthält  das  bemerkenswerthe  Resultat:  Jede  Zone  einer 
centralen  Fläche  zweiten  Grades,  längs  deren  Rändern  die  Normalen 
ihre  Neigung  gegen  eine  Symmetrieebene  der  Fläche  nicht  ändern, 
lässt  sich  durch  elliptische  Integrale  ausdrücken.*) 

Die  halbe  Fläche  des  EUipsoids  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
wenn  man  sinta  =  1,  also 

smff  =  a  =  y  l  —  p; 

setzt;  das  Verhältniss  der  Oberfläche  des  EUipsoids  zu  einem  Hauptschnitte 
desselben  wird  daher,  abgesehen  von  einem  in  Bezug  auf  die  Achsen  algebraischen 
Theile,  durch  unvollständige  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art  berechnet 
Führt  man  den  Werth  für  <p  in  die  Gleichung  für  S  ein,  so  erhält  man  für 
die  ganze  Oberfläche  des  EUipsoids 

5  =  y  4-    ,  ""     =[F(<D)-h(C—A)£M], 

c     yABC(c—  Ay  ^^^     ^        ^   ^^^^ 


•)  Diesen  Satz  hat  Schloehmilch  gegeben;  weitere  Folgerungen  hierzu  sowie  weitere  An- 
wendungen der  elliptischen  Integrale  auf  die  Complanation  von  Flächen  siehe  Compendiom 
der  höhern  Analysis,  2.  Aufl.     ü.  Bd.     pag.  346  u.  f. 


III.  Theil.     Differentialgleichungen. 

§  23.    Allgemeine  Sätze  über  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit 

zwei  Veränderlichen. 

1.  Unter  einer  Differentialgleichung  wird  eine  Gleichung  verstanden,  in 
welcher  Differentialquotienten  abhängiger  Variabein  in  Bezug  auf  unabhängige 
(neben  den  Variabein  selbst  und  constanten  Grössen)  vorkommen. 

Ist  jede  abhängige  Veränderliche  als  Function  nur  einer  Veränderlichen  be- 
trachtet, so  bezeichnet  man  die  Differentialgleichung  als  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zum  Unterschiede  von  partialen  Differentialgleichungen,  welche 
die  partialen  Differentialquotienten  von  Functionen  mehr  als  einer 
Variabein  enthalten. 

2.  Wenn  eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  Variabein  den  Differential- 
quotienten «ter  Ordnung  der  abhängigen  Variabein  und  keinen  höherer  Ordnung 
enthält,  so  wird  sie  als  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  bezeichnet. 

Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein,  die  weder  den  Differentialquotienten 
»ter  Ordnung  der  unabhängigen  Variabein  noch  höhere  Diflferentialquotienten 
enthält,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Werthe  der  Variabein  und  des  1., 
2.  3.,  .  .  .  bis  nten  Differentialquotienten,  die  dieser  Gleichung,  sowie  der  durch 
einmalige  oder  wiederholte  Differentiation  daraus  hervorgehenden  Gleichungen 
genügen,  auch  einer  gegebenen  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  Genüge  leisten, 
wird  als  ein  Integral  der  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  bezeichnet. 

3.  Wenn  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  x,  y  so  beschaffen  ist,  dass  dieselben  Systeme  von 
Werthen  Xj  y,  dy\  dx  der  Differentialgleichung,  sowie  auch  dem  Integrale  und 
dem  aus  dem  Integrale  folgenden  Werthe  von  dy  :  dx  genügen,  so  bezeichnen  wir 
es  als  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Durch  die  Gleichung  F{xy  y^  y)  =  ü  werden  drei  Veränderliche  x^  y^  y  mit 
einander  verknüpft;  betrachten  wir  x  und  y  als  rechtwinkelige  Punktcoordinaten, 
so  können  wie  die  Differentialgleichung  geometrisch  so  deuten,  dass  durch  die- 
selbe jedem  Punkte  Xy  y  der  Ebene  eine  oder  mehr  als  eine  Richtung  y  zu- 
geordnet wird;  diese  Richtung  kann  durch  eine  Gerade  T  vertreten  werden,  die 
durch  den  Punkt  x,  y  so  gezogen  wird,  dass  tangixy  7^  =  jj;' ;  dann  ist  also  durch 
die  Differentialgleichung  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  durch  den  Punkt  gehende 
Gerade  oder  eine  bestimmte  Anzahl  solcher  Geraden  zugeordnet. 

Ein  Integral  ^{x^y^  =  0  der  Differentialgleichung  repräsentirt  eine  Curve, 
die  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  zu  diesem  Punkte  durch  die  Differential- 
gleichung zugeordneten  Geraden  berührt  wird.  Enthält  die  Gleichung  eine 
willkürliche  Constante  C,  so  gehört  zu  der  Gleichung  nicht  eine  individuelle 
Curve,   sondern  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  Curven,  die  erhalten  werden, 
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indem  man  C  alle  Werthe  nach  einander  beilegt.  Die  Constante  kann  dann 
immer  so  gewählt  werden,  dass  die  Curve  ^(x^y,  C)  =  0  durch  einen  gegebenen 
Punkt  /q  geht;  man  hat  dann  nur  nöthig,  C  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 

und  umgekehrt:  Soll  die  Gleichung  F{Xyy)  =  Q  das  allgemeine  Integral  einer 
Differentialgleichung  I.  O.  sein,  so  muss  ihr  durch  jeden  Werth  von  x  und  / 
genügt  werden  können,  sie  muss  also  eine  willkürliche  Constante  enthalten;  ist 
diese  so  gewählt,  dass  die  Curve  ^{x^y)  =  0  einen  bestimmten  Punkt /^  enthält, 
so  muss  alsdann  durch  die  besondere  Beschaffenheit  der  Function  O  die  Tangente 
der  Curve  ^(x^y)  =  0  in  /*  mit  einer  der  durch  die  Differentialgleichung  dem 
Punkte  P  zugeordneten  Geraden  zusammenfallen. 

Unter  einem  particulären  Integrale  versteht  man  ein  Integral  einer 
Differentialgleichung,  das  aus  einem  allgemeinen  hervorgeht,  indem  man  der 
willkürlichen  Constanten  einen  besonderen  Werth  ertheilt. 

4.    Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,  wie  aus  einer  Gleichung 
1.  *(^,^,  0  =  0, 

die  eine  willkürliche  Constante  C  enthält,  eine  C  nicht  enthaltende  Differential- 
gleichung I.  O.  abgeleitet  werden  kann,  von  welcher  0(a:,_y,  C)  das  allgemeine 
Integral  ist. 

Aus  0(jr,^,  C)  =  0  erhalten  wir  durch  Differentiation 

Eliminiren  wir  nun  C  aus  1.  und  2.,  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung 

3.  i;{x,y,y)  =  o, 

Ist  nun  das  System  der  Gleichungen  1.  und  3.  mit  dem  Systeme  1.  und  2. 
aequivalent  und  wird  C  so  bestimmt,  dass  1.  durch  einen  gegebenen  Punkt  jc,  7 
erfüllt  wird,  so  sind  die  aus  3.  zugeordneten  Werthe  y  übereinstimmend  mit  den 
aus  2.  folgenden;  also  ist  1.  das  allgemeine  Integral  von  3. 

Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

A.  Aus  der  Gleichung 

folgt  durch  Differentiation 

{y-C)y   =/. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  y  —  C  in  4.  ein,  so  erhält  man 

die  zu  4.  gehörige  Differentialgleichung 

B.  Die  Gleichung  jc^  _  2Cy  —  C^  —  a»  =  0  liefert 

Cy  =  x\ 
setzt  man  hieraus  C  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

(a'»  —  ö2)y  a  —  ^xyy  —  jc»  =  0 , 

oder  y  =  ^2  ^  ^2  Cr  -+-  y>»  -h  ^a  —  a^)  . 

C.  Die  Gleichung 

5.  (x  — 20*  H->^*0'^  =  C^ 

stellt  für  positive  C  eine  Gruppe  von  Ellipsen  dar,  deren  Mittelpunkte  auf  der 

Abscissenachse  liegen;  die  auf  der  -YAchse  liegende  Ellipsenachse  ist  gleich  der 

Abscisse  des  Ellipsenmittelpunktes;    die  andern  beiden  Scheitel  liegen  auf  der 

Parabel  r^  =  k'^%\  für  negative  C  ergeben  sich  Hyperbeln. 
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Aus  5.  ergiebt  sich 

6.  X  ^  2C  -h  k^Cyy  =  0. 
Führt  man  zunächst  den  hieraus  folgenden  Werth 

X  —  2C  =  —  k^Cyy' 
in  5.  ein,  so  folgt 

k^Cy^^  -f-  k^y^  =  C. 
Vergleicht  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  C  mit  dem  aus  6.  sich 
ergebenden,  so  entsteht  die  zu  5.  gehörige  Differentialgleichung 

oder  auf  j'  reducirt 

D.  Die  Gleichung 

7.  2jc— 3Cj^-*-  C3  =  0 

repräsentirt  eine  Reihe  von  Geraden,  flir  welche  das  Quadrat  des  Abschnittes 
auf  der  -Y-Achse  zum  Cubus  des  Abschnittes  auf  der  K- Achse  das  constante 
Verhältniss  =  —  27  : 4  hat.     Aus  7.  folgt 

2  =  scy, 

und  hieraus  und  aus  7.  die  Differentialgleichung 

27 

xy'i  _  y»  +  —  =  0  . 

E.  Aus  dem  allgemeinen  Integrale 

^  .  /(yx^^xy  ^y  4.  2*)  -  -^  Are  tang  ^  [2  j/l-|  -h  1  j  =  C 

folgt  durch  Differentiation 

^(p  Yx^  —  xy  -h  2x 

^^         x(2x—y  -H-  yx^  —  xyY 

a<p  1 


^y  2x-^  y  -^  yx^  —  xy ' 

Daher  ist  die  zugehörige  Differentialgleichung 

5.  Die  Aufgabe:  Zu  einer  gegebenen  Differentialgleichung  das 
allgemeine  Integral  zu  finden  (eine  Differentialgleichung  zu  integriren)  ist 
im  Allgemeinen  durch  die  bisher  bekannten  Functionen  (Integrale  von  Functionen 
mit  inbegriffen)  nicht  lösbar.  Im  Allgemeinen  werden  durch  Differential- 
gleichungen neue  Functionen  definirt.  Es  besteht  dann  die  Aufgabe,  aus 
der  Differentialgleichung  die  Eigenschaften  der  durch  sie  definirten  Function 
möglichst  erschöpfend  abzuleiten,  und  ein  Verfahren  anzugeben,  durch  welches 
die  Function  annäherungsweise  gefunden  werden  kann. 

Wir    wollen    ein    solches    Annähenmgsverfahren    zunächst    fUr   Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  angeben.     Um  ein  Integral  der  Gleichung 
1.  y^f{x,y) 

zu  erhalten,  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  /q  aus  in  der  Richtung 
y^  =/(xQ,yQ)  um  eine  kleine  Strecke  bis  zu  dem  Punkte  Pj,  dessen  Coordinaten 
jCj^  =  jp^  -4-  ^Xq,  y^  =yQ  -^  A^q  sind,  wobei  also 

^yo  =  A^Q^y  0)^X0 ' 


\ 
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Hierauf  gehen  wir  von  P^  bis  zu  dem  Punkte  /g»  ^*^  ^^^  ^Cg  =  jc^  +  Ajcj, 
^^2  =J'i  H-  •^>'i»  wobei 

und  so   fort,   so  dass  wir  von  jedem  Punkte  /*/  bis  zum  nächsten  Fi+i  in  der 
Richtung  weiter  gehen,  für  welche 

^yi  =  yi+i  —  yi  =  fip^i^yi)  -  ^^n  ^^^  =  x^+i  —  x/. 

Gehen  die  Abscissenverändenmgen  A^q,  A.Vj,  AjCg  .  .  .  zur  Grenze  Null 
über,  so  geht  das  Polygon  P^P^F^  .  .  .  in  eine  Curve  über,  und  diese  Curve 
ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung^'  =/(Xfy). 

6.    Wenn    zwei    allgemeine  Integrale'  einer   Differentialgleichung 

I.  O.  nach  den  willkürlichen   Constanten  aufgelöst  die  Gleichungen 

ergeben 

1.  p  =  C,      /  ==  c, 

so  ist /^  eine  Function  von/,  d.  h.  wenn  man  aus  der  Gleichung /(jc, jr)  =/ 

die  Variable  y  (oder  x)  berechnet,   indem  man  das  rechts  stehende  /  als  neue 

Variable  betrachtet,   und  diesen  Werth  in  P  substituirt,   so  enthält  P  dann  nur 

die  Variable  /,  nicht  auch  x  (oder  y)  . 

Durch  Differentiation  folgt  aus  1  . 

dp  ^         dp  ^  df  ^         df  , 

^r-  äx  -h  -^^  äy  =  0  ,      -^-  dx  -\-  v—  ^ y  =  0  . 

ex  ^y  ex  cy    ^ 

In  beiden  Gleichungen  kommt  keine  willkürliche  Constante  mehr  vor,  aas 
beiden  muss  sich  also  für  alle  Werthe  von  x  und  y  derselbe  Werth  fiir  y  er- 
geben ;  die  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist  das  Verschwinden 

der  Determinante 

dP      dP 


2. 


dx       d  y 


=  0. 


cx       dy 

Drückt  man  ^  in  der  angegebenen  Weise  durch  x  und  /  aus  und  setzt  dies 
in  P  ein,  so  erhalte  man  %,    Diese  Function  kann  nur/  und  x  enthalten;  man  bat 

CX         dx         cy     cx 
Bei  dem  letzten  Differentialquotienten  ist  y  als  Function  von  x  und  y  gedacht 
und  vorausgesetzt,   dass  sich  /  nicht  ändert;  daher  bestimmt  sich  derselbe  aus 

der  Gleichung 

c  f  c  f 

iR-  dx  -\-  7^  dy  =  {) , 

cx  c y    -^ 

Wird  der  hieraus  folgende  Werth  in  3.  eingesetzt,  so  ergiebt  sich 

d%        dP        cP     of     cf 


CX         cx         cy       cx     Cy 

\  cx    dy        dy     dx)  '  dy ' 


Da  nun  /  nicht  frei  von  y  sein  kann,  so  folgt  aus  4.  und  2. 

— ^  =  0' 

dx         "' 

also  enthält  %  die  Variable  x  nicht,  w.  z.  b.  w.*). 


•)  Statt  dieses  Beweises  hätte  auf  den  Satz  DifF.  Rechn.  §  4,  No.  5  verwiesen  wertkn 
können;  wir  haben  es  vorgezogen,  einen  selbständigen  Beweis  für  den  einfachsten  Fall  jenes 
allgemeinen  Satzes  zu  geben  und  bemerken,  dass  der  Gedankengang  disses  Beweises  sich  auch 
auf  den  allgemeinen  Satz  anwenden  lässt.     Vcrgl.  u.  A.  Baltzer,  Determinanten,  §  12. 


k 
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Aus  der  Gleichung  g(/)  =  C  folgt  /  =  c^  worin  c  eine  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet  Daher  ist  das  allgemeine  Integral  F  ^=  C  von  f  ^=  c  nicht 
wesentlich  verschieden.  Wir  geben  dieser  Thatsache  durch  den  Satz  Ausdruck: 
Eine  Differentialgleichung  I.  O.  hat  nur  ein  allgemeines  Integral. 

7.  Es  sei/(a:,j',  (7)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
I.  O.  Die  Werthe  der  Constanten  C  für  diejenigen  Integralcurven,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  x^  y  gehen,  erhält  man  durch  Auflösung  der  Gleichung 

wenn  man  darin  x  und  y  als  gegeben  betrachtet.  So  viele  verschiedene  Auf- 
lösungen diese  Gleichung  hat,  eben  so  viele  verschiedene  Integralcurven  gehen 
durch  P,  Diese  Curven  haben  im  Allgemeinen  in  P  keine  gemeinsame  Tangente. 
Die  n  Geraden,  welche  diese  Curven  in  P  berühren,  sind  die  Geraden,  welche 
dem  Punkte  P  durch  die  gegebene  Diflferentialgleichung  zugeordnet  sind.  Hieraus 
folgt;  Wenn  der  Differentialquotient  y^  eine  «-deutige  Function  von 
X  und  y  ist,  so  ist  auch  die  Co'nstante  des  allgemeinen  Integrals 
xi-deutig  durch  x  und^  bestimmt. 

Beispiele.    A.    Aus  der  Differentialgleichung 

dx        dy 

h  —  =  0 

X  y 

folgt  sofort  das  allgemeine  Integral 

Ix  -\-  ly  =^  c , 

Hier  erscheint  c  als  unendlich  vieldeutige  Function  von  x  und^.    Geht  man 

aber  beiderseits  zu  den  Logarithmanden  über  und  bezeichnet  e^  mit  C,  so  erhält 

man  für  das  allgemeine  Integral  die  neue  Gestalt 

xy  r=   C, 

und  hierin  ist  C  eindeutig  durch  x  und  y  bestimmt. 

B.    Für  die  Differentialgleichung 

dx  dy 

yi  —x^        i/\  —y^ 
haben  mt  das  allgemeine  Integral 

arcsinx  -\-  arcsiny  =  c . 
Hier   ist  ebenfalls  c  unendlich  vieldeutig.     Macht  man  von  dem  Additions- 
theoreme Gebrauch  

arcsinx  -+-  arcsiny  =  arcsin{xy\  — y^  -H  ^|/l  —  x^) 
und  ersetzt  sine  durch  7,  so  erhält  man 

x^l  —^a  -+-j^yT^"^  =  7- 
Durch  Quadriren  ergiebt  sich,  wenn  man  7^  durch  C  ersetzt, 

und  hierin  ist  C  zweideutig,  ebenso  wie  y  zweideutig  ist.  Hieraus  folgt  noch 
die  rationale  Gleichung 

C«  —  2(^»  -\-y^  —  2jc»j'>)  C  +  (jc«  —y^Y  =  0 . 

8.  Wenn  durch  eine  Differentialgleichung;^'  «-deutig  bestimmt  ist,  so  werden 
im  Allgemeinen  für  unzählig  viele  Punkte  zwei  von  den  n  Werthen  zusammen- 
fallen; die  Curve  dieser  Punkte  wollen  wir  als  Verzweigungscurve  der 
Differentialgleichung  bezeichnen.  Ist  /  explicite  als  Function  von  x  und 
y  gegeben 

so  kann  man  ohne  Weiteres  die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  ablesen. 
Ist  z.  B. 
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so  ist  die  Verzweigungscurve 

besteht  also   aus  den  beiden  Geraden,   welche  die  Winkel  der  Achsen  halbiren. 
Bezeichnen  g^,  g^t  •  -  gn  die  verschiedenen  Werthe,    welche  y  für  einen 
gegebenen  Punkt  x^y  hat,  so  sind  dieselben  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

1.  F^{y'-g,){y-g^).  ..{y'-g,)  =  Q; 
dieselbe  gebe  ausgerechnet 

2.  F^y^  -+-  ^i/«--!  -h  .  .  H-  An-\y  -h  ^«  =  0 . 

Zwei  Wurzeln  y   dieser  Gleichung  fallen   zusammen,  wenn  der  Verein  von 

2.  und  der  folgenden  Gleichung  besteht 

dF 

Die  Bedingung  für  den  Verein  von  2.  und  3.  erhält  man  nach  Sylvesters 
Methode,  indem  man  2.  und  3.  der  Reihe  nach  mit  j/'"— 2,  ^'«-i,  .  .  ,y\  1,  bez. 
j/'«-i^  ^'«—2,  .  .  ,  y\  \  multiplicirt,  und  aus  diesen  2«  —  I  Gleichungen  die  linear 
darin  vorkommenden  Grössen  y^"  -2^  y^^~\  ...>'',  1  in  bekannter  Weise  elimi- 
nirt.     Man  erhält 


1 


^1 
1 


A^    ....    An — 1      Aft 
A-,     .    .    .    .    An — 2       An — 1 


An 


n  (n 


■l)A, 


•     •     . 


1 

.    An-1 
'2An-2 


-^1 
An-l 


■A^    «    •    .    A-ti 


Am^) 


=  0. 


1  («—1)^1  .  . 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Verzweigungscurve. 

9.  Die  Constante  des  allgemeinen  Integrales  einer  Differentialgleichung  I.  0. 
sei  für  jeden  Punkt  der  Ebene  «-deutig  bestimmt;  ihre  Werthe  für  den  Punkt 
x,y  seien  Yj,  70,  .  •  7«.     Bildet  man  die  Gleichung 

(C-yi)(C-T2).  .  •  (C-T.)  =  0. 
so  sind  die  CoefTicienten  eindeutige  Functionen  von  x  und  y.    Es  giebt  unzahlig 

viele  Punkte  der  Ebene,  für  welche  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen- 
fallen; die  Curve  dieser  Punkte  nennen  wir  die  Verzweigungscurve  des  all- 
gemeinen Integrals. 

Die  Gleichung  für  C  ergebe 

0  s  O'  -^  a^O-i  -h  aaC«-2  4.  .  .  4-  a«  =  0; 
alsdann  erhält  man  die  Gleichung  dieser  Verzweigungscurve  in  Form  einer  ver- 
schwindenden Determinante,  wenn  man  C  nach  Sylvester's  Methode  aus 

0  =  0    und     v7^  =  0  . 

Diese  Curve  hüllt  entweder  die  Curven  O  ein  und  hat  in  jedem  ihrer  Punkte 
mit  einer  der  Curven  0  eine  gemeinsame  Tangente,  oder  sie  enthält  die  Doppel- 
punkte des  Curvensystems 

(Differentialrechn.  §11,  No.  6). 

Hieraus  folgt  sofort:  Ist  die  Verzweigungscurve  des  allgemeinen 
Integrales  die  Einhüllende  der  Curven  <I>  =  0,  so  genügt  sie  in  allen 
ihren  Punkten  der  Differentialgleichung. 
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Ist  die  Verzweigungscurve  dagegen  die  Curve  der  Doppelpunkte  des  Curven- 
systems  0  =  0,  so  genügt  sie  im  Allgemeinen  der  Differentialgleichung  nicht. 
Denn  im  Allgemeinen  ist  für  einen  Doppelpunkt  einer  Curve  <I>  =  0  der  aus  der 
Differentialgleichung  folgende  Werth  von  y  nicht  unbestimmt,  wie  der  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  folgende,  sondern  bestimmt;  man  kann  nun  nicht  den 
Schluss  ziehen,  dass  dieser  Werth  mit  dem  aus  der  Gleichung  der  Verzweigungs- 
curve des  allgemeinen  Integrales  folgenden  übereinstimmt. 

Wenn  die  Gleichung  der  Verzweigungscurve  des  allgemeinen  Integrales  der 
Differentialgleichung  genügt,  so  ist  im  Allgemeinen  für  die  Punkte  derselben  C 
nicht  constant;  sie  ist  alsdann  kein  particuläres  Integral,  sondern  wird  als  Sin- 
gular es  Integral  der  Differentialgleichung  bezeichnet. 

10.  Unabhängig  von  geometrischen  Betrachtungen  untersuchen  wir  nun  auf 
analytischem  Wege  die  Existenz  eines  singulären  Integrales,  d.  i.  einer  Gleichung, 
die  der  Differentialgleichung  genügt,  ohne  ein  particuläres  Integral  zu  sein. 

Es  ^€\f{Xyy^  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  I.  O.; 
wir  machen  dabei  die  ausdrückliche  Voraussetzung,  dass  die  Function  /  die 
Grössen  x,  y  und  C  nur  in  eindeutigen  Verbindungen  enthält. 

Jede  beliebige  Gleichung  ^{x^y)  =  0  kann  auf  die  Form  /{x^y,  C)  =  0  ge- 
bracht werden,  wenn  man  C  nicht  als  Constante,  sondern  als  Function  von  x 
und  y  betrachtet,  gemäss  der  Gleichung 

Die  Frage   nach    einem    singulären  Integrale   können   wir   nun    so  stellen: 
Kann  C  als  Function  von  x  und  y  so  gewählt  werden,  dass  die  Gleichung 
1.  7(^,^^,0  =  0 

der  Differentialgleichung  genügt? 

Durch  Differentiation  folgt  aus  1. 

2-  h^p^fcSr-^Tyy')-'': 

Wenn  1.  der  Difterentialgleichung  genügt,  so  wird  2.  durch  einen  der  aus 
der  Differentialgleichung  folgenden  Werthe  von  y^  erfüllt,  sobald  man  C  in  2. 
durch  X  und  y   gemäss  der  Gleichung   1.  ersetzt     Unter  dieser  Voraussetzung 

erfüllt  aber  jedes  der  Differentialgleichung  entsprechende  y  die  Gleichung 

df        df    , 

dx        oy-^ 

Daher  reducirt  sich  2.  auf 

d/  [dC       dC  \       ^ 

Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  entweder 

^'  Tx^Tyy-''^ 

oder  ^  :=  0  . 

Der  Bedingung  3.  entsprechen  solche  Aenderungen  von  x  und  y^  bei  denen 
C  constant  bleibt;  sie  führt  somit  zum  allgemeinen  Integrale.  Für  ein  Integral, 
das  in  dem  allgemeinen  nicht  enthalten  ist,   ergiebt  sich  daher  die  Bedingung 

4.  äc  "^  ^  • 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  den  Gleichungen 

f{x,y,C)  =  0,     |^=  0 
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durch  einen  constanten  Werth  von  C  genügt  werden  kann;  in  diesem  Falle  führt 
die  Elimination  von  C  aus  beiden  Gleichungen  nicht  auf  ein  singuläres,  son- 
dern auf  ein  particuläres  Integral. 

Eine  Ausnahme  hiervon  tritt  in  den  zahlreichen  Fällen  ein,  wenn  für  alle 
Punkte  der  durch  Elimination  von  C  aus 

cf 
/(^i yy  Q  =  und     ^=  0 

sich  ergebenden  Curve  (für  welche  wir  den  Namen  Verzweigungscurve  auch  dann 
beibehalten  wollen,  wenn/ keine  algebraische  Function  von  Cist)  die  Gleichungen 
bestehen 

--  =  0     —  =  0 
dx        ^'    dy         ^• 

Denn  dann  erfüllen  die  Tangenten  derVerzweigimgscurve  zwar  die  Gleichung 2., 
es  lässt  sich  aber  hieraus  nicht  schliessen,  dass  sie  der  Differentialgleichung  genügen. 

Man  hat  daher  nach  der  Elimination  von  C  aus/  =  0  und  d/:dC==Q 
jedesmal  erst  nachzusehen,  ob  die  resultirenden  Curven,  bez.  welche  von  ihnen, 
der  Differentialgleichung  genügen. 

11.  Es  sei  y  eine  «-deutige  Function  von  x  und^;  alsdann  ist  auch  (No.  7) 
die  Constante  des  allgemeinen  Integrales  «-deutig  durch  x  und  y  bestimmt  Wenn 
für  einen  Punkt  /*  zwei  von  den  Werthen  C  unendlich  wenig  verschieden  sind, 
so  fallen  auch  die  Tangenten  an  diese  Curven  in  P  unendlich  nahe  zusammen. 
Dies  sind  aber  zwei  dem  Punkte  JP  durch  die  Differentialgleichung  zugeordnete 
Richtungen.  Wir  schliessen  daher:  Die  Verzweigungscurve  des  allge- 
meinen Integrales  ist  zugleich  Verzweigungscurve  der  Differential- 
gleichung. 

Hiervon  tritt  eine  Ausnahme  ein,  wenn  ein  Theil  der  Verzweigungscun-e 
des  allgemeinen  Integrales  eine  Parallele  zur  F- Achse  ist;  denn  für  jeden  Punkt 
dieser  Geraden  ist  y  =  ±  oo,  es  fallen  also  für  diese  Punkte  nicht  nothwendig 
zwei  Werthe  von  y  zusammen. 

12.  Ein  direkter  Nachweis  für  den  Zusammenhang  der  beiden  Verzweigungs- 
curven  wird  zugleich  Auskunft  darüber  geben,  ob  die  Verzweigungscurve  der 
DifTerentialgleichung  aus  Curven  zusammengesetzt  sein  kann,  die  nicht  zugleich 
der  Verzweigungscurve  des  allgemeinen  Integrales  angehören.  Die  Differential- 
gleichung wird  aus  dem  allgemeinen  Integrale 

1.  <^{x,y,  C)  =  0 

erhalten,  indem  man  C  aus  1.  und  aus 

dx         cy    ^ 
eliminirt;    das  Resultat   dieser  Elimination  werde   mit  (O)   bezeichnet.     Um  die 

Verzweigungscurve  der  Differentialgleichung  zu  erhalten,  hat  man  hierauf/  aus 

den  Gleichungen 

3.  (<D)  =  0  und     -^  =  0 


zu  eliminiren.     Nun  ist 
4. 


a(<D)      ao    cc 


Die  Gleichung  4.  zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen 

dC       ^      • 
6.  F/  "^  ^' 
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Die  Gleich-.ingen  1.  und  5.  ergeben  die  Verzweigungscurve  des  allgemeinen 
Integrals  Die  (ileichung  6.  sagt  aus,  dass  die  durch  2.  definirte  Function  Cvon 
y^  nicht  abhängt;  sie  ist  daher  nicht  statthaft. 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  in  folgenden  Satz  zu- 
sammen: Ist  I^ix^y^y)  =  0  eine  Differentialgleichung  I.  O.  und 
^{x,y,  CT)  =  0  das  allgemeine  Integral  derselben  und  sind  x^  y^  y\ 
bez.  Xf  _y,  C  in  den  Functionen  F  und  <!>  nur  in  eindeutigen  Ver- 
bindungen er.thalten,  so  kann  die  Resultante,  die  durch  Elimination 
von  C  aus 

<I>  =  0     und     ^-7^  =  0 

hervorgeht,  liöchstens  um  einen  Faktor,  der  eine  ganze  Function 
von  X  allein  ist,  von  der  Resultante  verschieden  sein,  welche  durch 
Elimination  von  y  aus  den  Gleichungen 

F  =^  0    und     TT-f  =  0 

oy 

entsteht.  Wenn  die  erstere  Resultante  der  Differentialgleichung 
genügt,  so  ist  sie  das  singulare  Integral  der  Differentialgleichung, 
soweit  sie  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  C  aus  dem  all- 
gemeinen Integrale  hervorgeht. 

13.  Für  die  Ableitung  des  singulären  Integrales  haben  wir  daher  folgende 
Wege : 

a)  Ist  das  allgemeine  Integral  auf  C  reducirt,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Werthe  für  C  zusammenfallen. 

b)  Sind  in  dem  Integrale  <^{x,yf  C)  =  0  die  Grössen  x,  y,  C  nur  in  ein- 
deutigen Verbindungen  enthalten,  so  eliminire  man  C  aus 

d(t> 
0  =  0,       und     jY^  =  0 

c)  Ist  die  Differentialgleichung  auf  y  reducirt,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  dass  zwei  Werthe  von  y'  zusammenfallen. 

d)  Sind  in  der  Differentialgleichung  F{x,yfy')  =  0  die   Grössen  x,  y^  y' 

nur  in  eindeutigen  Verbindungen  enthalten,  so  eliminire  man  y'  aus 

dF 
F  =  0      und     ^-j  =  0 . 

ay 

Die  auf  einem  dieser  vier  Wege  erhaltenen  Gleichungen  hat  man  darauf  hin 
zu  prüfen,  ob  sie  der  Differentialgleichung  gentigen;  soweit  diese  Bedingung  er- 
fuUt  ist,  hat  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  gefunden;  dasselbe  ist 
singulär,  soweit  es  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  aus  dem  allge- 
meinen Integrale  abgeleitet  werden  kann.  Nach  Anwendung  der  Methoden  c) 
und  d)  hat  man  noch  nachzusehen,  ob  die  Gleichung  jc  =  7  für  irgend  einen 
Constanten  Werth  7  der  Differentialgleichung  als  singuläres  oder  particuläres 
Integral  gentigt.*) 

14.  Wir  betrachten  als  Beispiele  die  in  No.  4  aufgestellten  Differential- 
gleichungen. 

A.     Die  Differentialgleichung  No.  4,  6 


*)  Auch  ohne  Kenntniss  des  allgemeinen  Integrales  kann  man  entscheiden,  ob  man  nach 
den  Methoden  c)  oder  d)  zu  einem  singulären  oder  particulären  Integrale  gelangt  ist, 
Vergl.  u.  A.  E.  Prix,  Ueber  singulare  Lösungen  der  DifFeientialgleichungen  I.  O.  Progr.  d, 
Realschule  zu  Annaberg  i.  S.  1876. 
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>a 


^  =  y  2  _  ^  =  0 


hat  das  allgemeine  Integral 


O  s  (^—  CO»  —  2fx  =  0. 


Man  erhält 


äF 


1  =  2^', 


//<D 


=  -  2(jK-0. 


Die  Verzweigungsciirven  sind:  filr  die  Differentialgleichung 


V^  —  ^  =  0; 

X 


fiir  das  allgemeine  Integral 

1 
W 


—  9.i;v2       — 


"iyy 


2px 


2     --2j/  0 

0  2  —  2^^ 

Das  singulare  Integral  ist  a:  =  0 . 

B.     Zu  der  Differentialgleichung 

y  —  ..a  ^  ^a  (i'  -^  l/-^^~ 


=  —  %px  =  0, 


^ 


«>) 


gehört  das  allgemeine  Integral 

y  -f-  >/:<:a  H-j^»  __  ^  =  c. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt  das  Integral 

x^  +y^  —  df»  r=  0; 
dasselbe  ist  singulär,  da  fiir  die  Punkte  desselben  C  •=  y^  also  variabel  ist 
C.     Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

,«         J'    ,        2>&«y«  —  X 

ist 

O  ^  3C2  —  (4;c  —  >t2^») C -h  AT«  =  0. 
Die  Bedingungen  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  y  bez.  C  sind 

bez.  8>&^:r>'>_— 4a:«  — >^*y    =  0. 

Die  letztere  Gleichung  ist  das  singulare  Integral.    Man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  es  der  Differentialgleichung  genügt.     Durch  Differentiation  folgt  nämlich 

_      2{x^k^y^) 
-^    ""  k^yi^x  —  k^y^)' 
Ferner  folgt  aus  dem  singulären  Integrale 

k^y^  =  2x{2  -h  i/ä") ,      X  --  k^y^  =  —  2jir  1/3 . 
X  —  k^y^  =  —  ^(3-+-2  1/3). 
Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergiebt  sich 


y  = 


2^" 


Derselbe  Werth   folgt  aus   der  Differentialgleichung  fiir  die   Punkte,  welche 
dem  singulären  Integrale  genügen. 
D.     Die  Differentialgleichung 

27 


F^  xy^  —  y» 


4 


=  0. 


hat  das  allgemeine  Integral 

0 


C»  —  3C>-|-  2Jt:  =  0. 
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Die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  y'  bez.  C, 

x^  —y^  =  0 
ist  das  singulare  Integral. 

E.     Die  Differentialgleichung 
hat  das  allgemeine  Integral 


l{yx^--xy--y-^^x)-^y=Arctani^\^Y\-^^^\^  =  C. 

Für  die  Verzweigungscurve 

X  —  j;  =  0 

ist  J''  =  1  > 

während  für  die  Punkte  derselben  aus  der  Differentialgleichung  folgt 

\y'  =  2 . 

Daher  ist  in  diesem  Fälle  die  Verzweigungscurve  kein  Integral 
der  Differentialgleichung. 

F.     Hat  die  Differentialgleichung  die  Form 

y  =.  F  -^  yw 

wobei  F  und  ^  rationale  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  ist  ihre  Verzweigungs- 
curve 

W  =  0. 

Der  aus  dieser  Gleichung  folgende  Werth  von  y  stimmt  im  Allgemeinen 
nicht  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung  unter  der  Bedingung  U*'  =  0  folgen- 
den Werthe 

y  ==  F 

überein;  die  Verzweigungscurve  ist  daher  flir  Differentialgleichungen  dieser  Form 
im  Allgemeinen   kein  Integral.     Das    vorige  Beispiel   bildet   hiervon  einen  be- 
sonderen   Fall.      Ausnahmen    bilden    u.    A.    alle    Differentialgleichungen,    deren 
allgemeines  Integral  die  Form  hat 
2.  /-hY^  =  C, 

wobei  /  und  9  rationale  Functionen  sind 
Zu  2.  gehört  die  Differentialgleichung 

welche  auf  die  Form  1.  gedacht  wird,  indem  man  den  Nenner  rational  macht. 

§  24.    Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei 

Veränderlichen. 

1.    Wir  wenden   uns  nun  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  I.  O. 

Eine  allgemeine  Methode,  durch  welche  die  Herstellung  des  Integrals  in 
geschlossener  Form  geleistet  oder  auf  gewöhnliche  Integrationen  zurückgeführt 
werden  könnte,  giebt  es  nicht;  wir  müssen  uns  begnügen,  eine  Reihe  von  Fällen 
anzugeben,  in  welchen  die  Integration  ausgeführt  werden  kann,  und  schliesslich 
Methoden  zu  entwickeln,  nach  welchen  das  Integral  in  Form  einer  unendlichen 
Reihe  gewonnen  wird. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  Mdx  -{-  Ndy  =  0  ist  sofort  gefunden, 


'ü 


:.< 
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wenn  die  Variabein  getrennt  sind,  ( 
und  N  nur  eine  Function  von  y  ist;  schre 
f{x)  und  ^{y)  für  M  und  N,  so  haben  v 

und  erhalten  hieraus  ohne  Weiteres 

Sf  (.')''  +/> 

Willkürliche  Constanten  bei  den  Inti 
wegen  der  rechts  stehenden  Constanten  i 

Beispiel.     Aus  ^(a-\-x)dx 

folgt  das  allgemeine  Integral  {a  ■+■  x\ 

2.  Wenn  die  Variabein  nicht  getreu 
Division  oder  Multiplication  nnit 
Trennung  herbeizuführen.  So  ergiet 
1.  X^  Y^dx  +  Ji 

durch  Division  mit  X^  Y, 

y-^äx  +  -j. 

Sind  nun  A',,  X^  Functionen  von  a 
allein,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von 

Beispiele.     A.         xy*  dx  —  {a  —  : 

Hieraus  folgt  dx  —  I- 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

ly  —  al{a  —  x)  = 
B.  0  +y^)dx  -I-  (1 

Diese  Gleichung  ergiebt  T^T' 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arclangx  +  ar 


Hieraus  folgt 


daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arc  sinx  +  ar 
Giebt  man  der  Differentialgleichung  > 


so  erkennt  man,   dass  die  singulären  Löi 

Alle  vier  hierin  enthaltenen  Geradei 
keine  durch  Specialisirung  aus  dem  allg 
alle  singulare  Lösungen. 

3.  Eine  Reihe  von  einfachen  geomet 
gleichungen  erster  Ordnung,  in  denen  dit 

A.  Die  Curven  zu  bestimmen,  bei  di 
Function  <^l^y)  der  Ordinate  ist. 
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Aus  der  Bedingung  yy*  =  <p(^) 

B.  Soll  die  Subnormale  eine  Function  ^(x)  der  Abscisse  sein,  so  ist 

die  Differentialgleichung 

yy  =  <p(^), 

und  daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

y9  =  2f(f{x)äx  -h  C. 

C.  Wird  verlangt,  dass  die  Subtangente  eine  Function  <p(^)  der  Ordi- 
nate ist,  so  hat  man 


und  daher  das  allgemeine  Integral 

\(y)  dy 


ß 


=:    X    -\-    C. 


y 

D.  Soll  die  Subtangente  eine  Function  ^(x)  der  Abscisse  sein,  so  ist 

^  =  9W^ 

/dx 

E.  Soll  die  Tangente  eine  Function  der  Ordinate  sein,  so  ist 


y 

hieraus  folgt  J''  = 


Das  aligemeine  Integral  ist 


P 


dy  =  X  -h  C. 


y 

F.  Auf  ähnliche,  einfachste,  durch  Trennung  der  Variabein  sofort  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichungen  führen  die  Aufgaben:  Eine  Curve  zu  bestimmen, 
in  welcher  die  Polarsubtangente,  die  Polarsubnormale,  oder  der  Winkel  zwischen 
Tangente  und  Radius  vector  eine  gegebene  Function  des  Radius  vector  oder  des 
Polarwinkels  ist. 

G.  Soll  das  von  einem  Curvenbogen,  der  Abscissenachse  einer  festen  Ordi- 
nate und  der  Ordinate  eines  laufenden  Curvenpunkts  begrenzte  Segment  einer 
Curve  eine  gegebene  Function  ^(j/)  der  Endordinate  sein,  so  hat  man  die 

Differentialgleichung 

ydx  =  <f'{y)dy, 

Niy) 

woraus  folgt  I  ^-^^  dy  =  jc  -♦-  C 

Wird  verlangt,  dass  das  Segment  eine  gegebene  Function  der  Endabscisse 
sei,  so  führt  die  Aufgabe  auf  keine  Differentialgleichung. 

4.    Wenn  in  der  Gleichung 

Mdx  -4-  Ndy  =  0 
M  und  N  ganze  homogene  Functionen  von  x  und  y  vom  Grade  n  sind, 
so  gelingt  die  Trennung  der  Variabein  durch  die  Substitution  j' =  ^.a:. 
Da  in  jedem  Gliede  von  M  und  N  die  Anzahl  der  variabeln  Faktoren  n  ist,  so 
folgt,    dass   nach    der  Substitution  M  und  N  in  Produkte  von  3^   mit  ganzen 


?;*4' 


L.   ■  -■%■ 


i«.   . 


E5«;v 


1: 


fr-' 


» 
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Functionen  von  z  tibergehen.     Werden  dieselben  mit  M{z)  und  N(z)  bezeichnet, 
und  bemerkt  man,  dass 

dy  =  zäz  -h  xdz , 

so  erhält  man  fiir  z  und  x  die  Differentialgleichung 

M{z)  dx  -h  N{z)  {zdx  -f-  xdz)  =  0  . 
Nach  der  Trennung  der  Variabein  folgt  hieraus  das  allgemeine  Integral 

N{z) 


Ix 


=  -/: 


dz 


C. 


M{z)  +  zN{z) 

Durch  die  Substitution  folgt  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung 

M(z) 


y  = 


Umgekehrt:    Wenn  es  gelingt,  y  als  Function  wonyix  darzustellen; 
so  werden  die  Variabein  durch  die  Substitution  j'  =  zx  getrennt,  denn  ist 

so  liefert  die  Substitution 

zdx  -\-  xdz  =  tf{z)dx'y 


daher  ist  das  allgemeine  Integral 


dz 


C. 


Z  -h  (f(z) 

Hierin  hat  man  nach  der  Integration  z  durcli  y  :  x  zu  ersetzen. 

Differentialgleichungen  dieser  Art  werden  als  homogene  Differential- 
gleichungen bezeichnet. 

5.  Dieselbe  Substitution  führt  auch  bei  der  nicht  homogenen  Differential- 
gleichung zum  Ziele 

Denn  man  erhält 

xdz  =  f{x)  ^{z)  dx , 
und  daher  das  allgemeine  Integral 

dz  Cfix) 


f_äz_^  /TM 

J  ?W        J    dx 


dx  -{-  C . 


6.  Beispiele.  A.  Die  Curve  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Tangente  der 
Geraden  parallel  ist,  die  den  Winkel  des  Radius  vector  mit  der  Ordinatenachse 
halbirt.     Bezeichnet  ^  den  halben  Polarwinkel,  so  soll  sein 

1  -h  tang'^        1/1  H-  cos2^  +-  |/l  —  €os2^        1  -^ sin^ 


Daher  hat  man  die  Differentialgleichung 

1 


cos^^ 


Die  Substitution  y  s=:  zx  liefert 

xz'  -h  z  =  z  -h  Yz^  H-  1  , 
dz  dx 


Yz^  -f-  1 
hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 

yiä 


l{z  -h  Y^^  -h  1)  =  /^  4-  C. 
Denkt  man  sich  C  als  Logarithmus  einer  andern  Constanten,  die  wieder  mit 
C  bezeichnet  werden  kann,  und  geht  dann  von  den  Logarithmen  zu  den  Logarith- 
manden über,  so  erhält  man 

z  -+-  y^»TT  =  Cx . 


r^ 


,;:*{" 
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Substituirt  man  rückwärts  Z'-=^y\Xy  so  ergiebt  sich 
Hieraus  folgt  die  rationale  Gleichung 


x^ 


C^x^  —  2C>'  =  1 , 

Ersetzt  man  hier  C  durch  1  :  C,  so  erhält  man  das  allgememe  Integral 

6*2  -f-  2Cy  =  x^  , 
iii  Uebereinstimmung  mit  No.  4,  7. 

B.  Die  Strecke  OS^j  welche  eine  Curventangente  von  der  Ordinatenachse 
abschneidet,  ist  bekanntlich  y  —  xf]  ist  n  der  Winkel,  unter  welchem  diese 
Strecke  von  der  Projection  P  des  Curvenpunkts,  auf  die  Abscissenachse  aus  ge- 
sehen wird,  so  ist  tang^  r=  y\x  — y\  Wird  nun  die  Curve  verlangt,  deren  Tan- 
gente in  F  normal  zu  P  S^  ist,  so  ejgiebt  sich  für  dieselbe  die  Differential- 
gleichung 

1-  y=i:(j-y). 

Hieraus  folgt  für  y  eine  quadratische  Gleichung,  und  durch  Auflösung  der- 
selben 

y 


2. 


Die  Substitution  y  =  zx  führt  zu 

dx 


V 


1  -h 


äz 


4x^' 


^         l/         z^        z 

oder,  wenn  rechts  der  Nenner  rational  gemacht  wird, 

äx        /i  /         ^^         z\ 


dz . 


Die  Integration  ergiebt 


— 't-IK^-<I*^-t) 


+  C. 


3. 


4. 


4   •  2Ki+T+'U 

Hieraus  folgt  schliesslich,  wenn  C  geeignet  geändert  wird: 

4 JC» / 0  —  ■|/4x»  H- y^)  =y^  ^yy/^x^  -^ y^  -f-  C. 

Aus  2.  folgt  die  Verzweigungscurve  für  y 

4A:2-h^2  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  y'  =  —  4:x:y  ,  aus  2.  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  4.y  =y  :  2x'y  vergleicht  man  beide  Werthe,  so  erhält  man  Sx^  '\- y^  =  0] 
da  diese  Gleichung  mit  4.  nicht  tibereinstimmt,  so  ist  4.  kein  Integral  der  Differential- 
gleichung. 

7.    Um  die  Differentialgleichung 
1.  (ax  -\-  by  -^  c)dx  -f-  {a! x  -f-  b^y  -+-  c^)dy  =  0 

in  eine  homogene  zu  verwandeln,  substituiren  wir 

Wir  erhalten 

a  X  '\-  b  y  -\-  c   ^au-^-bv-^aa-^-b^ 

d X  -h  b^y  -h  c'  =  a'u  -\-  b'v  H-  a'a  ■+-  b'^ 

Werden  nun  a  und  ß  aus  dem  Systeme  bestimmt 

fl!a-^^ß  =  —  c  , 

a'a  -f-  ^'ß  =  —  r', 

so  erhält  man  die  transformirte  homogene  Gleichung 

3.  (au  4-  bv)du  -+-  (a'u  -\-  b'v)dv  =  0 . 

Die   Gleichungen    2.    fuhren    auf  unendliche  Werthe    von  a    und  ß,    wenn 

ScHLOKMiLCH,  Handbuch  der  Madiematik.    Bd.  n.  ^3 
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1. 


fuhren,  dass  man  y  durch  das  Produkt  uv  zweier  noch  unbestimmter  Functionen 
von  X  ersetzt.     Hierdurch  erhält  man  die  Gleichung 

1.  uv'  -f-  vu'  -+-  Puv  =  Q. 
Bestimmt  man  nun  u  aus  der  Gleichung 

2.  u'  -\-  Fu  =  ^, 

so  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung  übrig 

3.  uv'  =  Q, 

Da  es  bei  der  Integration  von  2.  nur  darauf  ankommt,  irgend  eine  dieser 
Gleichung  entsprechende  Function  von  x  zu  erhalten,  so  kann  man  der  will- 
kürlichen Constanten  des  allgemeinen  Integrals  von  2.  einen  solchen  besonderen 
Werth  geben,  dass  das  Integral  möglichst  einfach  wird.  Die  willkürliche  Con- 
stante  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  1.  tritt  erst  mit  der  Integration 
von  3.  ein. 

Die  Gleichung  2.  stimmt  mit  No.  8,  1  für  den  Fall  ^  =  0,  überein;  und 
die  Gleichung  3.  ist  von  der  Gleichung  No.  8,  4  nicht  verschieden,  wenn  man  y 
durch  u  und  z  durch  v  ersetzt. 

11.  Die  nichtlineare  Differentialgleichung 

worin  P  und  Q  wieder  Functionen  von  x  allein  sind,  lässt  sich  in  eine  lineare 
ver\vandeln;  setzt  man  nämlich /(>»)  =  2,  so  '\^^ /\y)  dy  =  dz  und  man  erhält 

z'  ^  Fz  =  Q, 
Auf  diese  Gleichung  führt  z.  B.  die  folgende 
2.  y  ^  Fy  =  Qy»'  . 

Dividirt  man  nämlich  durch  — y'*^  :  (tn  —  1),  so  erhält  man 

—  im—  \)y-'^y  —  (m—l)  />-C'«-l)  =  _(;//_  1)  ^  ; 
und  diese  Gleichung  stimmt  mit  1.  überein,  wenn  man /( j),  F,  Q  durch  ^-('"-i), 
—  {m—\)Ff  —  {m  —  \)Q  ersetzt. 

12.  Das  allgemeine  Integral  der  nicht  linearen  Gleichung*) 

y  -^  Fy  =^  Qy^  -\'  R 
lässt  sich  angeben,  wenn  man  ein  particuläres  Integral  y  =  u  dieser  Gleichung 
kennt.     Setzt  man  nämlich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form  voraus 

y  =  u  -f-  v , 
worin  v  eine  noch  zu  bestimmende  Function  bezeichnet,  so  hat  man  für  u  und  v 
die  Gleichung 

u'  -{-  v'  -^  Fu  -\-  Fv  r=  Qu'^  -h  "iQuv  -h  Qv"^  -+-  R, 
Nach  der  Voraussetzung  ist 

u'  -^  Fu  =  Qu^  +  R, 
daher  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung 

v'  -h  {F—1Qu)v  =  Qv^ , 
Diese  Gleichung  fällt  unter  No.  11,  2  für  w  =  2. 
Beispiele.     A.     Der  Gleichung 

y  -t-  Pk  =  Qy^  -I-  1  -+.  />^  —  ^jc2 

wird  durch   das  particuläre  Integral  y  =^  x  genügt.     Daher  ist  jetzt  u  =  x^  und 
für  V  hat  man  die  Gleichung 

v'  -h  {F-^2Qx)v  =  Qv^ . 
B.  y  -^  Fy  =y^  ^  F\ 

wobei  F'  für  dF\  dx  gesetzt  ist. 


■  *i 
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'■.J 
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•)  Sturm,  Cours  d' Analyse,  5.  ed.,  t.  11,  Paris   1877,  pag.  51. 
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Der  Gleichung  wird  durch  y  ^=^  P  gentigt;  daher  ist  das  allgemeine  Integral 

y  =  F-\-  Vf  wenn  v  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

v'  "  Pv  ^  Qv^  . 

13.    Die  Gleichung 
1.  xy'  —  ay  -f-  by^  =  cx^  ^ 

ist  unter  der  Form  No.  12,  1   enthalten.     Setzen  wir  versuchsweise  y  =  kx',  so 

erhalten  wir 

fl  n  u 

Diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt,  wenn 

n  =  2ö!,      k  =  ^c  :  b , 

Im  Falle  ;2  =  2a  kann  also  nach  der  in  No.  12  angegebenen  Methode  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  1.  gefunden  werden. 

Durch  geeignete  Substitutionen  kann  man  in  einer  Reihe  von  Fällen 
Differentialgleichungen  von  der  Form  1.,  in  welchen  n  von  2a  verschieden  ist, 
auf  eine  Gleichung  derselben  Form  zurückführen,  in  welcher  n  =  2a  ist 

Setzt  man  nämlich  in  1. 

worin  y^  eine  neue  Variable  ist,  so  erhält  man 


2. 


^  aA  -h  bA^  -h  («  —  a  -\-  2b A) 


x^ 


x 


2u 


y^ 

Wir  wählen  nun  A  so,   dass  - 
oder  A  =  0, 

Die  Annahme  A  =  a:  b  ergiebt  die  Transformation 


jc«+i 


yi 


=  ex*. 


yi       yi       yi 

aA  4-  bA^  =  0;  also  entweder  A^a\h^ 


a        x^ 


b—^ T'yi  =  ^^*- 


3. 

und  die  transformirte  Gleichung 

X* 

(n  -h  a)  — 

yi 

Durch  Multiplication  mit  y^  :  x^  ergiebt  sich  hieraus 

4.  -jcy/  —  (tf  -h  n)y^  -h  cy-^  =  bx^  . 

Diese  Gleichung  geht  aus  1.  hervor,  wenn  man  ö,  by  c  der  Reihe  nach  durch 
{a  -h  «),  Cy  b  ersetzt. 

Wendet  man  nun  auf  4.  die  Substitution  an 

5.  y  ^ 


^        y\ 

die  aus  3.  hervorgeht,  wenn  man  a  und  b  durch  ö  -h  «  und  c  ersetzt,  so  erhält  man 

^y\    —  (<3^  +  2«)j'i  4-  by^  =  ex»] 
hierauf   wendet   man  wieder  die  der  Substitution  3.  entsprechende  an  u.  s.  fl; 
nach  k  Transformationen  erhält  man  die  Gleichung 

wenn  k  ungerade  ist:         xy^'  —  (^f  H-  ^«)j'i  4-  cy^  s=  ^x«; 
wenn  J^  gerade  ist:  xy^*  —  (a  -\-  kn)y^  -h  by^  =  ex». 

Kann  man  nun  die  ganze  Zahl  k  so  wählen,  dass  «  =  2(a-fit«),  istalso 
{n  —  2a)  :2n  eine  ganze  Zahl,  so  kann  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1. 
nach  den  gegebenen  Methoden  gefunden  werden. 

Die    andere  Annahme   A  =^  0   llelert  die  Substitution  y  =  jr*  ly^  und  die 

transformirte  Gleichung 

X»  .  ^2«         jp«+l 


(«  —  a) h  b  —  —       , 

^         yi        yi       y^ 


=  ex" , 


fr- 


n: 
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Multiplicirt  man  mit  y^  \x^,  so  entsteht 
6.  xy^'  —  («  —  a)y^  -h  cy^  =  bx'^y 

also  die  Gleichung  1.,  wenn  man  a,  by  c  der  Reihe  nach  durch  n  —  a,  c,  b  ersetzt. 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  Substitution  ergiebt  sich  schliesslich 
wenn  k  ungerade  ist:        xy^^  —  {kn  —  d}y^  -h  cy^  =  bx''\* 
wenn  k  gerade  ist:  xy^'  —  {kn  —  ct)y\  -H  by^  =  coc^ , 

Hieraus  folgt,    dass   die  Gleichung   1.  integrabel  ist,    wenn  k  so  bestimmt 
werden  kann,  dass  ^{kn  —  d)  =^  n,  wenn  also  (n  -\-  2a)  :2n  eine  ganze  Zahl  ist. 
Wir  sehen  somit:     Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung   1.  kann 
gefunden  werden,  wenn  («  ±  2ö)  :  2«  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
Die  RiccATi*sche  Differentialgleichung 

y'  -t-  by^  =  cx'^ 
kann    auf  die   Form  der   Gleichung    1.    gebracht   werden;    setzt   man    nämlich 
y  =  z:x,  so  erhält  man  aus  7. 

xz'  —  z  -{'  bz^  =  cx'^-^^. 
Die  RiccATi'sche  Gleichung  ist  somit  integrabel,  wenn  entweder  (/w  -h  4) :  (2  m  -h  4) 
oder  w:  (2/«  -h  4)  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 


>.^K 


14.   Die  Integration  der  Differentialgleichung 
1.  Mäx  -h  jDrdy  =  0 , 

gelingt  sofort,  wenn  die  linke  Seite  das  vollständige  Differential 

dm  dm 

einer  Function  ^(x,y)  ist,  das  allgemeine  Integral  ist  alsdann 

^{x,y)  =  C. 

Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  man  erkennt,  ob  ein  Differentialausdnick 
Mäx  ■+■  Ndy  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wie  man  von  dem  vollständigen 
Differentiale  die  Function  9  ableitet. 

Ist  Mäx  -h  Ndy  das  vollständige  Differential  von  ^{x^y),  so  ist 

dx'  cy 

Hieraus  folgt  sofort  die  nothwendige  Bedingung 

dM  _  dN 
dy  dx  ' 

denn  beide  Seiten  der  Gleichung  sind  nach  I.  gleich  d^^\dxdy.  Die  Be- 
dingung 2.  ist  aber  auch  hinreichend.  Hat  man  nämlich  eine  Function  ^j^,  welche 
der  Gleichung  genügt  M  =  d^\  dx,  so  ist 

dM        d^^    _  dJ7 
dy         dxdy        dx ' 
also  können  TV*  und  d^\dy  nur  um  eine  Grösse  verschieden  sein,  die  x  nicht 
enthält,  mithin  eine  bestimmte  Function  von  j^  allein  ist.    Bezeichnet  man  dieselbe 
mit  K,  und  setzt 

dM 
so  ist 


dx 


%  ^ 


dN  _  d^ 

Ä  ■■   -     Ä        t        W.    Z«     U.     Yi  * 

dy         dy 


Eine  Function  ^  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  M=^  d^:dx  zm 

^  =  jMdx  t 
wo  bei  der  Integration  das  in  M  enthaltene  y  als  constant  zu  betrachten  ist; 
es  genügt  einen  particularen  Werth  dieses  Integrals  zu  nehmen. 


■V'*' 

--•»»i 


*  ■  <1 


4« 


i 


r^ 
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I.  0.  durch  Aufsuchung  eines  integrirenden  Faktors  nicht  lösbar;  vielmehr  wird 
man  umgekehrt  die  partiale  Differentialgleichung  1.  für  im  Wesentlichen  gelöst 
erachten,  nachdem  man  ihren  Zusammenhang  mit  dem  allgemeinen  Integrale 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  I.  O.  erkannt  hat,  und  hierauf  werden 
wir  bei  Gelegenheit  der  partialen  Differentialgleichungen  zurückkommen. 

Doch  bleibt  trotzdem  das  Studium  der  integrirenden  Faktoren  auch  für 
die  Integration  von  Differentialgleichungen  I.  O.  von  hoher  Bedeutung;  denn 
alle  Integrationsmethoden  lassen  sich  auf  die  eine  Methode,  einen  integrirenden 
Faktor  zu  bestimmen,  reduciren,  —  und  indem  man  umgekehrt  von  bestimmten 
Formen  integrirender  Faktoren  ausgeht,  kann  man  Gruppen  integrabler  Differential- 
gleichungen aufstellen.     Wir  werden  später  hierzu  Beispiele  geben. 

17.  Dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differentialgleichung  I.  O.  kann  man 
unzählig  viele  verschiedene  Formen  geben.  So  hat  z.  B.  'dx^dx -h  2y(iy  =^  0 
das  allgemeine  Integral  x^  -^y^=:  C\  dasselbe  kann  aber  auch  durch 

{x^  -^y'^Y  =  C,       l{x^  -H  j/2)  =  c,      sin{x^  •^r  y^)  =  C  u.  s.  w. 
ersetzt    werden.     Diesen    verschiedenen  Formen    des  Integrals    entspringen  ver- 
schiedene Formen   des  integrirenden  Faktors;   wir  wollen  nun  nachweisen,   wie 
man  aus  einem  integrirenden  Faktor  die  allgemeine  Form  finden  kann,   unter 
der  jeder  integrirende  Faktor  derselben  Gleichung  enthalten  ist. 

Ist  V  ein  integrirender  Faktor  von 

1.  Mdx  -h  Ndy  =  0, 
so  ist 

2.  vMdx  -H  vNdy  =  üfcp, 

und  ^  =  ^  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Multipliciren  wir  2.  mit  einer  willkürlichen  Function  von  <p,   so  erhalten  wir 

vF{^){Mdx  -h  Ndy)  =  F{^)df^ . 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  das  vollständige  Differential  von 

fF(^)d<^, 
also  ist  auch  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential,  mithin  ist  vF{^)  ein 
integrirender  Faktor  von  1 .  Wir  haben  daher:  Ist  z;  ein  integrirender  Faktor 
der  Gleichung  Mdx  +  Ndy  =^  0  j  und  (p  =  ^  das  allgemeine  Integral, 
so  ist  das  Product  aus  v  und  einer  willkürlichen  Function  von  ^ 
ebenfalls  ein  integrirender  Faktor. 

Es  sei  nun  ausser  v  auch  V  ein  integrirender  Faktor;  um  nachzuweisen, 
dass  V=  vF(r^)f  zeigen  wir,  dass  der  Quotient  V\  v  eine  Function  von  ^  ist. 
Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist  das  Verschwinden  der 
Determinante 

_  ^{y\v)  €j  _  d{V\v)  dj 

dx         dy  dy         dx ' 

Differenzirt  man  rechts  die  Quotienten,  so  entsteht 

\dy  *  dx         dx'  dy )  \dy  *  dx        ix     dy)  ' 

Nach  der  Voraussetzung  ist 

p-  =  Nv,      ^-  =  Mv, 
dy  '      öx 

und  daher 

vR  »  V  [n^  -  M-.-^)  -   v[n^-  -  M^-)  . 
Nach  No.  16,  1  ist  nun 


r^ 
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20.    Wir  gehen  nun  auf  einige  besonders  einfache  Fälle  ein. 
Setzen  wir  c^  ^  x,  bez.  ^  ^^  y,  so  entseht 

dM        dN  dN       dM 


♦  = 


dy 


dx 


bez.  'I*!  = 


dx 


dy 


N         '     ^^     ^1  M 

■ 

Soll  also  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x  allein  bez. 
vony  allein  sein,  so  muss 


fdM  __  dN\  ^ 
\dy    '~'   ex)  ' 


N   bez 


(dN       dM\      ., 


eine  Function  von  o:,  bez.  von^  sein. 

A.    Bedeutet  X  eine  Function  von  x  allein,  so  ist  bei  der  Gleichung 
{X  -+-  ^axy  H-  by^)  dx  -h  {ax^  4-  bxy)  äy  =  0 
dM  _dN\  ^        __      ax-\-  by      _  J. 
dy         dx  J  '  x{ax  -h  by)        x' 


(^ 


.•1:; 


'    ■  <ii 


also  ist  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x. 
Durch  Multiplication  mit  x  erhält  man 

xXdx  -+-  d{ax^y  -+-  \bx^y^)  =  0 . 
Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 


/ 


ax^y  -h  ^x^y^  -h  I  xXdx  ==   C. 

B.    Bei  der  linearen  Gleichung 

y  -^  Fy  —  Q  =  0 
ist  M  =^  Py  —  Q,     iV  =  1,     und  daher 


(dM       dN\     ,, 


folglich  ist  auch  hier  der  integrirende  Faktor  eine  Function  von  x  allein.     Zur 
Bestimmung  des  Faktor  haben  wir  aus  2. 

-jr  =  Fdx, 

SPdx 

also  ist  ^  =  ^         . 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  bilden  wir  zunächst  (No.  14.) 

jMFdx  =  J{Py  —  Q)e        dx  ^  y  e         —  jQe        dx . 


Femer  ist 


y  =  NF 


dy 


f 


MFdx  =  0 . 


Daher  folgt  für  das  allgemeine  Integral 

ye         —  jQe        dx  ^=  c 
in  Uebereinstimmung  mit  No.  8. 

21.    Der  integrirende  Faktor  ist  eine  Function  des  Produkts  xy^  wenn 

dM       dN 


dy 


dx 


^        Ny  —  Mx 
eine  Function  von  xy  ist. 

Beispiel.  yF(xy)dx  -+■  xG(xy)dy  =  0. 

Hier  ist        M  =  yF{xy),       N  =  xG{xy) ,      und  somit 

xyirixy)  -  G'(xy)]  +  F{xy)  -  G{xy) 


»--y 


+  = 


xy  [G{xy)  —  F[xy)] 


i 


84J 

BeKeil 

also  ist 

Eine 

wird  dali 

25.  i: 

X  und  y,  i 


eine  Fimc 

Soll   . 


Beis[ 
so  kann  n 


Fojgli. 
der  liomo^ 

Setzt 
sich  ^  eb< 
Different 
jeden  Gr 

Berec! 


Cm  den  Fall,  dass  der  integrirende  Faktor  homogen  vom  Grade  h  sein  soll,  so 
enthält  dieselbe  die  unbestimmte  Zahl  n;  unter  Umständen  gelingt  es,  die  ZabI 
n  so  zu  wählen,  dass  ■ji  homogen  wird.    Dies  ist  z.B.  der  Fall  bei  der  Gleichung 

{^x^  +  Zx'^y  +y^  ~y^)dx  +(2/^  +  'äxy^  +  x^  —  x*)  dy  =  Q ; 
man  findet  leicht,  dass  sie   einen   homogenen  integrirenden  Faktor  vom  Grade 
( -  2)  zulässt. 

23.    Um  die  Gleichung  zu  integriren 


r^- 
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1.  Qdx  -h  Ray  -h  Sipcdy  —  ydx)  =  0, 

worin  Qy  R  und  S  homogene  Functionen  sind,  und  zwar  Q  und  R  vom  Grade 
nif  S  vom  Grade  «,  bestimme  man  einen  homogenen  integrirenden  Faktor  vom 
Grade  —  n  —  2  fiir  die  Gleichung  Qdx  -^  Rdy  =  0:  Giebt  man  der  Differential- 
gleichung die  Form 

Qdx  H-  Rdy  —  Sx^di^A  =  0, 

so  erkennt  man  sofort,  dass  dieser  Faktor  die  linke  Seite  in  die  Summe  zweier 
vollständigen  Differentiale  verwandelt. 

In  die  Form  1.  lässt  sich  die  Gleichung 
{A  -h  A'x  4-  Ä'y){xdy  —ydx)  —  {B -^  Bx  -h  ^'»  ^j'  4-  (C-h  Cx  -f-  C'y)  dx  =  0 
durch  eine  geschickte  Substitution  bringen. 
Setzt  man  nämlich 

X  =  i  -h  OL,       ;;==T)-f.p, 
so  erhält  man  eine  trausformirte  Gleichung  von  der  Form 

(ai  -h  a'ri)  (Uy)  —  r^d^)  -  (^S  -+-  d'ri)dri  -f-  (cl  4-  c'ri)  r/5  =  0 , 
wenn  a  und  ß  die  Bedingungen  erfiillen 

a(A  -4-  A'oL  -h  A"?)  —  (^  -h  B'a  -t-  B"^)  =  0 
-  ?(A  -h  ^'a  -h  A"?)  -+-  (C  -h  Ca  4-  C"ß)  =  0 . 
Wir  schreiben  hierfür 

A  A^  Aur.         ^4-^a4-^"ß         (7  4-C'a-hr'ß 

A  4-  ^'a  4-  ^0  = ^  =  7, -> 

•^  a  p 

Setzen  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Ausdrücke   =  X,    so 

ergiebt  sich 

^  —  X  4-  ^'a  4-  ^"p  =  0, 

B  4-(i9'  — X)a  4-  ^"ß  =  0, 

C  4-  Ca  4-(C:"  — X)ß  =  0. 

Der  Verein  dieser  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  der  Determinante 

bedingt 

A  —  \         Ä  A" 

B        B'  —  \         B" 

C  C         C"  —  X 

Hat  man   eine  Wurzel  X  dieser  cubischen  Gleichung  gefunden,  so  ergeben 

sich  a  und  ß  z.  B.  aus 

^  —  X  -t-  ^'a  4-  ^"ß  =  0     und     ^  4-  (-^'  —  X)  a  4-  ^"ß  =  0 . 


=  0. 


24.  Die  bisher  integrirten  Differentialgleichungen  I.  O.  sind  vom  ersten 
Grade,  d.  h.  sie  enthalten  nur  die  erste  Potenz  von  y\  Wir  geben  nun  einige 
besondere  Regeln,  welche  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  von 
höherem  Grade  zu  beachten  sind. 

Zerfallt  die  Gleichung 
R{x,y,y')  =  A^y^  4-  A^y'»-^  4-  A^'^^-^  4-  .  .  4-  An-iy'  4-  ^«  =  0, 
in  welcher  Aq,  A ^,  .  .  .  An  eindeutige  Functionen  von  x  und  j'  bezeichnen,  in 
ein  Produkt  von  Functionen  minderen  Grades  von  y\  deren  Coefficienten  ein- 
deutige Functionen  von  x  und  y  sind,  so  zerfallt  die  Differentialgleichung  in 
ebenso  viele  einzelne  Gleichungen,  die  dadurch  hervorgehen,  dass  man  die  ein- 
zelnen Faktoren  gleich  Null  setzt. 

Gelingt  es,  F{Xyy,y)  in  rücksichtlich  j;'  lineare  Faktoren  zu  zerlegen 
F  ^  A^iy'  -/i)  0"  -/,)  ...  0'  -/,)  =  0. 
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Setzt  man  hierin 

dx~  y  dy  • 
und  ersetzt  y'  durch  das  einfachere  Zeichen  p,  so  erhält  man 

dp  ,äp,  dp 


T  +  P-V'  7Z -^  P^  ^  yP^' dZ  =  Pf^ 


dy- 


Hier  wollen  wir  /  als  die  unabhängige  und  y  als  die  abhängig) 
betrachten;  wir  erhalten  alsdann  fiir_j'  die  Gleichung 

diese  Gleichung  ist  linear. 

Man  kann  auch  y  aus  1,  und  2.  eliminiren;  dadurch  entsteht 

Wird  p  als  unabhängige  Variable  betrachtet,  so  ergiebt  sich  fUr  x 
Differentialgleichung 

T.  ifL  _  __i4L__  I  ^  ?''!'  +  /  —  JA  _  f, 

Beispiel.    Bei  der  Differentialgleichung 
6.  /^  +  (o  +  J/);-  =  ^/» 

ist  7  =/,    ^,  =(^  +  4/),    z  =  4^/'; 

7'=1.      f  =  i,  X'  =  ^. 

Daher  erhält  man  fUr  x  die  Gleichung 

rf*  2  a 


dp       {2<7-(-/){2o  +  2  + jt)      "^  (2«  +  />)(2«+2  +  /) 
Nach  den  bekannten  Regeln  für  eine  lineare  Gleichung  ist  das 
Integral  hiervon 

;»  +  ä.     /  a     \, 

aus  dieser  und  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  hat  man  schlie 
p  zu  eliminiren;  doch  ist  auch  ohne  Ausführung  der  Elimination  di 
durch  die  beiden  Gleichungen  6-  und  7.  vollständig  gelöst;  durch  diese  G 
sind  die  beiden  Variabein  x  und  y  durch  dieselbe  HÜlfsvariable  p  a 
27.  Die  in  No,  24,  25  und  26  mitgetheilten  Methoden  bestehen  i 
man  die  gegebene  Gleichung 
1.  F{x,y.y')  =  0 

differenzirt;  aus  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung 
S^  ^  ,  d^  dy  _ 
dx         dy-'         dy'     dx  ' 

und  aus   1.  eliminirt  man  y;  oder  man  eliminirt  x  und  ersetzt  dy' 
ydy'-.dy. 

Wenn  es  sich  ereignet,  dass 

dF      %F  , 

idendsch  verschwindet,  dass  also 
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29.  Die  Gleichling 

1.  _y  —  2xy  =  y/iyf) 

liefert  mit  y  multiplicirt 

2.  y^  —  2yy  ■  x  =  y/  '/{yy') . 
Substituirt  man  y^  ^  t,  so  ist  ^yy'  =  z',  und  es  ergiebt  sich 

a  —  jrr'  =  |ü'/(ia'), 
also  eine  Ci.airaut'scIic  Gleichung.     Das  allgemeine  Integral  von  1.  i 

3.  >2  =  ViCx  +   CfiC), 

das  singulare  folgt  durch  Elimination  von  y  aus  I.  und  aus 

4.  '  ,+y..^^  =  o, 

^      Ayy ) 

wie  man  leicht  erhält,  wenn  man  die  an  die  Stelle  von  No.  2Ä,  4  hii 
Gleichung  durch   I.  reducirt. 

30.  Die  Aufgabe:  Die  Ciirvezti  bestimmen,  bei  welcher  die 
eine  gegebene  Function  /  der  von  der  Normalen  auf  der 
abgeschnittenen  Strecke  ist,  führt  auf  die  Differentialgleichung 

Führt  man  statt  y  eine  neue  abhängige  Variable  r  durch  die  Subsi 
r%  =  x^  +  y^, 
so  ist  rr'  ^  X  -\-  yy', 

,          \  ,     ,         /       ,           „        r»  +  ;-»/>  —  2xrr' 
y    =~(rr-x).       1   +^«^ ^,  _  ^,    —  ■ 

Daher  ergiebt  sich  aus  1. 
2.  r=  +  r»r'>  -  ixrr'  =  [/(rr')^. 

Hieraus  folgt  die  neue  Differentialgleichimg 

,  ;^,._,.     [/K)!'  -'■''■"  . 

diese  ist  von  derselben  Form,  wie  No.  20,   1. 

31.  Denkt  man  sich  die  Gleichung 

1.  T(^,>,/)  =  0 

in  Bezug  aiif_y'  aufgelöst,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

2.  dy  —  y'dx  =  0, 

worin   man  y'  aus   1.   zu   substituiren   hat.     Man    kann   nun   versuct 
integrirenden  Faktor  F  als  Function  von  x,  y,  y'  so  zu  bestimmen,  d 

3.  F.idy—y'dx)  =  0 

unter  der  Voraussetzung   1.   ein   vollständiges   Differential  wird.     Das 
Integral  von  1.  wird  alsdann  durch  Elimination  von  y'  aus  1.  und  au; 

jF-(dy—y'dx)  =  C 
erhalten,  wenn  man  mhfF-(dy  —y'dx)  eine  Function  bezeichnet, 
ständiges  Differential  F-{dy  — y'dx)  ist. 

Ist  3.  ein  vollständiges  Differential,  so  sind  die  Bedingungen  erflll 
8F      eF    2/         ,    dF        ,    dF    d y'        ^    dy' 
Cx        dy'     cx       ■^      dy       ■'      cy      dy  oy 

Die  Differentialquotienten 

cx'      dy 
sind  aus  1.  ku  berechnen.    Nun  ist  für  jede  Verschiebung  des  Punkte 
lang  einer  Integral curve 


»f 
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also  ist  -^^L-  =  ^y-^^yy-yy 

|/l  -t-ya  1  4-/2  -hyy 

Wird  dies  in  3.  eingesetzt,  so  erhält  man 

0^  ^  —{x-h  yy)y 
dy        i+y2^^yf 

Hieraus  und  aus  2.  folgt  sofort 


so  ist 


y»    \dx'  dyj  y{x  -\-yy)   - 

^  ä(:xi-hyy)         1  1 

Da  nun  -^f^  =  -^.  +  /  +  yy"  ■}. 


Hieraus  folgt 


1      fof     d<f\  d  ,, 


G=        ' 


X  -hyy 
Man  hat  nun  das  Integral  zu  bestimmen 


yix-^yy') 
Man  erhält  zunächst 


/: 


dy—ydx  __ 


^  ^  Cy^y-^yy-ä^yy)  __  fax  -+-  ä{yy) 
J     yyipc^yy)        J     x-^yy 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

>'yrT7^  =  «, 

so  folgt  hieraus 


//l/ 


yy) ' 

Da  nun 

j^ycr-h^^y)  ^  «2  -h  ^^^=r^\ 

yl  4-y» 
so  folgt  aus  1. 

yy'ix-i-yy')  =  «2   _^.  u/{u). 
Daher  hat  man  schliesslich 

5.  C  =  -  /{x  H-jk/)  4-  f ^Vn  • 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  y'  aus  1.  und  5. 

34.  Die  Curve  zu  bestimmen,  bei  welcher  das  vom  Nullpunkte 
auf  die  Normale  gefällte  Loth  eine  gegebene  Function  des  Radius 
vector  ist. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

Hieraus  folgt 


V- 

^yf 

xy' 

Vi 

y 

cy 
dy' 

Vi 

y 

y"f 

+y» 

SCHLOBMILCH,  Uandbucli  der  Mathematik.    Bd.  II.  ca 


8so 

Aus  1.  ergiebt  sich  fe 

Daher  ist 

lyf  = 

yy'y" 


so  folgt 

Man  hat  daher  das  \\ 
Subtrahirt  man  hiervo 


/ 


t  erhält  man 

y 

Da  nun,  wie  man  sof 


(: 


t  mit  Rücksicht  aul 


Daher  hat  man  schlie 
arctang-^ 

35.    Integration  du 

Aus  der  Differentialgleichung  y'  =  •^(x,  y)  gewinnt  man  durch  Difierenliati» 

'  -  15 +•'«>- *5 +  »■«;. -''('■■'>■ 
^  --ff ^'-^ -'■('■■')• 

u.  s.  w., 
dass   also  y',  y",  y"'  bekannte  Functionen  von  x  und  y  sind.     Diese  WhÜ* 


*)  Weitere  Betspiele  findet  man  in  dem  citirten  MALMSTüN'scben  Aursatie. 


ly.rf'-Ä* 


3. 
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kann  man  dazu  verwenden,  y  in  eine  TAYLOR'sche  oder  MACLAURiN'sche  Reihe  zu  ent- 
wickeln.   Wird  einem  Anfangswerthe  x^  eine  beliebige  Ordinate _>',,  zugeordnet,  so  ist 

X  ——   Xt\  (x  — '  X  ^^ 

Setzt  man  insbesondere  jc^  =  0  und  schreibt  /^  für  ^^ ,  so  erhält  man 

Nach  Berechnung  der  Coefficienten  ^^-C^o'^o)  ^^^^  "^^^  ^^^  Grenzen  fiir  die 
Convergenz  festzustellen. 

Die  Entwicklung  3.   wird  man  zumeist  mit  Vortheil  nach  der  Methode  der 

unbestimmten  Coefficienten  vornehmen;  man  setzt 

y  =  Aq  -k-  A^x  +  A^x^  -i-  .  .  .  . 

also  y  =  A^   -\-  '2, '  A^x  -\-  %  ^  A^x^  -^  ,  ,  .  .  , 

substituirt  beide  Reihen  in  die  Differentialgleichung  und  bestimmt  die  Ak  so,  dass 

dieselbe   identisch  erfüllt   wird.     Wenn   eine  der  Functionen  9>t(0,  b)  unendlich 

gross  ist,  so  ist  die  Entwicklung  nach  der  MACLAURiN'schen  Reihe  niclit  zulässig; 

in  diesem  Falle  wird  man  zur  TAVLOR'schen  Reihe  greifen  und  x^ ,  y^  so  wählen, 

dass  alle  Functionen  ^ki^Q^y^)  endlich  sind. 

Aus  der  Differentialgleichung 


y  = 


X 


folgt  y  =  oo  für  ^  =  0,  sobald  ^{x^y)  für  :r  =  0  nicht  verschwindet.  Man  kann 
daher  das  Integral  dieser  Gleichung  nicht  nach  der  Macl aurin' sehen  Reihe  ent- 
wickeln.    Setzt  man  ^  =  1  -4-  5,  so  erhält  man 

dy  _  J^O±iiZ) 

Wenn  nun  9  für  jc  =  1  nicht  unendlich  gross  ist,  so  kann  man  unter  Um- 
ständen y  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  E,  d.  i.  in  eine  TAYLOR'sche 
Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  1  entwickeln. 

36.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  man  nicht  das  allgemeine  Integral, 
sondern  nur  ein  particuläres  erliält,  wenn  man  nach  der  MACLAüRiN'schen  Reihe 
entwickelt.     So  führt  z.  B.  die  Differentialgleichung 

2x  -\-y 


bei  der  Annahme 


^  x{l-^x-hy) 

y  =  Aq  -{-  A^x  -h  A^x^ 


auf  die  Gleichung 
(^1  -^2A^x-hSA^x^  -h..)[(^o  -^  1)^-H  (^1  4-  \)x^  -h  A^x^  -+-  A^x^  -+-..] 

Hieraus  folgen  die  Werthe 

also  ergiebt  sich  das  Integral 

y  =  -^  X, 
das  nicht  das  allgemeine  sein  kann,   da  es  keine  willkürliche  Constante  enthält. 

Die  Herstellung  des  allgemeinen  Integrals  hat  keine  Schwierigkeit,  da  man  sich 

leicht  überzeugt,  dass  die  Differentialgleichung  einen  integrirenden  Faktor  hat, 

der  eine  Function  von  x  -\-  y  ist. 

37.    Die  RiccATi'sche  Differentialgleichung  (No.   13). 

1.  y  -h  by^  =  cx"' 

wird,  indem  man  by  durch  y  ersetzt,  in  die  Gleichung  verwandelt 

2. 


j;'  4-  ^2  =  -^jr'",       7  =  cb . 


f4 


'■'A 


*■■■'*  J 


V-fe 


r 


-  VI 


;j 


:^ 


-'.1 


54^ 


•I 


!,<'•     * 


Ö-*. 


L«,..'  . 


S52 


Integralrechnung. 


Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  als  Quotient  zweier 
Potenzreihen  h erstellen .  Macht  man  nämlich  die  Annahme  y  =  ^{x):^ (jc), 
indem  man  unter  i|;  und  <p  zwei  Potenzreihen  versteht,  so  erhält  man  aus  2. 


r 


=    '(X^  . 


Nimmt  man  tp  =  9',  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  zu 

Hierin  ersetzen  wir  (p  durch  A^  -^  A^x  ~\-  A^x^  -{-  ,  ,  .  und  erhalten 
1  .2  -^8  4-  2-  3-^3Jt:  -f-  3-4^4^»  -f-  ...  =  '^{AQX^'-i'A^x'^+^'h  A^x^^ -{-..), 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

A^  =  yij  =  A^  =  .  .  =  Affi-^-\  =  ü. 

(»f  -h  l)(w  -h  2)A^+2  =  T^o »     (^  ■+-  2)(^  -f-  3)^«,+3  =  7^1 , 
(2»z  -h  3)(2w  4-  4)y42,„-M  =  7^^+2,     (2w  +  4)(2»«  -h  5)^2«-h5  =  74»+s, 


Setzen  wir  abkürzungsweise 


C;'=   1  4- 


F=  x^ 


{m 


\)(m 
7 


2) 


2)(/w-h3) 


a:w+2 


:^:»«-+-S 


(w  -h  l)(w-h2)(2;w-h3)(2»i-+-4) 

^2 


(;w -h  2)(/w -h  3)(2 w -h 4) (2»i -h 5) 


;c2«+4-|-... 


jp2«+5H-  .  ., 


{m 

so  ergiebt  sich 

<p  =  ^0  ^  -H  ^1  F; 

daher   ist,  wenn  der  willkürliche  Quotient  A^  :  Aq   mit  c  bezeichnet  wird,    das 

allgemeine  Integral  der  Riccati' sehen  Gleichung 

_   [/'  -h  cV 

38.  Trajectorien.  Eine  Curvengleichung  (^(x^y,  c)  =  0  enthalte  eine  will- 
kürliche Constante  c\  giebt  man  derselben  nach  einander  alle  möglichen  Werthc, 
so  wird  ein  System  von  unendlich  vielen  Curven  erzeugt.  Eine  Curve,  welche 
alle  diese  Curven  unter  demselben  Winkel  schneidet,  wird  als  Trajectorie  des 
Curvensystems  bezeichnet.  Der  einfachste  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Trajectorie 
die  Curven  der  Schaar  orthogonal  schneidet,  eine  Orthogonalcurve  der 
Seh  aar  ist. 

Für  irgend  einen  Punkt  x,  y  der  Curve 
1.  9(^»y>  c)  =  0 

bestimmt  sich  die  Richtung  der  Tangente  aus  der  Gleichung 

K^äx-^  ^äy  =  0, 
ox  oy    ^ 

daher  folgt  fiir  die  diesen  Punkt  enthaltende  Orthogonalcurve 


2. 


•^  oy     ex 


Eliminirt  man  c  aus  den  Gleichungen  1.  und  2.,  so  erhält  man  die 
Differentialgleichung  der  Orthogonalcurve;  wie  man  sieht,  ist  dieselbe  von  der 
ersten  Ordnung. 

39.    Für  eine  Orthogonalcurve  von 

y   =   -fx*" 


ergiebt  sich  zunächst 


y  =  - 


i_ 

m'{X'" 
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Die  Elimination  von  7  aus  beiden  Gleichungen  flihrt  zu 

hiervon  ist  das  allgemeine  Integral 

m  -^ 

Ist  m  >  0,  so  sind  die  gegebenen  Curven  parabolisch  und  die  Orthogonal- 
curven  Ellipsen;  ist  »1  =  1,  so  sind  die  gegebenen  Curven  Strahlen  eines 
Büschels,  dass  den  Nullpunkt  zum  Träger  hat,  und  die  Orthogonalcurven  sind 
concentrische  Kreise;  ist  /«  <  ü,  so  sind  die  gegebenen  Curven  hyperbolisch  und 
haben  die  Achsen  zu  Asymptoten,  die  Orthogonalcurven  sind  Hyperbeln;  für 
w  =  —  1  insbesondere  bilden  die  gegebenen  Curven  sowohl,  wie  die  Orthogonal- 
curven Büschel  von  gleichseitigen  coaxialen  Hyperbeln,  die  Achsen  des  einen 
Büschels  sind  die  gemeinsamen  Asymptoten  des  anderen. 

40.  Um  die  Orthogonalcurven  der  Kreise  eines  Büschels  zu  erhalten,  legen 
wir  die  A'- Achse  durch  die  Centren,  die  F- Achse  in  die  Chordale  des  Büschels; 
die  Gleichungen  aller  Büschelkreise  sind  dann  von  der  Form 

<p  =  {x  —  ay  -^y^  -{-  b  -\-  2-{x  =  0 
wobei  7  von  Kreis  zu  Kreis  sich  ändert.     Für  eine  Orthogonalcurve  hat  man 
daher  zunächst 

a^p   a^  ^       y 

^  dy  *  dx       X  —  ö  -f-  7 ' 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  7 

2xy  dx  -f-  (j/2  —  x'^-^h)dy  =  0  . 


Hier  ist 


\dy  ~   dx)'^  -  y' 


folglich    hat     die    Differentialgleichung    einen     integrirenden    Faktor,    der    eine 

Function  von  y  allein  ist;  er  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  dF\  F  =  —  "idy  \y 

zu  F=^y-^, 

Ferner  bildet  man 

M ,  x^ 

dx  =  — . 


CM 

Jy' 


^-y^Ty-'-^^'  jy^y-y-y^ 


/-^  -  -- 


y 

und  erhält  hieraus  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung,    wenn  die 
willkürliche  Constante  mit  2  c  bezeichnet  wird, 

y 

oder  x^  -^  y^  —  b  —  2c y  =  0  . 

Dies  bestätigt  den  in  der  analytischen  Planimetrie  entwickelten  Satz,  dass 

die  Orthogonalcurven  eines  Kreisbüschels  die  Kreise  eines  Büschels  sind,   deren 

Centren  auf  der  Chordale  des  gegebenen  Büschels  liegen  und  deren  Chordale 

mit  der  Centralen  desselben  zusammenfallt. 

41.    Die  Ellipsen 

x^  y* 

1.  _  +  ^_i  =  o, 

für  welche,  wenn  h  eine  Constante  bezeichnet, 
2.  tf»  —  ^»   =  Ä», 


sind  confocal;   um   die  Dil 
hat  man  a  und  i  aus  1.  i 


facht  werden;  set^.t  man 


Wird  diese  Gleichung 


Die   erste   liefert  in    i 
;iten  und  aus  4.  elimir 


und  diese  Gleichung  ist  n 

Schaar  confocaler  Ellipsen 


Wird  dies  in  4.  subst 


das  allgemeine  Integral  v 
cale  Hyperbeln  sind,  was 
isL  Zu  bemerken  i^t  nO' 
genügt  und  daher  das  sin 

§  2/).    DifFerentialgleich 
I.    Kine  Function   <p 
Die  Gleichung 
I. 

wollen  wir  «  mal  differen; 
von  der  Form 

F.liminiren  wir  die  « 
so  entsteht  eine  Resultanl 

;i. 

also  eine  Differentialgleicl 
stanten  nicht  bereite  aus 
Kassen,  in  welcliem  Falle 
Ordnung  sein  würde.    Wi 
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den  Variabein  x  und  y  »Constante  enthält,  so  genU 
vereinbaren  Werthsysteme  von  x,  y,  y',  y",  y"'  .  .  .  i 
einer  Differentialgleichung  »ter  Ordnung,  welche  dii 
nicht  enthält. 

Denkt  man  sich  die  Differentialgleichung  3-  gegeben,  s 
durch  die  Gleichung  I.  genügt  unabhängig  von  den  Werthen,  < 
stanten  beilegen  mag;  wenn  es  sich  also  darum  handelt,  die  Di 
zu  integriren,  d.  i.  aus  ihr  eine  von  DitTerentialquotienten 
zwischen  den  Variabein  abzuleiten,  so  haben  die  e  den  Charak 
liehen  Constanten.    . 

Beispiele.    A.   Die  Gleichung 

y  =  ae"  ■+-  be-* 
liefert  durch  zweimalige  Differentiation 

y"  —  ae'  +  *<r~'; 
hieraus  folgt  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

y"  =^  y- 

Aus  der  allgemeineren  Gleichung 

y    =  ae'"  -h  be^, 
folgen  y'  =  mae""  ■+■  nie", 

und  y"  ^  m^ ae'""  ■+■  n^be*'. 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  ergeben 

'y'  —  ny  =  {m  —  n)  ae-" , 
aus  der  zweiten  und  dritten  folgt 

y  —  ny'  ^  m{m  — n)  ae"-' , 
daher  ergiebt  sich  die  von  den  Constanten  a  und  b  freie  Diffe 
y  _  («-r».)/  -i-  m»y  =  0. 
2.    Unter   dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differ« 
«ter  Ordnung 

1-  A^.y.y  .  -y-J)  =  0 

versteht  man  eine  Gleichung  ^{x,  y)  =  0  von  der  Beschaffe 
Werthsystem  x,y,y',  .  .  y*',  das  der  Differentialgleichung  g 
Gleichung  'f{x,y)  ■=  0,  sowie  die  durch  «  aufeinanderfolgende 
daraus  folgenden  Gleichungen  erfUUt 

2  'it{^>y,y',y")  =  o, 

•i'{x,y<y'.y",y"',  ■  ■  ■/"*)  =  o, 

und  umgekehrt. 

In  der  Differentialgleichung  1.  kann  man  x,  y,  y',y",  ■  -  y^' 
liehe  Werthe  geben;  alsdann  ist  der  höchste  Differentialquoti« 
Gleichung  1.  bestimmt  Es  müssen  daher  das  allgemeine  Integi 
abgeleiteten  Gleichungen 

Ti  =  Ol  Ta  -—  0>  Ta  =  0,  ,  .  .  ip(«-i)  = 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  jedes  willkürliche  für  die  G 
.  .  .  /"-!)  subsdtuirte  Werthsystem  erfüllt  werden  können.  H 
die  Function  9  «  unbestimmte  Constante  .;,,  e^  .  .  e„  enthalter 
in  solchen  Verbindungen,  dass  durch  geeignete  Wahl  dieser  Ci 
gegebenen  Bedingungen  genügt  werden  kann.  Wir  erhalten  hi 
gemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  «ter  O: 
»  willkürliche  Constante. 
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Wenn  eine  Gleichung  9  =  0  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Werthe  von 
Xi  yt  y^  '  '  '  y^"^ ,  die  den  Gleichungen 

?  =  0,     9i  =  0,     <p2  ==  ^»  •••?"  =  Ö 
genügen,  auch  die  Differentialgleichung  erfüllen,  9  aber  nicht  n  willkürliche  Con- 
stante  enthält,  so  wird  9  =  0  als  ein  particuläres  Integral  bezeichnet,  wenn 
es  aus  dem  ^allgemeinen  Integrale  durch  Specialisirung  einiger  Constanten  hen'or- 
geht;  in  jedem  andern  Falle  wird  es  als  singuläres  Integral  bezeichnet. 

3.  Eine  Gleichun<i;  +('^»J^'>y>y'»  •  •  •  y"~'^)  =  0  wird  als  ein  allgemeines 
erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  bezeichnet,  wenn  jedes 
Werth System  Xy  y\  y'  .  ,  .  y«),  welches  der  Differentialgleichung  genügt,  auch  die 
Gleichung  ^J*  =  <^  und  die  durch  einmalige  Differentiation  daraus  hervorgehende 
^J^j  =  0  erfüllt.  Aus  dem  Umstände,  dass  in  der  Differentialgleichung  die  Grössen 
•^»  >'»  y  •  •  .y*'"^^  beliebig  gewählt  werden  können,  folgt,  dass  die  Function  ^  eine 
willkürliche  Constante  enthalten  muss.  Ein  allgemines  erstes  Integral 
einer  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  enthält  eine  willkürliche 
Constante.  Ausser  den  durch  Specialisininii;  der  Constanten  aus  einem  allge- 
meinen ersten  Integrale  hervorgehenden  kann  es  nocli  weitere  erste  Integrale 
<j;  =  0  geben,  so  dass  alle  ^  =  0  und  ^^  =0  befriedigenden  Werthe  von  x,y, . .  ./*) 
auch  die  Differentialgleichung  erfüllen;  diese  werden  als  singulare  erste  Inte- 
grale bezeichnet. 

Ein  allgemeines  erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  ist 
eine  Differentialgleichung  (n  —  l)ter  Ordnuno^.  Ein  allgemeines  erstes  Integral 
dieser  Gleichung  wird  als  ein  allgemeines  zweites  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  bezeichnet  u.  s.  f.;  ein  allgemeines  zweites  Integral  enthält 
somit  zwei,  ein  drittes  drei  Constante,  u.  s.  w.  Das  allgemeine  «te  Integral 
enthält  n  Constante  und  keinen  Differentialquotienten;  es  fallt  mit  dem  bereits 
definirten  allgemeinen  Integrale  zusammen. 

Beispiele.     A.    Die  Differentialgleichung 

y  —  {m  -\-  n)y  -h  mn  =  0 
hat  das  allgemeine  erste  Integral 

^/  Bsi  y  —  ny  —  {m  —  n)ae*^^  =  0; 
denn  durch  Differentiation  ergiebt  sich 

+1  =  ä"i  ■^"  "fiy  y  ^  iy  y"  =  y'  -  '^y  -  (^'  - «)  ^^^'^  =  ^' 

und  durch  Elimination  von  a  aus  f^  =  0  und  +1  =  0  folgt  die  Differential- 
gleichung. Dieselbe  hat  noch  ein  allgemeines  erstes  Integral,  das  sich  aus  No.  1, 
3  und  4  durch  Elimination  von  a  ergiebt.  nämlich 

y  —  my  —  («  —  m)  be"^  =  0 . 
Eliminirt  man  b  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  durch  Differentiation  aus 
ihr  hervorgehenden 

y  —  my  —  («  —  nC)nbe*^  =  0,  / 

so  erhält  man  ebenfalls  die  gegebene  Differentialgleichung. 
B.    Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  . 

3.  ^  —  ^y  =  TT  l/i; 

in   welcher  7  als  willkürliche  Constante  gilt,   ist  ein  allgemeines  erstes  Integral 

der  Differentialgleichunn:  zweiter  Ordnimg,  die  man  durch  Elimination  von  7  aus 

3.  und  aus  der  durch  Differentiation  abgeleiteten  Gleichung  erhält 

4.  —  xf  =       "^ 


l^x  * 
also  der  Gleichung  5.  2x^y'  —  xy'  -^  y  =  0 , 


T' 
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Zu  3.  gehört  das  allgemeine  Integral  (§  24,  No.  8) 

6.  y  =  ex  -^   2-i  }/x; 
diese  Gleichung  giebt  nach  x  difFerenzirt 

7.  y  =  r    ■      ^ 


Eliminirt  man  7  aus  6.  und  7.,  so  folgt 
K  2xy  —  y  =  ex  t 

und  diese  Gleichung  ist  das  andere  allgemeine  erste  Integral  von  5. 

4.  Eliminirt  man  aus  dem  allgemeinen  Integrale  ^(x^y,  c^,  c^  •  -  Cn)  =  0  einer 
Differentialgleiclumg  «ter  Ordnung  und  aus  der  durch  einmalige  Differentiation 
abgeleiteten  Gleichung  ^^  =  0  eine  Constante.  so  erhält  man  eine  Differential- 
gleichimg I.  O.  mit  {n  —  1)  Constanten;  wie  man  sofort  sieht,  ist  dieselbe  ein 
allgemeines  («  —  l)tes  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Da  man  nun  jede  der 
«Constanten  eliminiren  kann,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  n  allgemeine  (« — l)te In- 
tegrale erhält. 

Differenzirt  man  ein  solches  (« —  l)tes  Integral  und  eliminirt  man  aus  dem 
Resultate  und  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eine  weitere  Constante,  so  erhält 
man  ein  allgemeines  (n  —  2)tes  Integral  u.  s.  w. 

Eliminirt  man  zwei  Constante  aus 

erhält  man  ebenfalls  ein  allgemeines  (n  —  2)tes  Integral. 

Man  erkennt  leicht,  dass  es  nicht  zwei  verschiedene  («  —  2)te  allgemeine 
Integrale  geben  kann,  die  dieselben  («  —  2)  willkürlichen  Constanten  enthalten. 
Denn  gesetzt 

und  'lXx,y,y\y'\  c^,c^  .  .  Cn-i)  =  0 

wären  wesentlich  verschieden,  so  dass  also  eine  dieser  beiden  Gleichungen  nicht 
eine  nothwendige  Folge  der  andern  wäre.  Differenzirt  man  die  erste  Gleichung, 
so  erhält  man 

und  diese  («  —  2)  Gleichungen  enthalten  die  Grössen  x^  y^y'  -  *  .y«~^),  ^j,  ^2»  ^s 
.  .  ^«.  Fügt  man  hierzu  noch  die  Gleichung  /  =  0,  so  kann  man  aus  diesen 
«  —  1  Gleichungen  die  Ck  eliminiren,  und  behält  eine  Gleichung  zwischen 
^i  yi  y  t  y\  •  .  y"^^^  übrig,  im  Widerspruche  damit,  dass  ein  allgemeines 
(« —  2)tes  Integral  durch  jedes  System  von  x^  y^  y  .  .  .  y^-^)  muss  befriedigt 
werden  können. 

Man  erhält  somit  dasselbe  allgemeine  (« —  2)te  Integral  erstens,  indem 
man  ^,  und  Ck  aus  9  =  0,  (p'  =  0  und  <p"  =  0  eliminirt;  zweitens,  indem  man  c, 
aus  <p  =  0  und  9'  =  0  eliminirt,  die  Resultante  9/  =  0  differenzirt  und  cjk  aus 
9,=  0  und  9/  =  0  eliminirt;  drittens,  indem  man  Ck  aus  9  =  0  und  9'  =  0 
eliminirt,  die  Resultante  9^  =  0  differenzirt,  und  c,-  aus  9^  =  0  und  ^k  =  0 
eliminirt. 

Aehnlich,  wie  den  Satz,  dass  es  nicht  zwei  verschiedene  allgemeine  (n  —  2)te 
Integrale  mit  denselben  (n  —  2)  willkürlichen  Constanten  giebt,  beweist  man,  dass 
es  nicht  zwei  (n  —  k)te  Integrale  mit  denselben  («  —  k)  willkürlichen  Constanten 
geben  kann. 

Hieraus  schliessen  wir  weiter,  dass  es  soviele  («  —  k)te  verschiedene  Integrale 


giebt,  als  sich  die  «  willkttrlict 
gnippiren  lassen;  es  giebt  daher 

ailgemeine  («  —  i)te  Integrale. 

Wenn  man  aus  den  allgemi 
.  .  y."-i}  eliminirt,  so  erhält  mai 

zwischen  x,  y  und  «  willkürlichen  Constanten,  also  das  allgemeine  Integra! 
der  vorgelegten  Differentiaigleichiing  yiter  Ordnung. 

!).  Das  allgemeine  Integral  einer  DifTerentialgleichung  nter  Ordnung  lässt 
sich  durch  Reihenentwicklung  nach  dem  TAYLOR'schen  Satze  erhaltea  Wir 
denken  uns  die  Differentialgleichung  auf  den  höchsten  Dilferentialquotienten  ,»<■» 
algebraisch  rediicirt  und  berechnen  aus 

'■  y'  =  ^  =/ix,y,y.y;y", . .  y--") 

die  höheren  Differentialquotienten;  indem  wir  bei  jeder  durch  Differentiation 
erhaltenen  neuen  Gleichung  den  Werth  {ÜTy-'>  aus  1.  substituiren,  erhalten  wralle 
höheren  Differentialquotienten  als  Functionen  von  x,  y,y  .  .  .>^'';  es  ergiebl  sich 
zunächst 

</*"+!         dx  '^  oy  ^    '^  oy'  ^     +  ■  ■ 

2-  0/  ^  c/    ,  S/    „ 
ox        cy  •'         cy  ■' 

So  fortfahrend  findet  man 

3-  £S-/.('.--^-').       J^?,  -/.(«..  ■•/■') 

Nehmen    wir  nun    die    zu    einem   beliebigen   Ausgangs  werth  e  x^   gehörigen 

Werthc  der  abhängigen  Variabein  und  ihrer  Ditlerentialquotienten  his  lun 
(»  —  I)ten  willkürlich  an,  so  sind  >'o''"''"'  ^o'""^^  ....  durch  die  Gleichungm 

2.  und  i.  bestimmt  Werden  die  willkürlich  angenommenen  Werthe  der  Reihe 
nach  mit  n,  ß,  7,  .  .  .  r  bezeichnet,  so  ergiebt  sich  schliesslich  die  gesuchte 
Entwicklung 

y  -  «  +  fl(»-.)  +  ri  («-«)'  +    ■   •   +   LS.  3.'  (.--[)''-■>•" 

.  ./(".A.).<._.,./^i^,.)(._,,.. 

-^1^,^-(— )-- 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Regeln  für  die  Bestimmung  des  all- 
gemeinen Integrals  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
den  einfachsten  Fällen. 

A.     Isty  eine  Function  von  x  allein,  also 

>•      .  y-/w, 

so  hat  man  sofort  ein  allgemeines  erstes  Integral 

und  hieraus  das  allgemeine  Integral 

3.  y  =  fdxj/{x)dx  +  Cx  +  C\. 

Das  andere  allgemeine  erste  Integral  folgt  durch  Elimination  von  C  aus  i. 
imd  3-  zw 

xy  -y  =  xj/{x)ax  -  JäxjAx)dx  -  C.  . 


Jl 


v 


.  J 


Iz 
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B.  Ist  y  eine  Function  von  j^  allein,  also 

so  setze  man  y  =  ^  -^; 

dadurch  entsteht  aus  4. 

und  hieraus  folgt  ein  allgemeines  erstes  Integral 

5.  y^  =  ^jf(j)äy  -f-  C,     oder    y  =  'V'ijf(j)dy  -h  C. 

Hier  lassen  sich  wieder  die  Variabein  sondern  und  man  erhält 

C.  Isty  eine  Function  vony  allein,  so  hat  man 

7.  y  =  /o-')  • 

Hieraus  ergiebt  sich 

_  r  äy 

8.  ^^j-—^C, 

und  es  erübrigt  nun  noch  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung. Man  kann  indess  dieselbe  umgehen,  da  man  das  andere  allgemeine  erste 
Integral  bestimmen  kann. 

Setzt  man  in  7.  y  =  y  (iy  :  äy,  so  erhält  man 

ydy'  =f{y')dy; 
hieraus  ergiebt  sich 

Das  allgemeine  Integral  von   7.   erhält  man  nun   durch  Elimination  von  y' 
aus  8.  und  9. 

D.  Enthält  die  Differentialgleichung  nur  y',y   und  x,  also  >>  nicht 
explicite,  ist  sie  also  von  der  Form 

10.  /o",y,^)  =  o, 

so  bemerke  man,  dass^"  =  äy' :  äx]  man  erkennt  nun,  dass  9.  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  y'  und  x  ist.    Die  Integration  derselben  fiihrt 
auf  eine  Gleichung  von  der  Form 
11.  tpCr',^,  O  =  0; 

das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  das  all- 
gemeine Integral  von  10. 

E.  Enthält  die  Differentialgleichung  nur  y',y  undj^,  also  nicht  x 
explicite,  so  hat  sie  die  Form 

12.  /(jy'\y,y)   ==  0. 

Ersetzt  man  hier  j/"  durch  y  äy' :  dy ,  so  ergiebt  sich 

/(/f./,.)  =  o, 

also  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y'  und  y.  Das  allgemeine 
Integral  derselben 

13.  ^(y\y,  0  =  0  1 
ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und  x\   das  allgemeine 
Integral  von  13.  ist  auch  das  allgemeine  Integral  von  12. 

7.    Geometrische  Anwendungen.     Die  Aufgabe,   eine  Curve  durch  ihre 
Krümmungshalbmesser  zu   definiren,   führt  auf  eine  Diflferentialgleichimg  II.  O., 


M^ 


54. 


I- 


5: 


^• 


^ 


h: 
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sobald  der  Krümmungshalbmesser  als  Function  der  Coordinaten,  oder  ausserdem 
als  Function  der  Tangente,  Normale,  Subtangente  oder  Subnormale  gegeben  ist 

A.  Eine  Curve  so  zu  bestimmen,  dass  der  Krümmungshalbmesser 
in  jedem  Punkte  proportional  dem  Cubus  der  Normale  ist 

Aus  den  bekaimten  Formeln  für  den  Krümmungshalbmesser  p  und  die 
Normale  v 

p  =  >/(TT7^)» :/',    V ^yy\~^y^ 

folgt,  wenn  a  ein  constanter,  gegebener  Faktor  ist,  die  Differentialgleichung  des 
Problems 


.'r 


oder  einfacher 


l 


y  = 


daher  ist 


Hieraus  ergiebt  sich 


d.  i. 


J  ya^  Cy»  —  1  * 

x  =  ^  i/a«  Cy»  -  1  +  C,. 


Schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Form 

—  a^C^{x  —  Ci)^  -h  a>C>»  —  1=0, 
so   erkennt  man,    dass  die  Aenderung  von  C|    nur  auf  eine  Verschiebung  der 
K- Achse  hinauskommt;   von  dem  Vorzeichen   von  C  hängt  es  ab,   ob  die  Curve 
eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist. 

B.    Die  Curve  zu  bestimmen,  für  welche  derKrümmungshalbmesser 

proportional  der  Tangente  ist. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

(1  +/")/ 


oder 


y  = 


ay 


Wir  setzen  hierin  y  :=^y  dy  :  dy  und  erhalten 

dy  dy  ^ 


1  H-y» 

daher  ist  ein  erstes  allgemeines  Integral 


ay 


Jl. 

arctangy'  =  ICy^, 
Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

J  tang\lCya) 
C.    Der  Krümmungshalbmesser  sei  proportional  der  Normalen. 
Ist  n  ein  constanter  Faktor,  so  hat  man  jetzt 


.»' 


=  y  yTTy» , 


oder  einfacher 


«(1  H-y»)  =  ^y. 


r- 
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daher  eigiebt  sich  ein  erstes  allgemeines  Integral 


woraus  folgt  y  = 


C" 


f  =  C"  f-,     ^^  +  C,  . 


y  = 


vT— (AT -h  O»  ' 
und  hieraus  folgt  schliesslich 


V  =  /  — ;=  </*  +  C,  *)  . 


•'^-i 


Hier  setzen  wir  wieder  y"  =^y' dy' :  ^  und  erhalten  .-i- 

y//y         rfy  ■■•; 

=    fl 


1^ 

Für  «  =  —  1  ergiebt  sich  ein  Kreis,  dessen  Centrum  auf  der  Abscissen- 
achse  liegt;  für  «  =  1  eine  Kettenlinie;  fih  n  =  —  ^  eine  Cycloide;  für 
n  =  \  eine  Parabel. 

D.    Soll  der  Krümmungshalbmesser  eine  gegebene  Function  ^  der  ;^* 

Abscisse  sein,  so  hat  man  ''X 

(i+y»)*=y'<pw-  3 

Hieraus  folgt  A 

f  jy fäx^  'i 

J  -/(i  -4-  y»)»    J  ?(*)  ■ 

Die  Integration  links  kann  man  ausführen  und  erhält  -j 

Wird  das  Integral  rechts  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

X-hC 


? 


«ü 


•■j 


8.    Lineare  Differentialgleichungen.    Unter  einer  linearen  Differential- 
gleichung «ter  Ordnung  versteht  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

1         ^"y      V  ^~^y      V  d'^^'^y  V     ^y      V        v 

wobei  -Y,,  A'j  .  .  .  ^„,  A'  Functionen  von  x  allein  sind.     Die  Gleichung 

^e  aus  1.    hervorgeht,   wenn    man  X  =  {)  setzt,    wird    als  reducirte  lineare  ,  1 

Differentialgleichung  bezeichnet.     Wir  betrachten  diese  zunächst.     Für  dieselben  * 

gilt  folgender  Satz: 

Wenn  eine  reducirte  lineare  Differentialgleichung  dieparticulären 
Integrale  hat 

y  =  y\^  y  ^ y^*  y^y^y'-y^yk* 

so  wird  ihr  auch  durch  die  Function  genügt 

^-       .  ^  =  Cxy^  -h  c^^  -t-  c^y^  -i-  .  .  .  -h  Ckykt 

wobei  f^,  f j  .   ,  ,  Ck  willkürliche  Constante  sind. 

Denn  setzt  man  3.  in  1.  ein,  und  fasst  die  Glieder  zusammen,  die  mit  dem-  -^ 

selben  c  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

*)  Weitere  Beispiele  findet  man   u.  A.  in  Schloemilch,  Compendium,   i.  Bd.,  Cap.  XVin. 


». 


.*/*-- 
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*  / 


L*. 


ai    ■ 


/S, 


rr 


'  Jy 


Da  nun  y^,  -  .  *  yk  der  Gleichung  1.  genügen ,  so  verschwinden  links  alle 
Klammerausdrücke,  also  ist  die  Gleichung  identisch  erfüllt  Kennt  man  »  par- 
ticuläre  Integrale  und  sind  nicht  zwei  oder  mehr  durch  eine  Identität 
von  der  Form  verbunden 

so  ist  y    =  c^y^  -h  c^^  -h  c^y^  -h  .  .  .  -h  c„yn 

das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung.  Denn  der 
gegebene  Werth  von  y  befriedigt  die  Gleichung  und  enthält  n  willkürliche  Con- 
stante.  Tritt  hingegen  der  ausgeschlossene  Fall  ein,  ist  z.  B.  y^  ^  ay^  H-  hzf 
so  hat  man 

y  =  (a'^  ^1)^2  -h  (^  -+-  c^)y^  -+■  c^y^  -h  .  .  4-  c^^, 
und  diese  Function  enthält  nur  («  —  1)  willkürliche  Constante,  nämlich  {a  4-  c^\ 

9.  In  die  li n eare Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten 

y*)  -f-  «1^*-^)  H-  Äj/«-^)  -f.  .  .  -h  d;,,^  =  0 

substituiren  wir  versuchsweise  y  =  e^^  und  erhalten 

(X*  -h  «1  X«-!  -h  «2  X«-2  -h  .  .  .  4-  Ä„)  ^>-^  =  0 . 

Diese  Gleichung  wird  identisch  erfüllt,   sobald  man  für  X  eine  Wurzel  der 

Gleichung  nimmt 

X«  -h  fl,  X«-i  -h  ajX«-2  -f.  .  .  .  4-  a«  =  0 . 

Hat  diese  Gleichung  «  verschiedene  Wurzeln  X^.  .X3  .  .  .  X„,  so  erhält  man 

n  verschiedene  particuläre  Integrale 


y  =  f^''f 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

y  =  c^e^^' 


y  =  /»'*',    .   .   ,  y  =z  A"*" 


■,^» 


,X-4r 


H-  ^«^  " 


Sind  unter  den  Wurzeln  X  conjugirt  complexe,  so  ersetzt  man  die  Exponential- 
functionen  durch  goniometrische.  Die  Methode  versagt,  wenn  'die  Gleichung 
für  X  zwei  oder  mehrere  gleiche  Wurzeln  hat;  wir  werden  später  sehen,  wie  man 
in  diesem  Falle  das  allgemeine  Integral  findet. 

10.  J)er  Gleichung 

lässt  sich  durch  die  Annahme  genügen  ^  s=  ^ ;   man  erhält  durch  Substitution 
dieses  Werthes 

[ji.(}j.—  l)..(jji—  «-H  l)-haiji(fi—  1).  .([*  —  «-»- 2)  4-..  -häf«-iHL-f-Ä«]Äi*~«=0, 
hat  also  für  {jl  eine  Wurzel  der  Gleichung  zu  nehmen 

ji(jji  —  1)  .  .  (ji  —  «H-  1)  4-  öi|jl(jji— -  1)  .  .  (}j.--«H-2)  -h  .  .  4-  ^«-ifi.  -h  0»  =  0. 
Hat  diese    Gleichung  n  verschiedene  Wurzeln  pi^,  .  .  .  }i„,    so  erhält  man 
n  particuläre  Integrale  und  aus  diesen  das  allgemeine 

11.  Kennt  man  ein  particuläres  Integral  einer  reducirten  linearen 
Differentialgleichung  «ter  Ordnung,  so  wird  das  allgemeine  Integral 
aus  einer  Differentialgleichung  (« —  l)ter  Ordnung  gefunden. 

Ist  ^  =  7)  das  gegebene  particuläre  Integral,  so  ist  auch  y  =  cr^  ein  Integral, 
wenn  c  constant  ist;  es  liegt  nun  nahe,  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
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man  der  Gleichung  durch  einen  variabeln  Werth  von  c  genügen  kann.  Ersetzen 
wir  c  durch  «,  setzen  also  y  =:  zr^,  so  haben  wir  die  höheren  Differentialquotienten 
des  Produkts  «y)  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  zu  bilden 
und  diese  entwickelten  Werthe  in  die  Differerentialgleichung  einzusetzen.  Wir 
erhalten  dann  eine  Differentialgleichung,  welche  keinen  höheren  Differential- 
quotienten von  z  enthält  als  2C«).     Die  Glieder,  welche  z  enthalten,  sind 

(rjW  -f.  X^  7)(«-l)  -h  A-j  Yj(«-2)  H-  . .  +  Xn-ir{  -f-  ^«t))  z  ; 
da  nun  t)  ein  particuläres  Integral  ist,   so  verschwindet  der  Klamm erinhalt,  und 
die  Differentialgleichung  flir  z  ist  somit  von  der  Form 

arW  -f-  /'^(«-O  4-  Qz^'^-'i)  -h  .  .  .  4-  T'ä"  4-  ^«'  =  0  . 
Setzt  man  hier 

dz  r 

—  z=  Vj     also    z  =  I  väx, 


so  erhält  man  für  v  die  Gleichung 

p(H-i)  ^  Pjj{n-%  ^  Qvi*^-'SS)  4-  .  .  -f.  7^7''  4-^z;  =  0 , 
also  in  der  That  eine  Differentialgleichung  (« —  l)ter  Ordnung. 

Hat  man  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung,  so  wird  zu  den  {n  —  1) 
willkürlichen  Constanten  desselben  durch  die  Integration 

z  ^=Jvdx 
noch  eine  hinzugefügt,  und  es  ist  daher 

y  =^  zti 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

12.  Dieser  Satz  fuhrt  zunächst  dazu,  eine  reducirte  lineare  Differential- 
gleichung n.  O.  von  der  Form  No.  9  oder  No.  10  allgemein  zu  integriren, 
wenn  die  Gleichungen  für  X  und  p.  gleiche  Wurzeln  haben. 

Bei  der  Gleichung 
1.  y  —  2ay  4-  ö«;/  =  0 

ergiebt  die  Substitution  y  =  e*^  für  X  die  Gleichung 

X>  —  2äX  4-  tf*  =  0, 
also  zwei   zusammenfallende   Wurzeln  X  =  a.     Macht    man  nun   in  1.  die  Sub- 
stitution 

y  =  ze^^f 
so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

a:"  ==  0,     also     «  =  C^jc  4-  C. 
Folglich  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

y  =  ^(Ci^4-  C). 

Setzt  man  femer  in  die  Gleichung 

a    .        (1— «)« 


.M 


y  =  jiÄT,  so  erhält  man  für  \l 


4jtr« 


jV  =  0 


^ 


(l-a> 


(1 


'-  =  0,     also    }i  = 


4  ^'     *"  2 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  haben  wir  zu  setzen 

y  r=  zx  'i 
und  erhalten 

X  2    =0,     oder    «'  4-  xz^*  =  0  . 


jt 


Z'X       2      4-5' 

Hieraus  folgt  v  =  C:x  und  z  =  Clx  4-  Cj ;  daher  ist 

y  T=  X  2    (Clx  4-  Ci) 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 


'm. 
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13.  Hat  bei  der  linearen  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  mit  constanten 
Coefficienten 

die  Gleichung  für  X 

/(X)  —  X«  4-  «iX«-»  H-  Ä,X«-2  -h  .  .  -h  ö«  =  0, 
r  gleiche  Wurzeln   X  =  v,   so  liegt  es  nahe,  von  dem  fiir  Gleichungen  zweiter 
Ordnung   erhaltenen   Resultate    ausgehend    zu    vermuthen,    dass   der  gegebenen 
Gleichung  durch  die  Annahme  genügt  werde 

1.  y    =    r''{cx^     1  -h  C^X^-^  -h    .    .    -t-    Cr-l), 

wobei  c,  c^f  c^  .  ,  Cr—i  willkürliche  Constante  sind. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vennuthung  nachzuweisen,  bemerken  wir  zunächst, 
dass,  wenn  die  Function  /(X)  =  0  den  Faktor  (X  —  v)''  enthält,  alsdann  in  der 
Function /' (X)  =  0  der  Faktor  (X  —  Xy-^  enthalten  ist;  denn  aus  der  Voraus- 
setzung 

/(X)  =  (X-v)-.^(X) 
folgt  /'(X)  =  r(X  -  v>-i  •  9(X)  -1-  (X  -  vy  ^'(X) . 

Wenn  daher  v  eine  r  fache  Wurzel  der  Gleichung 

/(X)  =  0 
ist,  so  sind  für  X  =  v  auch  die  Gleichungen  erfüllt 

/'(X)  =  0,   /'(X)  =  0,   A-i)(X)  =  0. 
Setzt  man 

so  erhält  man 

Subsdtuirt  diese  für  >t  =  «,  «  —  1,  n  —  2,  ...  2,  1  gebildeten  Werthc  in 
die  Differentialgleichung  und  unterdrückt  den  Faktor  e*^^  so  erhält  man 

0   =   9  •  (v«  -h   öjV«--l   -h   fljV»-2   -I-   .   .   .   .) 

Die  Faktoren  von  ^,  9',  9"  .  .  .  sind  der  Reihe  nach 

•^^^>''  1     '        1.2' 


verschwinden  daher  sämmtlich ;  folglich  ist  1 .  ein  Integral  der  Differentialgleichung. 
14.    Der  linearen  Gleichung  zweiter  Ordnung 

1.  y  H-  -y  -^  k^y^o 

X 

suchen  wir  durch  eine  Potenzreihe  zu  genügen;  setzen  wir 

y   ^  Aq  -{-  A^x  -h  A^x^  -^  .  ,  .  t 
also  y  =  ^1  -h  2A^x  -H  SA^x^  4-  .  .  .  , 

y  s=  2-^,  H-  2  •  3^3  Jp  -h  3  •  4  •  A^x^  -+-..., 
so  erhalten  wir 

^4-  2.3/^2  4-  >^Mo  4-  (3.4^3  4->^Mi):c4-  (4  •  5  ^4  4- >tM,):r>  4- . .  • 

4-  [«(«  4-  l)A„  4-  ^*^«   2]  J^"  -2  -i-  •  .  .  ■  "  0 . 

Hieraus  ergeben  sich 


j 
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allgemein 
Daher  ist 


k^ 


k^ 


^2  —  —  1  .2.3^0'       ^8  —  0»       "^4  ■-  1  .2- 3 -4.  5^°  ' 


A<in-\  =  0,     A^n  =  ± 


1  .2.  ..(2«-+-  l)"^«' 


>t*^* 


)^Q     sinkx 


3        1  .2- 3-4-5 
Dieses  Integral  ist  particulär,  da  es  nur  eine  willkürliche  Constante  enthält. 

Substituirt  man  in  1. 

sinkx 
y  =1  %  . 


so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

sinkx 


X 


z 


ff 


X 

k  cos  kx 

X 


2;'  =  0, 


Diese  Differentialgleichung  ergiebt 


z    = 


Ci  cotkx 
z  = ^ h  6,  . 


sin^kx*       "  k 

Ersetzt  man  hier  C^  durch —  kC^^  so  erhält  man  für  das  allgemeine  Integral 

von  1. 

C^  cos  kx  -+-  C,  sin  kx 


y  = 


X 


15.    Ersetzen  wir  in  der  Gleichung 
2-  y  —  (x^  4-  3);/  =  0 

7  durch  die  Reihe  Aq  -\-  A^x  ^  A^x^  -^  ,  .  . ,  so  erhalten  wir  das  allgemeine 
Integral 

y  =  A.(i  +  I*'  -f-  ä  **  +  Is) ''*  "^  •  •  •) 


In  der  zweiten  eingeklammerten  Reihe  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten 
zwar  nicht  allgemein  nachgewiesen,  nach  den  ersten  vier  Gliedern  scheint  es 
aber,  als  sei  diese  Reihe 

*  ['  +  Y  (I)  +  r^  (f  )'-^  TTTn  (1)'-^  •  •]  =  *'*''  • 

Um  diese  Vermuthung  zu  prüfen,  setzen  wir 

y   =   xt^-^^ 

in  die  gegebene  Differentialgleichung;  wir  finden  leicht,  dass  derselben  genügt 
wird;  mithin  haben  wir  ein  particuläres  Integral  gefunden.  Zur  Bestimmung  des 
allgemeinen  setzen  wir 

^^^»  .  5"  4-  2^{xei^')z'  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort 

«  =  Ci  +  cf^^-'^äx, 


_C_   _,, 


also  ist  das  allgemeine  Integral  von  2. 


y  =  xei''(c,  +  cj^  r^'dx^  .•) 


16.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  einer  linearen  Differential- 
gleichung, die  nicht  reducirt  ist;  die  Integrationsmethode  wollen  wir 
zunächst  an  der  Differentialgleichung  II.  O.  zeigen. 


*)  ScHLOiMiLCH,  Compendium,  Bd.  I,  §114. 
ScHLOBMUCH,  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  II. 
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Um  das  allgemeine  Integral  i 

1-  y  + 

zu  finden,  liegt  es  nahe,  zunächst 

2.  y  + 

und  dann  zu  versuchen,  ob  man 
kann,  dass  man  in  dem  allgemein 

3.  y 
die  willkürlichen  Constanten  durc 
Diese  Methode,  das  Integral  einer 
lierzustelten,  wird  als  Variation 
derselben  bereits  in  §  24  No.  8  ui 

Setzen  wir  nun  in  1. 

4.  y  = 
wobei  also  y^  und^,  bekannte  Fui 

5  ■''"  "^  ^ 

r,"  +  ■» 

so  erhalten  wir  zunächst 

+  Jf,  (.,>,  +  .,>,) +  2(. 
Die  erste  Zeile  verschwindet  i 
«j  und  »)  die  Annahme 

7.  w,'^, 
so  folgt  zunächst  durch  Differentia 

8.  «iV/  -h  «,'j 
Durch  7.  und  8.  reducirt  sich 

9.  «,>,' 
Aus  7.  und  9.  folgen  nun  für 

u  •  =  ___^_ 
Daher  ergiebt  sich 


■     J7i^i  —ny» 

Das  allgemeine  Integral  d 
gleichung  zweiter  Ordn 
,0.  ._.    f      ^'''''' 


"k 


}  y^yx  —  >i^i 

Hieraus  ist  der  auch  direkt  U 
meine  Integral  einer  nicht  re 
zweiter  Ordnung  wird  erhalt 
Integrale  das  allgemeine  Ir 
Gleichung  fUgt 

Bei  der  Verwendung  der  Fom 
berücksichtigen,  dass 

Beispiele.    A.   Die  reducirtc 


hat  bekanntlich  die  parüculären  Ii 
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coskx  sinkx 

>'i  = 

daher  hat  die  Gleichung 


>',  =  -^.   >,= 


y"  +  |y  +  k^y  =  X 

das  allgemeine  Integral 

coskx  [  ^         1    /'„   .    .     ,  \        sinkx  ( ^         1    /'^       ,     ,  \ 
y  = 1  ^1  —  A  iXsmkxdxi  H :—  IQ  -+"  T  IXcoskxdxl . 

B.   Für  die  Gleichung 

liaben  wir  die  particulären  Integrale 
daher  ergiebt  sich  für 

y  -  -xy  +^y-^ 

das  allgemeine  Integral 

y  =  ;c3(C:i  —JxXdx)  4-  Ar»(Cj  -hfx^Xdx) . 
17.   Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

1.  /")  H-  X,yi—i)  -f-  .  .  .  -h  Jr«-u'  -h  -Y;^y  =  A- 
zu  erhalten,  setzen  wir  voraus,  es  sei 

das  allgemeine  Integral  der  reducirten  Gleichung 

y«)  -t-  X,y(—^)  H-  .  .  .  -h  AT^-o^'  4.  ^^^^^  =  0, 
und  suchen  nun  u^,  u^,  u^,  ...  iv»  als  Functionen  von  x  so  zu  bestimmen,  dass 

2.  ^  =  u^y^  4-  «,^8  -H  .  .  .  4-  ««^y« 
das  allgemeine  Integral  von  1.  wird. 

Wenn  man  den  Werth  2.  und  die  daraus  folgenden  Werthe  y\  y\  y'\  . .  y«) 
in  1.  substituirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  die  n  unbestimmten  Functionen 
Uk]  um  dieselben  zu  bestimmen,  kann  man  daheV  noch  (n  —  1)  Gleichungen 
beliebig  annehmen.  Wir  wählen  diese  Gleichungen  so,  dass  in  den  Werthen 
y,  y\  y*'  .  .y^-'^)  keine  Differentialquotienten  der  Uk  vorkommen;  alsdann  ent- 
hält die  Differentialgleichung  nur  die  ersten  Differentialquotienten  dieser  Functionen 
und  di6  Bestimmung  derselben  wird  dadurch  thunlichst  erleichtert.  Aus  y  folgt 
zunächst 

y    =    U^yx      4-    .    .    4-    Uny»     4-    «,>i    4-    ...    4-    Unyn- 

Um  Differentialquotienten  der  u  in  y  zu  vermeiden,  setzen  wir 

y\^\  -^ y%^i  -*-  •  •  -^ ynUn  =  o, 

und  erhalten  unter  dieser  Voraussetzung 

y    =    ^\y\      +    ^^y^'    4-    .    .    4-    Unyn  ^ 

Ferner  setzen  wir 

y\^\  -^ y^'^2  -»-•••  -^ ynUn'  =  o, 

und  erhalten  dadurch 

y  =  «i.Ti"  -^-  «aJ'»"  4-  ...  4-  Unyn' ' 
So  weiter  gehend,  erhalten  wir  schliesslich 

j/i(«-3)«i'  -h  J',<«-2)»a'  4-  .  .  4->('-2)««'  =  0, 

y»-i)  =  »i^'/«-^)  4-  u^^^'*-'^)  4-  .  .  4-  u„yn^^-^^^ 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

yn)  =  »j^iC«)  -h  «jJ'jW  4-  ...  4-  »^«(*> 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  für  y^  y\  y  .  .  /"^  in  die  Differentialgleichung 
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berüclcsichtigt, 
,  so  erhält  man 


die  Unbekannti 


„  X,  •  -  ■  ■/,  b. 

«i    =//!''■*  + 

<t  schliesslich  da: 

n  ersteht  hieraus  noch:  Das  allgemeine  Integral  einer  nichi 
rten  linearen  Differentialgleichung  wird  aus  einem  particuUrcs 
ile  gefunden,  indem  man  zu  diesem  das  allgemeine  Integra! 
:sprechenden  reducirten  Gleichung  fügt, 

Ueberblickt  man  die  soeben  vollendete  Rechnung,  so  ei^ennt  mu 
lass  derselbe  Gedankengang  auch  dann  förderlich  sein  \vird;  wenn  ma 
s  allgemeine  Integral  der  reducirten  Gleichung  kennt,  sondern  nur  dn 
ikte  Anzahl  von  particnlären  Integralen.    Sind  r  particuläre  Integrale/, 

.  .  y,  bekannt,  zwischen  denen  keine  linearen  Indentitäten  bestehen,  m 
nx  das  allgemeine  Integral  der  nicht  reducirten  Gleichung 
y  =  "xyi    +  "!>!  -t-  -  ■  ■  +  "-■>■ 

bilden  nun  die  entsprechenden  Bedingungsgleichimgen  für  die  e,  »ie 
;en  Falle;  da  wir  aber  nur  Ur  unbekannte  Functionen  haben,  so  dürfen 
ser    der    Pifferentialgleichung    nur    (r  —  1)  Gleichungen    ansetzen.    Die- 

yi  «t'  -*-  yi«i'  -^  ■  ■  +  yj  «■■'  =  <>, 

yi'«!    +  yi«i    +  ■  ■  +>'  a/  =  0, 

j'i""i'  +  ys""»'  +  ■  ■  +>"»/  =  0, 

^/-S)a/  +>,('-«)«,'  +  .  .  .  -i-M-^'Ur'  =  ü. 
lann  ergiebt  sich 

y    =    «lyi'    ■+■    «sA'     +    ■■■-(-    Uryr', 
y"    =    "l-t'l"    +    "i^'t"    +     ■    ■    ■    +    W^>", 


y('-l)   =    «,>■,('—'>    +    «s^s''"»   -t-    .    .    -t-    «,->(*-«, 

mer 
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Führen    wir    diese  Werthe    in    die    Differentialgleichung    ein    und    beachten 
dabei,  dass  y^,  y^,  .  .  yr  der  reducirten  Gleichung  genügen,  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  von  der  Form 
3.  IPj^uj,'  4-  IQkUi,"  4-  ....  ^  2F*«^(«--+i)  =  X, 

worin  die  Pk,  Qkj Vk   bekannte   Functionen    von    x   sind.     Aus    den 

(r—  1)  Bedingungsgleichungen  1.  können  wir  die  Verhältnisse  der  «j',  u^ , .  Uy 
finden;  drücken  wir  u^   .  .  .  Ur   durch  «,'  aus,  so  erhalten  wir 
5.  «2'  =  Au^\     »3'  =  jfi?«/  .  .  .  .  Ur   =  Nu^ 

wo  nun  A,  By  ,  .  N  bekannt  sind.  Diese  Gleichungen  differenziren  wir  («  —  r) 
mal  und  setzen  die  Resultate  in  4.  ein.  Dadurch  entsteht  eine  Differential- 
gleichung, die  nur  u^  enthält  und  von  der  Form  ist 

worin  a,  3,  ...  V  bekannte  Functionen  von  x  sind. 

Dies  ist  eine  nichtreducirte  lineare  Differentialgleichung  {n  —  r)ter  Ordnung 
für  den  Differentialquotienten  u\  Wir  erhalten  somit:  Wenn  man  rparticu- 
läre  durch  keine  lineare  Identität  verbundene  Integrale  der  Differential- 
gleichung kennt 

y«J  -I-  A'i/«-!)  -H  ...-+-  AT«;^  =  0, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  dieser 
Gleichung  eine  reducirte  lineare  Differentialgleichung  [n  — r)ter 
Ordnung  aufzulösen  und  dann  noch  ein  einfaches  Integral  zu  be- 
rechnen; zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  der  nicht  redu- 
cirten Gleichung 

y«)  -4-  X,  >'(— 1)  -^  ,  .  +  Xny  =  X, 
bat  man   die  Differentialgleichung  (n —  r)ter  Ordnung  zu  integriren, 
die  aus  der  des  reducirten  Problems  hervorgeht,   wenn  man  auf  der 
rechten  Seite  X  statt  0  setzt,  und  dann  ebenfalls  noch  ein  einfaches 
Integral  auszuführen. 

19.  Die  Methode,  an  Stelle  einer  gegebenen  Differentialgleichung  eine  ein- 
fachere aufzulösen,  und  aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung  das  der 
gegebenen  dadurch  abzuleiten,  dass  man  an  die  Stelle  einer  oder  mehrerer  Con- 
stanten geeignet  gewählte  Functionen  der  Variabein  setzt,  lässt  sich  auch  in 
andern  Fällen,  als  in  den  schon  bekannten,  mit  gutem  Erfolge  anwenden. 

Um  zu  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung 

1.  y  -¥  xy  4-  yy»  =  o 

zu  gelangen,  in  welcher  X  und  Y  Functionen  von  x  bez.  y  allein  sind,  betrachten 

wir  zunächst  die  einfachere  Gleichung 

2.  y  -f-  A'>''  =  0 , 

zu  der  wir  leicht  ein  erstes  Integral  finden 

3.  y  =  c^  -^      . 

Wir  versuchen  nun,  z  als  Function  von  x  so  zu  bestimmen,  dass 

4.  y    =  ze 

ein  allgemeines   erstes  Integral  von    1.   wird.     Aus  4.  folgt  durch  Differentiation 

-fXdx 

5.  y'=  ^  {-zX^z')\ 
substituirt  man  4.  und  5.  in  1.,  so  ergiebt  sich 

Yz^e  ^         «0. 


.-1 

Ja 


x.i 


"i 
'■I 

'      A 


V  -•; 


T 


X 


V"^ 


'»  •! 
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Ersetzt  man  hier  s'  durch  y'dz  :  dy, 

Hieraus  folgt 

f  +   F.  _  0.    , 
dy 

Führt  man  dies  in  4.  ein,  so  «ntste 

dx 
In  dieser  Differentialgleichung  I.  O 
erhält  daü  allgemeine  Integral  der  gege 

sr'äy.cs, 

20.    An  Stelle  der  Gleichung 
1.  (!-*»)/'-  2a 

worin  X  nur  x  enthält,  untersuchen  wir 

3.  (\-'')f 

diese  hat  das  erste  Integra) 

3.  •  y  = , 


Setzen  wir  nun  i 

n  1. 

erhalten  wir 

-^--j.     also    f 

^'  +  ^-(T 

Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integr 
X 


und  daher  schliesslich  das  allgemeine  1; 


-7r^ 


21.  Die  soeben  behandelte  Gleichi 

y"  +  -^o/  H 

Ein  allgemeines  erste^i  Integral  von 

y"  +  X 

ist  y'  =  C. 

Sucht  man  mm  der  gegebenen  Glei 

y  = ' 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  t  d 
Hieraus  folgt,  sobald  «  von  +    I  v 

Fuhrt  man  den  hieraus  folgenden  A 
als  Function  von  x,  und  gewinnt  ^j'  dur< 

22.  Das  allgemeine  Integral  der  G 

1-  y  4-  ny 


'=/- 


■■f'  - 


*)  Weitere  Ausführungen  siehe  Lacroix.  Traite  du  calcul  difTerential  et  du  calcul  integral, 
Paris  1800,  2.  vol.  Auf  die  Theorie  der  singulären  Integrale  von  Gleichungen  höherer  Ordnung 
einzugehen,  müssen  wir  uns  versagen;  man  vergl.  Lacroix,  Traite,  2.  vol.  No.  667.  Boole, 
A  Treatise  on  difTerential  equations,  4.  ed.  i.  voL  Ch.  X. 
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worin    Vq  und  y,   Functionen   von  y  allein  sind,  wird  aus  einem  allgemeinen 
ersten  Integrale  der  Gleichung  gefunden 

y'+  ny»  =  0. 

Ersetzt  man  y"  durch  y'äy' :  äy,  so  erhält  man  hieraus 

f^-Y.dy 
und  hieraus 

Wir  suchen  nun  der  gegebenen  Gleichung  durch 

2.  y  =:  ze  A'-f^ 

zu  genügen,  worin  z  eine  Function  von  y  allein  bedeute.    Bildet  man  unter  dieser  ^'ä 

Voraussetzung  t*Äj 

rr  r^y  (      ^^  ^  \  '- 

y'  =  y;^=-^^(^^-n*^j^ 

wobei  zur  Abkürzung 

V  =  -jYody 
gesetzt  iworden  ist,  so  erhält  man  aus  1. 

dz 


■/'S 


^V, 


•vi 


!»*»i 


Hieraus  folgt 
3.  AL.^^   Y^e(--^>dy  =  0, 

worin  die  Variabein  gesondert  sind.  Hat  man  hieraus  z  als  Function  von  y  er- 
halten, so  giebt  2.  durch  eine  Integration  x  als  Function  von  y.  Die  beiden 
Constanten  treten  bei  der  Integration  der  Gleichungen  3.  und  2.  ein. 

23.    Mitunter  gelingt  es,  durch  Einführung  von  ein  oder  zwei  neuen  Variabein 
eine  Differentialgleichung  in  eine  einfachere  tiberzuführen.     Die  Gleichung  .   '^ 

1.  y'=  a^x  —  ^^y 

lässt  sich  als  nicht  reducirte  lineare  Gleichung  integriren;  noch  rascher  kommt    1 
man  zum  Ziele,  wenn  man  setzt 
a^x  —  d^y  =  /,     also     —  d^y*  =  /".     Dadurch  erhält  man  aus  1. 

/"  =  —  ^»/; 
das  allgemein^  Integral  hiervon  ist 

/  ==  C^cosbx  -f-  C^sindx,  *  %g 

daher  ist  das  allgemeine  Integral  von  1.  ij^ 

a^x  —  d^y  =  C^cosbx  +  C^sinbx*), 

§  26.    DifFerentialgleichungen  zwischen  mehr  als  zwei  Variabein. 

Bestimmte  Systeme. 

1.    Aus  der  Gleichung  zwischen  drei  Variabein 

1.  f{x,yyz)  =  c, 
worin  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  folgt  durch  Differentiation 

2.  ~-  dx  ^  /-  dy  '^'  ^  dz  =  (^, 

dx  dy     ^         cz 

Diese  Gleichung  hat  man  sich  durch  eine  der  verschwindenden  Grössen  dx^ 


^'^1 


I 
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dy,  dz  dividirt  zu  denken,  so  dass  an  die 
tienten  treten,  die  einen  bestimmten  Gren; 
Ist  umgekehrt  eine  Gleichimg  gegeber 
Pdx  +  Qdy  + 
worin  P,  Q,  R  Functionen  von  x,  y,  t  bea 
ein  Integral  von  der  Form 

/(»,>,  •) 

hat,  und  wie  dieselbe  gefunden  werden  ka 

2.    Sollen  alle  Wertbsysleme  von  x, 
erfüllen 

1.  Pdx  +  Qdy  -I- 

der  Gleichung  genfigen 

ä.  /(»,>■•«) 

so  miiss  1.  mit  der  durch  Differentiation  a 

ex  dy 

übereinstimmen;  es  muss  daher  einen  Fak 

3.  vP  =  Y,      vQ  = 

Berechnet  man  i^f-.ixcy  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung,  c*/:cyri 
aus  der  /.weiten  und  dritten,  c*/ ;  czcx  ans  der  dritten  und  ersten  und  setzt  ifc 
erhaltenen  Werthe   einander  gleich,   so   ergeben  sich  die  Bedingungsgldchui^ 


^\dy         dx)  cy  ' 


?f-¥)*eS--|  = 


Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  P,  die  zweite  mit  P,  die  dritte  mit 
Q  und  addirt,  so  erhält  man  nach  geeigneter  Umstelhmg  folgende  v  nicht  ein- 
haltende Bedingung 

Soll  also  die  Gleichung /»i/jr  -^  Qdy  +  Rdz  =  0  durch  eine  einzige 
Gleichung  f{x,y,  z)  =  c  integrabel  sein,  so  müssen  die  Functionen 
P,  Q,  R  die  Gleichung  4.  identisch  erfüllen. 

3.  Die  Bedingung  ist  nicht  nur  nothwendig  sondern  auch  ausreichend. 
Wir  weisen  dies  nach,  indem  wir  zugleich  zeigen,  wie  das  Integral  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  gefunden  werden  kann. 

Die  Werthe  von  x  und  y,  die  der  Gleichung  No.  2,  I  bei  constantem  s  g^ 
nügen,  erfüllen  die  Differentialgleichung 

1.  Pdx  +  Qdy  =  0; 
aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung 

2.  V{,.f,  =  ( 

kann  man  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  erhalten,  indem  man  in  t.  die 
Constante  e  drirch  eine  passend  gewählte  Function  von  s  ersetzt.  Nehmen  wii 
an,    V  =  !p(s)  sei  das  Integral  der  Gleichung 

3.  Pdx  ^  Qdy  -\'  Rdz  =  0. 
Durcli  Differentiation  folgt  atiü 


'.  <«1 


t' 
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4. 

die  Gleichung 
0. 


V  -  ^(s)  -  0 


Da  nun  F—  r  das  allgemeine  Integral  von   1.  ist,  so  giebt  es  einen  Faktor  v 

von  der  BeschalYenheit,  dass 

cV  ^        cV 


6. 


dx 


vQ  =  . 


c^y 


(. 


Multiplicirt  man  3.  mit  v  und  berücksicht  6.,  so  folgt 

cV  dV 

dx  -^  -—  dy  -\-  vRdz  =  0. 


dx  cy 

Der  Vergleich  von  5.  und  7.  ergiebt 


8. 


dV  d^{z) 

ciz  dz 


Da    hier  rechts   eine  Function  von  z  allein  steht,    so   muss  dasselbe  auch 
links  der  Fall  sein. 

Durch   die  Gleichung    V ^=-'^(z)  ist  z  als  Function   von   V  definirt;   die  Be- 
dingung,  dass  dV\oz  —  vR  eine  Function   von  z  allein  sei,    ist  daher  erfüllt, 
wenn  dieser  Ausdruck  in  Anbetracht  der  Variabein  \jc  und  ^  eine  Function  von 
rist.     Die  ausreichende  Bedingung  hierzu  ist  bekanntlich 
dV     d   (cV  \        dV     d    (cV  \ 

ex     oy  \oz  ]         cy     cx\cz  } 

Von  dieser  Bedingung  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  sie  mit  No.  2,  4  identisch 
ist.    Durch  Ausführung  der  Differentiationen  folgt  zunächst  aus  9. 
d 


10. 


^x    cycz         cy     dxcz  \dx      dy  dy     ex) 

^  (dV    dv        dV  .cv\ 

-^1  — —    •    TT-    —     ~ —    '    ö  "■  1=0. 

\cx     cy         cy     oxj 


Aus 


cy  ^ ' 


ex 


^  vP      folgt 


c^V  bo 

cz 


daher  ist 


cycz 


dx 
V 


cV 

ex 


cydz 
dR 

oy 

CV 

cy 


cV 

ty 

cV 

-dy 
cV 

cy 


Cv 

CZ  oxcz 

C 

dxc 


c^V  cP  %v 

=  V  v; h  P  — ; 

cz  dz 


xcz  \     oz  cz) 

CV     __        { T>^'^  n  ^^\ 

ex  \     dy  Cx) ' 


cy         ^   cx 


Da  V  integrirender  Faktor  der  Gleichung  1.  ist,  so  ist 

\dx  dy)' 

Setzt  man  dies  in  10.  ein  und  unterdrückt  den  Faktor  z/*^,  so  erhält  man  in 
der  That  No.  2,  4. 

Um  nun  9(0)  zu  erhalten,  hat  man  in  8.  links  die  Variabein  x  und  y  durch 
V  zu  verdrängen  und  V  durch  9  zu  ersetzen ;  man  erhält  dann  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  (lir  9.  Durch  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung 
tritt  in  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  eine  willkürliche  Con- 
stante  ein. 

Beispiel.        a^xdx  -h  b'^ydy  —  c yä^x^~-hT'^y^  —  1  dz  =  0. 


.  » 


01 


>■■/' 


-  >  1 


■'M 


'  I 


•  •i" 


g^  -  ^^  =  2^ 

Dies  ist  eine  Function  von  F,  folglich  lässt  die  gegebene  Differentialgleidinng 
eine  einzelne  Integralgleichung  zu.     Man  hat  weiter 


Hieraus  folgt 


-h 


wenn  e^   eine  willkürliche  Constante  isL     Dies  ergiebt 
9  =  (.s  -  ^,)»  +    l  ■ 
Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  sonach 

a^jc"  +  ^V  —  ("  — -^i)'  =  !■*) 
4.    Wenn  in  der  Gleichung 
1-  Päx  +  Qäy  +  Rd»  =  0 

die  Functionen  P,  Q,  R  die  Bedingung 

\CZ  oy)  "^    \dx  CS)  \Cy  cx) 

nicht  erfüllen,  wenn  es  also  keine  FlächenfamÜie /(a:,^.  «.<:)  =  0  pebl  de 
dass  jede  unendlich  kleine  Verschiebung  eines  Punktes  längs  irgend  einer  di 
Flächen  der  Differentialgleichung  genügt,  so  lassen  sicli  doch  auf  jedei  belieb 
Fläche  '^{x,y,  *)  =  0  unzählige  Linien  so  ziehen,  dass  jede  unendlich  U 
Verschiebung  eines  Punktes  längs  jeder  solchen  Curve  die  Differentialglddnms 
erllillt. 

Aus  der  Gleichung  '^{x.y,  a)  ^=  0  möge  hervorgehen 
2;  «  -/(',}); 

hieraus  folgt  für  jede  Verschiebung  entlang  der  Fläche  <f 

3.  ä.~%dx  +  ^li,. 

ox  oy    "^ 

Setzt    man  2.   und   3.   in    1.  ein,    so  bleibt  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y\  das  allgemeine  Integral  derselben  sei 

4.  W'y.C)  =  0. 

wobei  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet;  diese  Gleichung  ergiebt  eiw 
Schaar  von  Cylinderflächen,  deren  Mantellinien  der  Z-Achse  parallel  sind;  da 
Schnitt  jedes  dieser  Cylinder  mit  der  Fläche  <p  =  0  befriedigt  die  Gleichung  1- 

Man    kann  nun  sagen,  die  Gleichung    1.  sei  durcli  den  Verein  der  beideii 
Gleichungen  2.  und  4.  integrirt. 

Man  kann  in  diesem  Falle  die  Integralgleichungen  auch  in  folgender  Wese 
darstellen.    Ist 

V{x,y,z)^c 
das  Integral  von  Pdx  +  Qdy  =  0  unter  Voraussetzung  eines  coastanten  i,  soia 

5.  V(x.y,, )-,{,). 

worin  z  eine  ganz  willkürliche  Function  von  z  bedeutet,  ein  Integral  der  ^ 
benen  Differentialgleichung  für  alle  Werthe  der  Variabein  x,  y,  z,  welcif 
der  Gleichung  genügen  (No.  3,8) 

dV  „        rfT 

dz  dz 


*)  Weitere  Beitpiele  liehe  Boolk,  A  tie«ti»e  etc.,  Ch.  XU. 
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Somit  ist  die  Gleichung  durch  zwei  Gleichungen  (5.  und  6.)  integrirt,  die 
eine  willkürliche  Function  (9)  enthalten. 

5.  Um  die  Bedingungen  zu  erhalten,  unter  denen  die  Differentialgleichung 
zwischen  vier  Variabein 

1.  Pdx  -f-  Qdy  -^  Rdz  -f-  Sät  =  0 

durch  eine  einzige  Gleichung 

2.  /  =«  ^{x,y,  z) 

integrirt  werden  kann,  leiten  wir  aus  1.  ab 

P.        Q.        ^. 

3.  tf  /  =  — ^dx ^dy  —   -^dz  . 

Die  gesuchten  Bedingungen  ergeben  sich  zunächst  in  der  Form 

\dy  "^  "i7>  dt)  S  ^  \cx~^  dx  et)  S  ' 

\cz  "^  d~z  dt)  S  ~~  [dx  "^  ex  dt)  S  ' 
h         otd_\Q_h         ^^\^ 
\dz  ■*"  ~cz  dt)  S  ■"  \dy  "^   cy  dt)  S  ' 
Führt    man    die   Differentiationen    aus,    und  bezeichnet  partiale  Differential- 
quotienten  nach  X,  y,  2,  /  durch   entsprechende  Indices,    so  erhält  man,    wenn 
man  die  partialen  Differentialquotienten  von  /  aus  3.  substituirt, 
4  S{Q^  ~  J>^)  -+  F{S,  -  ö/)  H"  Qi^i  -  S^)  =  0, 

6.  5«2,  -  J?,.)  -h  Q(J^,  —  5.)  H-  ^(5,  —  ö/)  =  0 . 

Reducirt  man  1.  auf  das  Differential  einer  anderen  Variabein,  als  auf  dt,  so 
erhält  man  ausser  den  Gleichungen  4.,  5.,  6.  noch  die  Gleichung 

7.  J\Q,  -  i?,)  -h  Q{I^.  -  /'O  ^-  ^(i',.  -  <2,)  =  ü. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  diese  Gleichung  eine  Folge  der  Gleichungen  4., 
5.,  und  6.  enthält  also  keine  neue  Bedingung  für  i^  Q,  R,  S, 

6.  Wenn  die  Bedingungen  No.  ö,  4  bis  7  erfüllt  sind,  so  wird  der  Gleichung 

1.  Pdx  -h  Qdy  4-  Rdz  -\-  Sdt  =  0 

durch  ein  einziges  Integral  genügt.  Nimmt  man  zunächst  /  als  constant  an,  so 
geht  die  Differentialgleichung  über  in 

2.  Pdx  -H  Qdy  4-  Rdz  =  0. 

Da  No.  5,  7  erfüllt  ist,  so  lässt  diese  Gleichung  ein  einziges  Integral  zu 

3.  A^,y,z,  t)  ^  c, 

wobei  /  als  Parameter  auftritt,  sofern  es  in  P^  Q,  R  enthalten  ist,  und  c  die 
Integrationsconstante  bezeichnet.  Man  kann  nun  c  als  Function  der  Variabein  /  so 
bestimmen,  dass  3.  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt.    Denn  aus  3.  folgt 

de 

4.  /:cdx  4-  /:ydy  4-  /,dz  4-  //^/  —  ^  ö^/  =  0 . 

Da  nun  3.  das  Integral  von  2.  ist,  so  ist  für  einen  bestimmten  Faktor  v 

5.  f^^vP,     fy^vQ,     f,  =  vR\ 

ferner  ist  zufolge  1. 

Pdx  4-  Qdy  4-  Rdz  =  —  Sdt. 

Führt  man  dies  in  4.  ein,  so  erhält  man 

de 

_  Z,^   H-  /,_._=   0  . 

Hieraus  folgt 

de 


1 
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Soll  nun  ^  als  Function  von  /  allein  bestimmbar  sein,  so  muss  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  eine  Function  von  /  und  c  allein  sein,  sobald  man  in  der- 
selben z  gemäss  3.  durch  jc,  y^  Cy  t  ausgedrückt  substituirt.  Dies  tritt  ein,  wenn 
nach  der  Substitution  die  Differentialquotienten  der  rechten  Seite,  genommen  nacb 
X  und  7,  verschwinden. 

Daher  hat  man,  wenn  man  den  Krfolg  der  Substitution  durch  die  Buchstaben 
f,  V,  S  andeutet,  die  Bedingungen 

6.  ^(vS-f,)  =  0, 

7.  ^(vS_0)  =  O. 
Die  Ausführung  der  Differentiation  in  6.  ergiebt 

Nun  ist  zunächst 

-^      =   vPt  -¥   VtP,         ^-:   =   vRi  -h    VtRt 


dxdt  ""  ctdx  -  ^^'^  "'"  '       dzdt 

Zjc  =  —  P\R. 
Führt  man  dies  in  8.  ein  und  multiplicirt  mit  R,  so  erhält  man 

S^Rvjc  —  Pv,)  -H  v{RS,r  —  PS,  —  RPi  -f-  PRi)  =  0 . 

dvR        cvP     ^  , 
Aus     -^ —  =  -g —     folgt 

Rv.r  —  /V,  =  v{P,  —  R^) ; 

benutzt  man  dies,  so  erhält  man  schliesslich 

5(/>  -  R^)  H-  Pi^Rt  -  5,)  4-.  R{S^  -/>,)  =  0, 

d.   i.   die  Gleichung  No.  5,  5.     Als   ausreichende  Bedingung  für   7.   erhält  man 

ebenso  die  Gleichung  No.  5,  6. 

Wenn  daher  die  Bedingungen  No.  5,  4.  bis  7  erfüllt  sind,  so  ermittele 

man  das  Integral 

9.  f{x,  y,  z,t)==c 

der  Differentialgleichung 

Pdx  -h  Qäy  -+-  Rdz  =  0, 

und    bestimme    hierauf  c   als    Function    von    z   aus    der    Differential- 
gleichung I.  O. 

^  =  vS-f.; 

führt  man  diese  Function  in  9.  ein,  so  ist  9.  das  Integral  der  Gleichuiij? 

Päx  +  Qäy  4-  Räz  -h  Sät  =  0. 

7.  Bestimmte  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen.  Unter 
einem  bestimmten  Systeme  simultaner  Differentialgleichungen  versteht  man  ein 
System  von  n  Gleichungen  welche  («-hl)  Variable  und  DifFerentialquotienten 
von  n  derselben  in  Bezug  auf  eine  —  die  unabhängige   Variable  —  enthalten- 

Wir  werden  zeigen,  wie  ein  solches  System  durch  Differentiation  und 
successive  Elimination  auf  ein  System  von  n  Differentialgteichungen  redudrt 
wird,  deren  jede  ausser  der  unabhängigen  Variabein  nur  eine  abhängige  und 
ihre  Differentialquotienten  enthält. 

Sind  sämmtliche  Gleichungen  von  der  ersten  Ordnung,   so   können  sie  auf 

die  Differentialquotienten 

dx^  dx^         dx^  dxn 

dx  *         dx  ^         dx    '  '  '    dx 
der  abhängigen  Variabein  jTj,  ^j,  ^c,  ,  .  ,  jc„  reducirt  werden;  bringt  man  diese 

Gleichungen  in  die  Form 
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dx^ 


^1 
X 


dx 


2 

dx 


X. 


dx» 
dx 


Xn 

~X 


dx  X  '        dx  X' 

so  kann  man  sie  durch  die  Proportion  ersetzen 

J.  uX*     •  uX^    •  ilXm    .     •     .      .      •   UX     "^^     '^\    '   ^2    *  '^  S    •      •     •      •      •  -^  I 

wo  nun  keine  der  «Variabein  vor  der  andern  bevorzugt  erscheint. 

Nach  Jacobi  werden  die  Integralgleichungen  dieses  Systems  auf  folgendem 
Wege  erhalten: 

Man  differenzire  die  Gleichung 

2.  ^  =  ^ 

dx  X 

(n  —  1)  mal    nach    x    und    ersetze    nach    jeder    Ditferentiation    die    DifFerential- 

quotienten    dxi^  :  dx    durch    X/g  :  X\    alsdann    erhält    man    mit    2.    zusammen 

/r Gleichungen,  welche  die  «Differentialquotienten 

dxy  d^x^  d^x^  d"x^ 

dx  *        dx^  '        dx^   '      '    dx** 
durch    die    Variabein  x,  x^,  .  ,  .  x„    ausdrücken.     Eliminirt    man    hieraus    die 

Variabein    x^,  x^  .  .  .  x„,    so    bleibt    eine  Differentialgleichung   «ter  Ordnung, 

welche  nur  die  Variabein  x^  und  x  enthält, 


dx**  )  ' 


Die  n  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  seien 

/  dx^  d^-'^x 

J^ ^  IXf   X^j 


dx 


dx^ 


^  (  äx^  d'^-^xA  _^ 


dx  '  '  '  '   dx** 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  (n  —  1)  Difierentialquotienten 
von  jc,  ausgedrückt  durch  x,  x^  ...  x„,  ein,  so  erhält  man  «Gleichungen  mit 
n  willkürlichen  Constanten  C^,  C^  .  .  6«,  die  Integralgleichungen  des  Problems. 

8.  Ehe  wir  die  Betrachtung  bestimmter  Systeme  fortsetzen,  ergänzen  wir, 
gestützt  auf  das  in  No.  7  Entwickelte,  die  in  No.  1  bis  6  enthaltenen  Untersuchungen, 
indem  wir  nachweisen: 

Wenn  die  Bedingungen   No.  5,  4  bis  7   nicht  erfüllt  sind,    so  wird 

der  Differentialgleichung 

Fdx  -h  Qdy  H-  Ädz  H-  Sdr  =  0 

durch   den  Verein  zweier  Gleichungen  genügt,    welche  eine  willkür- 
liche Function  enthalten. 

Werden  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  No.  5,  4  bis  7  der  Reihe  nach  mit 
91,  jQ,  $,  @  bezeichnet,  so  erkennt  man  die  Identität 
1.  —  /^  -h  eö  H-  ^31  -^  5S  ™  0; 

daher  wird  der  gegebenen  Differentialgleichung  durch  die  Proportion  genügt 

dx\dy\dz\dt  ^  —  g} :  C  :  8i :  ®  . 

Diese  Proportion  ist  gleichbedeutend  mit  dem  simultanen  Systeme 


2. 


dx 

dt 

?  ~~ 

-  @' 

dy 

dt 

dz 

dt 

m 

®  • 

^:*33 


I  ■ 


»tl 


m 


■\:> 


''fi^ 


K  *S; 


i 
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Die  Integrale  dieser  drei  Gleichungen  seien 

3.  y  =^  ^{t,  a,b,c), 

z  =  x(^»  ^»  ^>  0 ' 
wobei  üf  d,  c  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Durch  3.  wird  die  gegebene  Gleichung  integrirt;  diese  Lösung  des  Problems 
ist  aber  nur  eine  particuläre;  wir  werden  zeigen,  wie  man  von  ihr  zur  allge- 
meinen 1  iösung  übergehen  kann,  indem  man  statt  der  Constanten  ä,  b,  c  geeignet 
gewählte  Functionen  der  Variabein  setzt. 

9.  Differenzirt  man  No.  8,  3.  nach  allen  darin  enthaltenen  Grössen,  so 
erhält  man 

dx  =  ^t  dt  -\-  r^a  da  4-  ^bdb  -+-  ^c  de , 

1.  dy  =  ^tdt  -^  ^ada  -4-  ^hdb  -4-  ^cdc  ^ 

dz  =  yj  dt  -H  -/a da  -f  ys db  -h  X^dc. 

Führt  man  dies  in  die  gegebene  Differentialgleichung  ein,  so  erhält  man 

2.  {F<ft  -h  Q^i  '\'  Äyt  -^  S)  dt  -^  PL  da  -+-  ^db  -h   (de  =  0 . 
wobei 

OL    =    Fffn    -h    Qi^n    -h    Rya, 

3.  ?  =  P^6  -¥  Q^6  -h  I^yi , 

Die  Gleichungen  No.  8,  3  genügen  unter  Voraussetzung  constanter  a,  b,  e 
den  Gleichungen  No.  8,  3;  folglich  ist 

*•  ^  ==  —  ®  '        ♦'  =  © '        "/'==©' 

Die  Gleichung  2.  reducirt  sich  hiemach  auf 

5.  ada  -h  ^db  -h  7^c  =  0. 

Ersetzt  man  in  P,  Q,  JR  die  Variabein  x^  y^  z  gemäss  der  Gleichungen 
No.  8,  3  durch  /,  tf,  ^,  r,  so  enthalten  a,  ß,  7  nur  noch  die  Variable  /;  diese 
Variable  kommt  in  a,  ß,  7  nur  in  einem  gemeinsamen  Faktor  vor. 

Wenn  in  P,  Q^  R^  S  die  Variabein  x^  y,  z  durch  /,  a,  b,  c  ersetzt  sind,  so 
deuten  wir  dies  durch  die  Buchstaben   F,  Q,  R,  S  an.     Alsdann  ist 

6.  ä>  =  Ä  (^^^  "*■  Q+''  ^  ^'/^*)  • 

a»®  a«^L  a»y 

-^  (C/  -H  0^9/  -^-  C^+/  -+-  Cx^)  +«« 

Die  Differentialgleichung 

Pdx  -h  Qdy  +  7?^;?  -4-  5^//  =  0 

wird  identisch  erfüllt,  wenn  die  Gleichungen  gelten 

x  =  «p,    j^  =  4i,     z  =  y , 

dx\  dy  \  dz\  dt  ^  ?/•+/•  X'  •  1  • 
Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  at,  y^  z  durch  /,  a,  b,  c  ausdrückt  und 
in  die  Differentialgleichung  substituirt,  so  erhält  man  daher  die  Identität 

P<p/  -h  Q4^/  -h  Rx/  =  —  S. 
Diese  Gleichung  ergiebt 


1   _ 


-•\ 


••--.VT 

'■■.■"»  ■*'! 
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8. 


.  rr*^ 


tr- 


>  V  >5 


r    «  <f 


Durch  Addition  von  6.  und  7.  folgt  •<? 

^  =  -  s.  +  ^[/v  +  +,(^-Ö.)  +  X'(^-^0]  •'! 

-t- ♦-.[öz-i-z/ce. -^)H-9/(öx-^)]  ^ 

Berücksichtigt  man  4.,  sowie  die  Werthe  von  ^,  £1,  ®,  so  erhält  man 

Pi  +  f  (-^  -  öx)  +  xK^«  -  '^^)  =  ^ [®^'  +  ß(^^  -  ö^)  -t-  9«(-P«  -  -*-)] 

+  F[{Jit  -  Ä,)  {F,  -  Q^)  +  (S,  -  Qi)  {n  -  Äx)]) . 

Benutzt  man  hierin 

JiiPy  -  Qx)  ■+■  Q{Jl.  -  /i)  =  ®  -  P{Qs  -  Jir) , 
und  setzt  zur  Abkürzung 

{Pr-Qx){Jl(-S,)+{F,-F:,){S^-Qi)-h{Q.-Jiy){Pt-S^)  =  1,  J 

so  erhält  man 


•4 

t 

1 

■f    1 

«-- „' 

-  V. 

-^     i 

'     i 

■  'i^ 
'"^^ 

.  "i 

\  :  •■•, 
•1 

<.    . 


i'/  +  4»/(i^  —  Cx)  H-  xK-^'x  —  Ä.r)  =  5x  +  @  A. ,  '; 

Ebenso  folgt 

Qt  +  Z/(C.  -  ^^)  -H  T/(Cx  -  /V)  =  ^^  +  g  A . 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  aus  8. 

da  _  Ä 

9.  'dl  ^  ^  ^"  '^  "^'^^''  ^  '^■^'^''  ■+"  '^i'A  ■+"  @  öl  • 

*  ^  " . 

Da  nun 

S«   SS    5;r9«    -H    5v4<^    -h    &X«»  -     i 

wobei  man  ebenso  wie  in  9.  nach  erfolgter  Differentiation  x,  y,  z  durch  /,  a,  by  c  :. 

zu  ersetzen  hat,  so  erhält  man  schliesslich 

a  a/  ""  ®  •  ■  c 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  A  so  folgt 

Hierbei  ist  9(  die  von  /  freie  Integrationsconstante. 
In  derselben  Weise  ergiebt  sich 

Setzt  man  diese  Werthe  fiir  a,  ß,  7  in  die  Differentialgleichung  5,  und  unter- 
drückt den  gemeinschaftlichen  die  Variable  /  enthaltenden  Faktor,  so  bleibt  die 
Gleichung 

10.  %da  -h  ^db  H-  6//r  =  0, 
welche  nur  a,  b,  c  enthält. 


t  ' 


Diese  Gleichuog  lässt  nicht  ein  e 
Fall  wäre,  so  könnte  man  a,  i>,  c  aus 


«  =  ZI 
als  Functionen  von  x,  y,  z,  t  berechne.. 


|k*  hätte  dann  die  gegebene  Differentialgleichung  durch  ein  einziges  Integral  integrin, 

j-,  ■  entgef;en  der  Voraussetzung,  dass  die  Bedingimgeii  No.  5,  4  liis  7  nicht  eriiillt  sind 

(,,  Hat  man  10.  durch  zwei  Gleichungen  integrirt,  die  eine  willkürliche  Functioii 

.'1*  enthalten,    und   substituiit  darin  a,  b,  i*  als  Functionen  der  Variabein,   so  erhälr 

S  man  die  Integralgleichungen  der  gegebenen  Differentialgleichung*). 

10.    Die  in  No.  7  entwickelte  allgemeine  Methode  kann  man  in  besonderen 
;. '  Fällen  durch  einfachere,  den  besonderen  Umständen  angepasste  Wege  ersetzen 

^ :  es  gelingt  mitunter  die  Integration  einer  Differentialgleichung  rtter  Ordnung  duid 

'  Integrationen  von  Gleichungen  niederer  Ordnung  i 

,'  .  Die  Differentialgleichungen 

dx 


dl    -  " 

x  + 

h  +  . 

z  +  d. 

dl  "      ' 

,x   + 

v  + 

CiZ  +  rf,  , 

dz 

,x   -+- 

v  + 

c,z  +  d. 

der 

Reihe  nach 

1  mit 

1,  »1.  II 

und  addiren; 

;  w; 

ir  erhalten  dadi 

äx 

+  mdy^ 

dt  ' 

ndz 

=  Ax  -\-  By  +   Cz 

+ 

.0. 

Wir  bestimmen  nun  rn  und  «  so,  dass 

A:B:C  =   \:m:n. 

Alsdann  giebt  es  eine  Zahl  Ä,  so  dass 
3.  A  =  \.       B  =  m'k,       C  =  n\. 

Der  Verein  dieser  drei  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  dei 
Determinante  bedingt 

|.-»     .,      «,  I 

b         t>^—\         *,     I  =  0  . 
\       c  ,,        c,-\, 

Sind  X,,  A,,  X^  die  Wurzeln  dieser  cubischen  Gleichung,  so  erhält  man  ans 
3.  drei  zusammengehörige  Werthepaare  m,,  «,;  m^,  n^;  m,,  «j.  Jedes  dieser 
Paare  Alhren  wir  in  2.  ein  und  erhalten  z.  B,  für  m^,  «, 

dx  -t-  fn.dy  -i-  ti.dz         ,     (  d  -t-  m,  d,  -h  n,d.\ 

~^r— --^■(*  +  "-'^  +  ''.'+     - -f, — ^j 

Hieraus  folgt  sofort  die  Integralgleichung 

i\x  +  m^y  +  »,«  -(- \'^  'j  =  ^'  +  C^  . 

*)  Raabe,  L'eber  die  Integration  der  DüferentialgltichuD^  von  der  Form 
Jt  =  //rfj-  +  A'dy  +  Läp  +-   Mdq  +  Ndr     u.  S.  w. 
CbbllE's  Journal,  Bd.  14,  pag.  113,   1S35.    Die  allgemeine  Auflösung  des  Problems  gab  Ffa» 
in  den  Denktcbiifleii  der  Berliner  Akademie  der  Wissen scliaflen  aus  den  Jahren  1814  UDd  iSlS- 
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Vertauscht  man  hier  m^,  n^,  X^,  C\  mit  ///g,  «g,  X^,  C^,  bez.  Wj,  «3,  X3,  C3, 
so  erhält  man  die  drei  Integr^^lgleichungen  des  Problems. 

Wenn  zwei  Wurzeln  X  gleich  sind,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  Integralgleichungen;  man  kann  sich  in  diesem  Falle  der  allgemeinen  Methode 
bedienen. 

11.    Das  Problem,  die  Gleichungen  zu  integriren 

dx\dy\  dz  =  {ax  -\-  hy  -\-  cz  -^  d^\{a^x  -^  h^y  -h  r^ «r  -f-  ^1) 

:  {a^x  4-  b^y  -h  c^z  -^  d^), 
lässt  sich  auf  das  soeben  behandelte  zurückfuhren.     Bezeichnet  man  die  rechts 
stehenden  Polynome  der  Reihe  nach  mit  M,  J/j,  M2  und  fügt  eine  neue  Variable 
/  hinzu,  welche  der  Proportion  genügt 

dx\dy\dz\dt  =  M\  M^  :  M^  :  1 , 
so  hat  man  für  Xy  y,  z,  t  dieselben  Gleichungen,  wie  in  No.  10.     Hat  man  diese 
integrirt,   und  eliminirt  dann  aus  zwei  Paaren  der  drei  Integralgleichungen  die 
Hülfsvariable  /,  so  erhält  man  die  beiden  Integralgleichungen  des  Problems. 
Macht  man  in  den  Gleichungen 

d\  dj]  dZ 


2. 


a5  -h  ^T)  -h  ^C  -+-  dr 


dr 


a^i  -h  b^ri  -h  c^Z  -h  d^z 


d^x 


die  Substitutionen 

worin  x,  y,  z  neue  Variable  sind,  so  erhält  man  zunächst 

Tdx  -+-  xd'z        idy  -¥-  ydx        -zdz  -f-  zdx        dx 
~Ä  ""  '^         ""  C  ^^.Z^' 

wobei     A  ^=  ax  -\-  dy  -h  cz  -h  d ,  B  =  a^x  -\-  b^y  -h  c^z  -{-  d^ , 

C  =  a^x  -h  b^y  -h  c^z  -h  d^  ,       Z>  =  a^x  -h  b^^y  -^  c^z  -\-  d^  . 
Aus  den  vorigen  Gleichungen  erhält  man 

rdx  rdy  xdz 


A  ^  xD        B  —  yD 
und  hieraus  durch  Division  mit  t  das  System 
3  dx  dy 


C—  zD' 
dz 


A—xD        B—yD        C  —  zV 

Die  Integralgleichungen  dieses  Systems  werden  somit  erhalten,  indem  man 
das  System  2.  integrirt  und  alsdann  £,  t),  C  durch  jtt,  yxy  zx  ersetzt,  und  x  zwischen 
zwei  unabhängigen  Paaren  der  drei  Integralgleichungen  von  2.  eliminirt. 

Auf  demselben  Wege  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  die  Differentialgleichungen 
ebenso  gebaut   sind,  wie  in  No.  6  und  7,  aber  mehr  Variable  enthalten. 

12.    Um  die  Gleichungen  zu  integriren*) 

in  denen  P,  P\  Q,  Q\  V,  V^  nur  die  unabhängige  Variable  /  enthalten,  multipliciren 
wir    die    zweite    mit    einer    noch    unbestimmten    Function   z   der    unabhängigen 
Variabein  und  addiren  dann  beide  Gleichungen;  dies  ergiebt 
dx  dy 


1. 


dt 


H-  «^  4-  {F-\-zP')x  H-  {Q'\-zQ')y  =   V  ^  zr. 


♦)  Sturm,  Couts  d'Analyse,  No.  633;  Lacroix,  Traite,  Bd.  11.  pag.  383. 
ScHLOBMifxai,  Handbuch  der  Mathemadk.    Bd.  II.  56 


-V- 


-n 


*  4'^ 


^i 


V 


» *• 

/  ■ 


1  'A 


f    -- 


'    «1 


i 


Setzen 

wir  nun    r  = 

«+  'y, 

so 

und  ans  1. 

wird 

dt 

2. 

dr 
dl 

dz 

-y-dt 

+  {F 

^.P)(r- 

Bestimmen  wir 

nun  z 

so,  dass 

3. 

S-<^-' 

F" 

4. 

geht  die 

Gleichung  2. 
dr 

dt  -" 

Über  in 

/=*; 

Die  Gleichung  3.  enthält  nur  z  und  /  und  ist  erster  Ordnung.  Sind  >,  uod 
«j  zwei  pnrticuläre  Integrale  dieser  Gleichung,  so  setze  man  jedes  derselben  in 
4.  ein;  man  erhält  dann  zwei  lineare  nifferentialgleichungen  I.  O.  lUr  r,  und 
gewinnt  daraus  zwei  Integrale  r  =  f■^  und  r  =  r^,  jede  mit  einer  willkürlichcD 
Constanten;  hieraus  ergeben  sich  schliesslich  die  Integralgleichungen  des  Problois 
X  +  z,y  =  r^,  ar  +  B,/  =  r,  . 
Beispiel. 

x"  +  bx  -h  y  =  i, 
y  -  X  -t  3y  =  f. 
Die  Gleichung  (Ür  i  ist 

V  +  2«  —  B»  —  I   =  0, 
und  ergiebt  das  allgemeine  Integral 

Für  f  =  oo  und  c  =  0  erhält  man  die  particulären  Integrale 

.,  =  ..  .  =  ^; 

daher  ergeben  sieb  für  die  zugehörigen  r^   und  r, 
/,   +  4ri   =  /  +  /», 

/,  +  -^ r,  =  /»  . 

Die  Integrale  dieser  Gleichungen  sind 

r^   =  c-4'[C,  +  f{t  +  t^)ei' di , 

Beide  Integrale  lassen  sich  nach  früher  mitgetheÜten  Regeln  (§  5,  No.  2)  leieh 
ausfuhren. 

Die  Endgleichungen  des  Problems  sind 

X  +  y  =  r^,     ix  -^  {t—\)y  =  tr^, 
aus  welcher  man  noch,  wenn  erwünscht,  jede  der  beiden  abhängigen  Variabelo 
X  und  y  durch  /  allein  ausdrücken  kann. 


13.  Simultane  Systeme  von  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung werden  durch  einen  sehr  einfachen  Kunstgriff  auf  Systeme  von  Gleichmi|ai 
erster  Ordnung  reducitt. 

Um  die  höheren  Differentialquotienten  z.  B.  der  abhängigen  Variabein  j  in 
Bezug  auf  die  unabhängige  /  zu  beseitigen,  fiigt  man  neue  Variable  jt,,  x^,  x^  ■■ 
durch  die  Gleichungen  erster  Ordnung  hinzu 


'^r 
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■C^j 


<%: 


l 


dx 


=  X 


dx^         d^x 


dXi 


d^x 


X 


=   X, 


•     ■     ■ 


dt  ^  '       dt   ""  df^  2'       ^^   —  ^^3  3» 

Statt  der  Differentialquotienten  x'\  x*'\  .  .  .  :c(*)  des  ursprünglichen  Systems 
hat  man  in  dem  neuen  Systeme,  das  aus  den  durch  die  Substitutionen  1.  modi- 
cirten  gegebenen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  1.  besteht,  die  Variabein 
x^f  jCj,  .  .  Xh-i  und  deren  erste  Differentialquotienten.  In  gleicher  Weise  be- 
seitigt man  die  höheren  Differentialquotienten  der  übrigen  abhängigen  Variabein. 
Hierauf  integrirt  man  das  neue  System,  und  eliminirt  dann  die  neu  einge- 
fiihrten  Variabein. 

Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  zwischen  den  abhängigen  Variabein  x,  y 
und   der   unabhängigen    /,    und  sind   die  höchsten  Differentialquotienten  die  in 

beiden  Gleichungen  vorkommen 

d^x  ,     d'^y 

so  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege 

2  H-  (w  —  1)  H-  («  —  1)  =  >w  -H  « 
Gleichungen  erster  Ordnung  zwischen  (nt-\-  n-\-  1)  Variabein;  hieraus  erhält  man 
(« -f- «)  Integralgleichungen,  mit  zusammen  {m  -h  ti)  willkürlichen  Constanten. 
Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  neu  eingeführten  Variabein,  deren  An- 
zahl (m  H- «  —  2)  ist,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  zwischen  Xy  y^  und  /, 
die  Lösungen  des  Problems. 

Wie  immer,  wird  man  auch  hier  in  jedem  gegebenen  Falle  die  allgemeine 
Methode  zu  vermeiden  und  kürzere  Wege  zu  entdecken  suchen.  Man  wird  sich 
bemühen,  durch  geschickte  Combination  der  Differentialgleichungen  neue 
Gleichungen  zu  erhalten,  deren  Integrale  bekannt  sind. 

14.  Wir  geben  hierzu  ein  Beispiel  aus  der  theoretischen  Mechanik. 
Die  Theorie  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  oder  eines  Systems 
von  Massenpunkten  (z.  B.  eines  starren  Körpers)  ist  nur  ein  Theil  der  Theorie 
simultaner  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  und  umgekehrt  hat  die 
Theorie  von  Systemen  gewisser  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  durcli 
das  Interesse,  welches  die  theoretische  Mechanik  an  ihnen  nahm,  wesentlich  an 
Ausbau  gewonnen.  Wir  ziehen  es  vor,  ohne  auf  die  Feststellung  der  mechanischen 
Begriffe  und  die  Begründung  der  Differentialgleichungen  an  dieser  Stelle  einzu- 
gehen, letzteren  ihre  mechanische  Einkleidung  vollständig  zu  belassen;  losgelöst 
von  derselben  würden  die  Untersuchungen  und  Resultate  an  Anschaulichkeit  sehr 
verlieren  und  zu  abstract  erscheinen. 

Wenn  ein  freibeweglicher  Massenpunkt  /*,  dessen  Coordinaten  x^  y^  z  sind, 
von  einem  festen  Centrum  O^  dem  Nullpunkte  des  Coordinatensystems,  angezogen 
oder  abgestossen  wird,  und  zwar  so,  dass  die  Anziehungskraft  nur  von  der  Ent- 
fernung 0F=  r  abhängt,  und  wenn  dieselbe  beim  Abstände  r  die  Grösse /(r) 

hat,  so  gelten  für  die  Coordinaten  des  Punktes  die  Differentialgleichungen 

d^x         ^.  .     X 
1. 


2. 


3. 


dt^   — /V^>'     r' 
d^z  z 


df^        -  -  '     r 
Multiplicirt   man    diese    Gleichungen    der  Reihe  nach   mit  dx^    dy^    dz^  so 

erhält  man,  wenn  man  dx  :  dt,  dy  :  ///,  dz  :  dt,  die  Geschwindigkeitscomponenten 

des  Punktes,  mit  x\  y\  z*  bezeichnet, 
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^      A 


«iH, 


■      'S; 


,->f. 
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/ 
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Die  linke  Seite  ist  das  vollständige  Differential  von 

die  rechte  Seite  ist  ebenfalls  ein  vollständiges  Differential,  denn  man  hat 
r^  =  x^  -^  y^  -\-  z^y     also     xdx  -h  ydy  -\-  zdz  =  rdr. 
f^^\  Hieraus  erhält  man  folgendes  erste  Integral  des  Systems 

%:  ■  '^-  {x'^-hy^-^z'^)  =  2f/(r)är  H-  Ä, 

^.  wobei  //  die  willkürliche  Constante  ist. 

^7'  Bezeichnen  z;  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  9,  ^,  "/  die  Winkel,  die 

i^  sie  augenblicklich  mit  den  Achsen  bildet,  so  ist 

x'  ==  vcos^y    y  =  vcos^f     2'  =  vcosyj     also     x*^  -h  y'^  4-  ^'*  =  v^\ 
daher  kann  man  4.  ersetzen  durch 

Nach  welchem  Gesetze  daher  auch  die  Einwirkung  des  Centrums  auf  den 
bewegten  Punkt  F  erfolgen,  und  in  welcher  Richtung  und  mit  welcher  Anfangs- 
geschwindigkeit derselbe  seinen  Lauf  beginnen  mag,  immer  ist  die  Geschwindig- 
keit nur  eine  Function  des  Radius  vector  r\  wenn  sich  der  Punkt  im  Laufe  der 
•A  Bewegung  wiederholt  in  demselben  Abstände  von  O  befindet,  so  hat  er  in  allöi 

diesen  Momenten  dieselbe  Geschwindigkeit. 

Man    kann    noch    auf   anderem    Wege    zu    ersten   Integralen    des   Systems 
gelangen.     Multiplicirt  man  1.  mit  j^.  2.  mit  x  und  subtrahirt,  so  ergiebt  sidi 
G  xy  —  yx''  =  0  . 

Da  nun 
d 

-f.ixy  — y^^)  =  "^y  +  x'y  — j«^"  —  y«^'  =  ^y*  — yx^\ 

so  folgt  aus  6.  durch  Integration 

7.  xy  —  yx'  =  c\ 
ebenso  erhält  man  die  Integrale 

8.  yz'  —  zy  =  c^  , 

9.  zx'  —  xz'    =  C2  f 
wobei  c,  c^y  c^  willkürliche  Constante  sind. 

Multiplicirt    man    die   Gleichungen    7.,  8.,  9.    der  Reihe  nach  Zy  jt,  y  und 
addirt,  so  erhält  man  links  identisch  Null;  daher  folgt  die  Gleichung 

c^x  -h  c^y  -h  cz  =  0. 

Dies  ergiebt:    Die  Bewegung  erfolgt  in  einer  Ebene,  die  durch  das 
Anziehungscentrum  geht. 

Wählt  man  diese  Ebene  zur  A'F- Ebene,  so  bleiben  für  das  Problem  nur  die 
beiden  Differentialgleichungen 

10.  ^V'=/(r).|,     y'=/(r).^, 

wobei  r^  =  x^  -\-  y^  , 

und  die  beiden  ersten  Integrale 

11.  v^  =  '^f/(r)dr  -{-  hy 

12.  xy  —  yx^  =  c  . 
Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  durch  Einftihnmg  von  Polarcoordinaten. 

Man  hat 

X  =  rcos^y     .r'  =  r\os^^  —  r  sin^  -  f^^ 
y  =  rsinr^y    y  =  r'sm<D  -+-  rcos(^-^\ 


■'3   =  2£/  H-  >4  — 


hieraus  ergiebt  sich 
dt  ^ 


r^' 


dr  C  dr  1 


^•n 


§  27.     Partiale  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Daher  ist 

xy'  —  yx^  =  r*  ^' . 
Ist  df  der  verschwindend  kleine  Sector,  den  der  Radius  r  in   der  Zeit  dt 
beschreibt,  so  ist  ^df  =  r*^d^,  daher  folgt  aus  13. 

~di  ~^  1,*      •^-  2^  "*"  ^' 
Die  vom  Radius  vector  des  Punktes  beschriebenen  Flächen  sind 
daher  den  hierbei  verflossenen  Zeiten  proportional. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

Jf(r)  dr  ^  U, 

und  fuhrt  auch  in  11.  Polarcoordinaten  ein,  so  entsteht  '^ 

13.  r'2  H-  /-2(p'2  =  2^-h  >^.  % 

Nach  12.  hat  man  r^cp'»  =  c^\r^,  daher  folgt  aus  12.  :^| 


I 


•v:; 

*' 


^ 


und  aus  14.  und  12, 

,         cdt                        cdr                                   l                   dr  ,. 

Durch  diese  Gleichungen  ist  das  Problem  vollständig  gelöst;  insbesondere 
giebt  die    letzte   Gleichung  die  Bahn,    welche  der  Punkt  beschreibt;    die  Con- 

stanten   h^    c^    7-^    und  73  bestimmen    sich    in   jedem  gegebenen  Falle    aus    der  -^jf 

Anfangslage,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anfangsrichtung  des  Punktes,  ^ 

Setzt  man  nämlich   fest,   dass  zur  Zeit  /  =  0  die  Grössen  r,  r^,  v  die  Werthe  '/>| 

^Qt  ?0'  ^0  ^^3.ben  sollen,  und  dass  zu  dieser  Zeit  die  Bahn  mit  dem  Radius  r^  ^J 

den  Winkel  a  bilden  soll,  so  erhält  man  durch  Einführung  der  Werthe  r^   und  :^J 

z'o  JTi   11.    und  14.    die  Constanten  A  und  7^.     Berechnet    man    aus    der   Bahn-  %^ 

gleichung    15.    den  Winkel  <j  der  Bahntangente  gegen    den   Radius  vector,    für  ^% 

welchen  man  hat  ü 


■^ 
"*.- 


dr  i 

16.                                                   tanga  =  r  :  -7-,  :  ii 

und  setzt  in  15.  und  16.  r  =  r^j  (p  =  ?p,j,  «y  =  a,  sowie  den  vorher  gefundenen  '^ 
Werth  von  ^,  so  erhält  man  c  und  72  durch  die  Anfangszustände  ausgedrückt. 


■*f 
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1.  Unter  einer  partialen  Differentialgleichung  versteht  man  eine  il 
Gleichung  zwischen  unabhängigen  Variabein,  abhängigen  Variabein  und  den  par-  ^^ 
tialen  Differentialquotienten  der  letzteren.  Wir  beschränken  uns  auf  Gleichungen  ^^ 
mit  einer  abhängigen  Variabein.  ^^ 

2.  Wenn  eine  partiale  Differentialgleichung  nur  partiale  Differentialquotienten  .  .^ 
rticksichtlich  einer  unabhängigen  Veränderlichen  enthält,  so  bietet  sie  nichts  % 
wesentlich  Neues;  sie  ist  zu  integriren,  als  ob  die  übrigen  Variabein  Constante  '^ 
wären;  die  Integrationsconstanten  sind  durch  willkürliche  Functionen  der  übrigen  ;•*?! 


-■.^> 


unabhängigen  Variabein  zu  ersetzen.  <j 


4^ 


Beispiele.     A. 

Die  Gleichung 
liefert 
wobei  die  Function  /  unbt 


welche  die  Wurzeln  m^  = 

es  enthält  zwei  willkürlicht 

3.  Ehe  wir  an  die  I 
herantreten,  werfen  wir  eir 
den  einfachsten  Fall,  eine  ' 
wir  X  und  y  als  iinabhängi 

Eine  partiale  Diff 
nation  zweier  willkür 
/{x.jr,  z,  a,  b)  =  0  und  i 

Eliminirt  man  a  und  i 

8x  "^  i, 
so  erhält  man  in  der  T 
cz  :  ex  und  cz  :  cy  enthäl 
Enthält  eine  (ileichui 
f  (ä,  fi,  €)  =  0  verblinden 
indem  man  a,  b,  c  aus  dt 

Beispiele;  A.  Eine 
iM,  hat  die  Gleichimg 

/" 
wobei  die  Constanten  A,  . 

Um  die  zugehörige  partiale  Differentialgleichung  zu  erhalten,  hat  man  A,  B,C 
aus  den  Gleichungen  zu  eliminiren 

Ax       +  By       +0—1=0, 

Acosa.  +  Bcos'^  -i-  Ccoi-^        =  0, 

A  -i-  Cp  =0, 

B         +  Cq  =0, 

wenn  zur  Abkürzung 

ot  Zs 

^  ~  dx'       ^  ^  cy 
gesetzt  wird. 

Die  Elimination  ergiebt  die  Gleichung 

cosa.-p  +  cos^-q  —  coi-{  =  0. 

B.   Eine  Ebene,  die  einen  gegebenen  Punkt  /,  m,  n  enthält,  hat  die  Gleichni? 

/  —  Ax  +  By  +  Ct  —  1  =0, 

wobei  fUr  die  Constanten  A,  B,   C  die  Gleichung  besteht 

g  =  AI  ->n  Bm->t   C«  —  l  =  0 . 


V^'T«' 
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Die  Elimination  erfolgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  aus 

^-1-0  =  0,       B  -{-  C^  =  0. 
Da  /  —  ^  =  A(x  —  /)-»-  ^(J  —  ^  ■+-  ^(^  —  «)  =  0 , 

so  hat  man,  um  die  resultirende  Gleichung  zu  gewinnen,  nur  in  der  Schluss- 
gleichung des  vorigen  Beispiels  costi^  cos^,  cos-^  der  Reihe  nach  durch  x  —  /, 
y  —  w,  z  —  n  zu  ersetzen;  man  erhält 

{x  -  l)p  -^  (j  —  m)  q  —  {z  —  «)  =  0  . 
C.    Für  Ebenen,  die  eine  Kugel  berühren,  deren  Halbmesser  e  ist,  und  dessen 
Centrum  die  Coordinaten  ä,  bj  c  hat>  erhält  man  das  System 

Ax  -\-  By  ^  Cz  —  \  =  ^,       A  -^  Cp  =  0,       B  -h  Cq  =  0; 
Aa  ^  Bb  ^  Cc  —  \  =  e  j/a^  -+-  ^»  4-  C»  . 
Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  folgt 
C=  1  \iz  —  xp—yq),     A  =  —  p ',{z  —  xp -^  yq),     ^=  —  q '.{z-- xp  —  yz). 
Setzt  man  dies  in  die  letzte  ein,  so  entsteht 


3. 


(x  —  a)p  -\-{y  —  b)q  —  {z  —  c)  =  e}/i  -h p^  H-  q^  . 

D.    Die  Gleichung  einer  Kugel 

1.  {x  —  ay  -h  (y  —  by  ->r  {z  —  cf  =  r« 

enthält  vier  Constante  a,  ^,  r,  r.    Liegt  das  Centrum  auf  einer  gegebenen  Geraden, 

so  sind  ay  b,  c  durch  zwei  lineare  Gleichungen  verbunden 

2.  a  =  wr  -H  «,       ^  =  jx^  -+-  V . 

Durch  Differentiation  der  Kugelgleichung  folgt 

X  — '  a  -\-  (z  —  c)p  =  0 , 

y  —  b  -^  {z  —  ^)^  =  0. 

Setzt    man    hier    für   a   und   b    die  Werthe    aus  3.    ein    und  vergleicht  die 

resultirenden  Werthe  tiir  ^,  so  erhält  man  schliesslich 

(jx-ar  — j;  -h  v)/  —  {mz  —  x  -\-  ri)  q  -^  ^{x  —  v)  —  m{y  —  v)  =  0. 

4.    Eine  partiale  Differentialgleichung  I.  O.  entsteht  ferner,  wenn 

man  aus   einer  Gleichung  F\Xy  y^  z,  ^(4')]  =  0,   —   worin  F  und  ^  bekannte 

Functionen   sind  und  <p  eine  willkürliche  Function  von  4»  bezeichnet,  —  sowie 

aus  ihren  partialen  Ableitungen  die  willkürliche  Function  ^  eliminirt. 

Durch  Differentiation  erhält  man 


oF^        c_F 
dx        dtf 
dF        dF 


dy  0(^ 

.oder  besser  geordnet 

dF^ 

dx 

dF 

cy 


dF 

~Tz^ 

dF 


djf 
ox 

d^ 


( 
( 


dz 
dF 


dF 

drf 
dF 

d<^ 


dF 


df^  (d^ 

d(f  äf^  \d  X 
dF  äff  (d^ 
d(f     ä^  \dy 


ä(f 

d^ 
~d^ 

d^ 


^  =  0, 


d_^ 

dz 


0, 
0, 


dJ^)  = 


0. 


Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  dFidf^,  so  erhält  man 


YdF  d_^       dF^dJ\  / 

\dx  dz-        dz  dx)  ^        \ 


dFd^       dFd^ 


oder  in  Determinantenform 


1. 


cz  c, 
dFdf\, 
dx  dy 


dz  dy 

dFd^ 


oy 


z 


) 


dx 
dF 


d^ 
dy 
dF 


dy  dx 

—  1 

djf_ 
di 
dF 


=  0, 


dx      dy       dz 


=  0. 


V».  ' 


» - 

'■vi 

"  f 


» 


\^ 


V 
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Integralrechnung. 


Es  ist  bemerkenswerth,  dass  diese  Gleichung  in  Bezug  auf/  und  q  linear  ist 
5.    Die   willkürliche  Function  kann  auch  in   anderer  Verbindung  auftreten. 
Aus  der  Gleichung 

worin  /  und  g  bekannte  Functionen  von  x,  y  und  z  sind,   während  0  eine  will- 
kürliche Function  ist,  folgt 


cf\cy 


)- 


Tzl 


dg  \cx 
d^fdg 


%'z^ 


)  =  o, 

„^y|  =  0. 


Die  Elimination  von  <t  ergiebt  die  partiale  Differentialgleichung 

p        q     -\ 
df     df     df 


dx 


dy 

dg 

dy 


dz 

dg 

dz 


=  0. 


Setzt  man  die  gegebene  Function  g  einer  willkürlichen  Function  ^  der 
gegebenen  /  gleich,  so  dass  also^  =  ?(/),  so  kommt  man  zu  dem  vorigen  Falle 
zurück;  denn  aus  ^(/,  g)  =  0  folgt,  dass  g  eine  willkürliche  Function  von /ist 
6.  Partiale  Differentialgleichung  der  Cylinderflächen.  Sind«,?,) 
die  Richtungswinkel  der  Mantellinien,  so  ist  die  (xleichung  des  Cylinders  von  der 
Form  (Differentialrechn.  §  6,  2) 

^(xcos^i  —  z^osoi ,    ycos-f  —  zcos^)  =  0  . 
Setzt  man  in  No.  5,  2. 

/  SS  xcos-{  —  zcosd ,      g  ^  ycosi  —  zcos^  , 
so  erhält  man 

/         ^       -  1 

^  cosoL '  p   -H  cos^  •  q  —  cos^  =  0 . 


1 


cos^ 


COS'l         0  —  cos  OL 

0        COSf      —  cos^ 


7.    Partiale  Differentialgleichung  der  Kegelflächen.    Es  seien/,«,« 

die  Coordinaten  der  Kegelspitze,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  Kegelgleichung 

(Differentialrechnung  §  6,  3) 

.   //z  —  nx       ms  —  ny\ 

\  z  —  n  z  —  n  J 

Setzt  man  in  2. 

Iz  —  nx  mz  —  ny 


/« 


z  —  n 


g 


also 


dz 
P 


X 


n 


(z  -  ny  ' 


n 


z 


ny 


n 


n 


z  —  n 


0 


0  — 


n 


dz  ^ 
—  1 

{z  -  ny 

n(j  —  m) 


z  —  n 

—  m 


(z  -  «)»  ' 


so  entsteht 


z  —  n 


=  (:f — /)/ -4- 0— Ä«)^  —  (s-/i)=a 


{z  -  ny 

8.  Partiale  Differentialgleichung  der  Rotationsflächen.  Wir  nehmen 
der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Achse  der  Fläche  durch  den  Nullpunkt  des 
Coordinatensystems  geht.  Construirt  man  um  den  Nullpunkt  Kugeln,  und  nonnal 
zur  Rotationsachse  Ebenen,  und  setzt  irgend  eine  Abhängigkeit  zwischen  dem 
Kugelradius  a  und  dem  Abstände  d  einer  Normalebene  zur  Achse  vom  Nullpunkte 
voraus,   so  erfüllen  die  gemeinsamen   Punkte  der  Kugeln  und  der  zugehörigen 


rv 
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Ebenen  eine  Rotationsfläche.  Die  Gleichung  einer  Kugel  um  den  Nullpunkt 
ist  jf>  -h  jy*  H-  «^  =  a^,  und  die  Gleichung  einer  Normalebene  zur  Achse 
X  cos  OL  -h  ycos^  -h  zcosf(  =  ^,  wenn  a,  [i,  7  die  Richtungswinkel  der  Achse  sind; 
daher  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  einer  Rotationsfläche 

xcosa  -i-ycos^  -f-  zcosf)  =  0. 

g  SB  xcosa  -h  ycos^  -H  zcos-^ 


^(x^  -^y^ 

+  «». 

Wir  haben  daher  in  No.  5,  2. 

/^  x^  -h  y^  -f.  5» 

zu  setzen  und  erhalten 

/ 

X 

cosa. 

q       -1 

y         z       =  0 . 

COS^      COS*{ 

9.  Wenn  eine  Gleichung  f{x,  y,  z,  a,  b)  =  0  zwei  willkürliche  Constante 
enthält,  und  wenn  diese  Gleichung  im  Verein  mit 

ex        dz  ^  dy        dz  ^ 

durch  Elimination  von  a  und  b  auf  die  Gleichung 

^(•^,  JF,  «,  A  i^)  =  0 
führt,  so  wird/=0  als  vollständiges  Integral  der  partialen  Differential- 
gleichung I.  O.  ^=  0  bezeichnet 

Wir  wollen  nun  zunächst  sehen,  ob  ähnlicli  wie  die  singulären  Integrale 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  so  auch  neue  Lösungen  der  Gleichung 
/*  =  0  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die  Constanten  a  und  b  durch  passend 
gewählte  Functionen  von  x  und  y  ersetzt. 

Wir   denken    uns    für    diese  Untersuchung    das    vollständige  Integral    auf  z 
reducirt,  also  von  der  Form 
1.  z  ^  f(x,y,  a,  b). 

Sind  a  und  b  variabel,  so  erhält  man  durch  Differentiation 

df        df     da        df     db 


/^  =  5-  -f- 


—  —  • 


dx  ^  da     dx        db     dx* 

^  —  ^Z     ^/  ^5      ^Z  ^A 

^         cy         ca     oy         cb     oy 
Sollen    diese    Gleichungen    mit    denen    übereinstimmen,    die    aus    1.    unter 
Voraussetzung    constanter  a  und  b  hervorgehen,    so  müssen  a  und  b  den   Be- 
dingungen genügen 

cf  da        of  db  ^ 
da  dx        db  dx  ' 


3. 


Hieraus  erhält  man 


cf  da        df  db 
da  dy        db  dy 


4.  §^  .  Z>  =  0 ,       ^4-^  =  0» 

Ca  ^       ob 

,    .  ^        ca  db        da  cb 

wobei  Z>  =  --  ^-  —  ^-  ^- . 

ex  oy         Oy  ox 

Um  den  Gleichungen  3.  zu  genügen,  hat  man  zu  setzen:  entweder 
.  da        da        db        db 

ex        dy         dx        dy  ' 

oder 

6.  Z>  =  0  , 

wobei  die  Gleichungen  3.  sich  auf  eine  reduciren,  die  mit  6.  zu  combiniren  ist;  oder 
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Die  Annahme  5.  führt  auf  constanCe  Werthe  von  a  und  b,  also  auf  das  voll- 
ständige Integra]  zurück. 

Wenn  die  Bedingung  ZJ  =  0  erfüllt  ist,  so  ist  b  eine  Function  von  a\  seßen 
wir  ,}  =  ^(a),  so  ist 

hb  ,^.    da        ib  ,^     ha 

daher  gehen  beide  Gleichungen  3.  in  die  Gleichung  über 
df         if 

in  welcher  b  durch  '^{fl)  zu  ersetzen  ist. 

Die  Elimination  von  a  aus  den  "Gleichungen  8.  und  1.  kann  nur  in  seltenen 
Fällen  ohne  eine  bestimmte  Annahme  über  die  willkürliche  Function  7  erfolgen. 

Das  Integral  der  partialen  Differentialgleichung,  welches  aus  dem 
Verein  der  Gleichungen  1.,  i=!p{(r)  und  8.  besteht,  und  welches  durch 
.das  Auftreten  einer  willkürlichen  Function  <p  charakterisirt  ist,  heisit 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung. 

Durch  Elimination  von  a  und  b  aus  den  Gleichungen  1,  und  7.  erhält  man 
ein  singuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

Beispiel.     Nach  No,  6  hat  die  Gleichung 

9.  cösu.  ■  p  +  cos^  ■  q  —  C0S1  =  0 
das  vollständige  Integral 

10.  Ax  -^  Sy  +  Cz  —  \  =  a. 

wobei  die  Constanten  A,  B,  C  durch  die  Gleichung  verbunden  sind 

11.  Ac&i:».  +  Be0s%  -H  C«is-x  =  0. 
Durch  Elimination  von  C  aus  10.  und  11.  entsteht 

12.  {Ax  +  By)  cos-x  —  (Acosa  +  B cos^)  s  ~  cos-(  =  0 . 

Ax  -h  By  —  l 

also  ist  s  =  -: ■ s r  •  cos-i . 

A  eos  1  +  B  (OS  ^  ' 

Setzt  man  hier 

L_ =  „  ■*  _  i 

A€os%  +  B cos^  '       A cos t  -\-  B cos ^  ' 

so  erhält  man 

B 1  —  bcosn. 

Acosn  +  ££os?  "~  "   4-os^      ' 
und  daher 

1  ,  1  —  bcosa 

s  =  —  a  -h  ex  -{ 5 — y . 

cos  7  cosp       -^ 

Für  die  Gleichung  8.  erhält  man  hier 

xcos^  —  ycosa 

~  '  ■*  7^ 

Denkt  man  sich  für  9  irgend  eine  Function  gesetzt  und  die  Gleichung  oacl 
a  aufgelöst,  so  erhält  man  jedenfalls  a  in  der  Form 

a  =  'if{xcos^  —  ycosa), 
wo  nun   ^  ebenso  willkürlich  ist  wie  7;   setzt  man  dies  in  <f{a)  ein,  so  erfolgt 
für  b 

b  =  -/^{xcos^—ycesi), 
wobei  aber  7  durch  -^  bestimmt  ist.     Beide  Werthe  für  a  und  b  setien  wir  in 
das  vollständige  Integral  und  erhalten 


-f'[a)  -. 
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Die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  sind  zusammen  eine  willkürliche 
Function  von  (x  cos'^ — y  cosfi)\  daher  hat  man 
13.  z  cos^  —  y  COS1  =  f{x  cos^  —  y  cosa) , 

wobei  /  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.     Aus 

xcosp  —  y  cosa  ss  [(x  cos'(  —  z  cosa)  cosf^  -h  (z  cos^  — y  ^^^i)  ^f'sa] 

erkennt  man,  dass  man  13  ersetzen  kann  durch 

O  {x  cos*(  —  z  cosa,  z  cos[i  —  y  cos'f)  =  0 , 
wobei  O  eine  willkürliche  Function  ist,  in  Uebereinstimmung  mit  No.  6. 

Da  in  unserm  Beispiele 

cz 

2»      =  —  cosy, 
da  ' 

so  kann  es  kein  singuläres  Integral  geben. 

10.  Wenn  eine  Gleichung  z  =  gix^y)  die  partiale  Differential- 
gleichung I.  O.  F{x,yf  z,  Pt  q)  =  0  befriedigt,  und  nicht  durch  besondere 
Werthe  für  a  und  b  aus  einem  vollständigen  Integrale  z  ^!=f{xyy,  a,  b) 
hervorgeht,  so  gehört  diese  Gleichung  zu  dem  vollständigen  Integrale 
entweder  als  allgemeines  oder  als  singuläres  Integral. 

Denn  wenn  man  /{x^y,  a,  b)  nicht  durch  Specialisirung  der  Constanten  a 
und  b  in  g(x,y)  verwandeln  kann,  so  kann  man  doch  jedenfalls  für  a  und  b 
solche  Functionen  von  x  und  y  setzen,  dass  /{x,  v,  ^,  b)  as  g(x,  y)  wird. 

Aus  den  Untersuchungen  in  No.  5.  folgt  hieraus  sofort,  dass  g{x,  y)  entweder 
ein  zu  /  gehöriges  allgemeines  oder  singuläres  Integral  ist. 

Ein  vollständiges  Integral,  das  dazu  gehörige  allgemeine  sowie  das  zugehörige 
singulare  Integral  bilden  also  ein  vollständiges  Lösungs-Sy§tem  einer  partialen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein. 

11.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  der  linearen  partialen 
Differentialgleichungen  I.  O.;  und  zwar  zunächst  zu  Gleichungen  mit  zwei 
unabhängigen  Variabein.  Unter  einer  linearen  Gleichung  versteht  man  eine 
solche,  in  welcher  die  partialen  Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabein 
nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen;   bei  drei  Variabein   also  eine  Gleichung 

von  der  Form 

dz         _  dz 

wobei  JP,  Qy  R  constant  oder  Functionen  von  or,  y,  z  sind. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  hängt  aufs  Engste  mit  der  Integration  de 

Systems  zusammen 

dx        dy         dz 

^'  ~P^  Q   ^  'R' 

Hat  man  nämlich  ein  Integral  /{x^  y^  z)  ■=  a  dieses  Systems  gefunden,  wobei 

a  eine   willkürliche  Constante    bezeichnet,    so    ist   für    alle  Werthe,    die  dieser 

Gleichung  genügen 

3.  7^  dx  '^¥-  dy  -^  ^/-  dz  =^  Q. 

cx  oy    -^  cz 

Da  nun  /  ein  Integral  von  2.  ist,  so  erfüllen  die  x,  ^,  »,  dx^  dy^  dz,  die  der 

Gleichung  3.    genügen,    auch    die  Gleichungen    2.,    man  kann  daher  in  3.  die 

Differentiale  dx,  dy,  dz  der  Reihe  nach  durch  die  Functionen  P,  Q,  R,  ersetzen, 

denen  sie  nach  2.  proportional  sind;  folglich  hat  man 


^9"^  Integralreclmung. 

*•  ^dx-^  ^  dy^  ^  dz   -^- 

Da  nun 

a^c  "        ax  •  ^2 '     ajf  ~      äj'  *  a«' 

so  kann  man  4.  ersetzen  durch 

Hieraus  folgt,  dass  f{x,  y,  z)  ss  a  ein  particuläres  Integral  von  1    ist. 

Dieselbe  Schluss weise  kann  auch  rückwärts  durchlaufen  werden:  Ist/(jc,jr,  s) 
=  a  ein  Integral  der  Gleichung  Pp  -\-  Qq  —  ^  =  0,  so  ist  es  auch  ein  Integral 
des  Systems  2. 

Sind  /{x^yt  z)  =  a  und  g(x,y,  z)  =  ö  zwei  Integrale  des  Systems  2., 
so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1. 

wobei  O  eine  willkürliche  Function  bezeichnet 

Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  dass  <D  der  DifTerentialgleichung 
genügt 

^ao      ^  ao       „  ao 

ox        ^    cy  dz 

die  an  die  Stelle  von    1.   tritt,   wenn  z  durch  die  Gleichung  0  =  0  als  uneDi- 
wickelte  Function  von  y  und  x  bestimmt  ist.     Nun  ist 

ao      d<\>    a/  .  a<p    dg 

ex 

ao 


folglich  hat  man 


cy 

a<^ 

CZ 


'  a^  "^  a^ 

•a^c' 

a<D 

a/     ao 

og 

a/ 

'  dy' 

a<D 

a/      ao 

^K 

^/ 

•  av 

a<t      ^  ao       „  a<& 
-^-  ö  IS — H  ^ 


cf  \     cx        ^  CT)/  c^iffy         ^^  V     ^-^  ^^  ^*/ 

Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  beiden  rechts  stehenden  eingeklammerten 
Polynome   verschwinden,  so  folgt,  dass  in  der  That  die  Gleichung  5.  erfüllt  ist 
Wir  haben  somit  folgende  Regel:     Um  die  Gleichung  zu  integriren 

Pp  ^  Qq  ^  J?, 

bilde  man  das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

dx        dy        dz 

~P  "^  ~Q   ^  'R' 
s i n d /(jf,  j',  «)  s=  ff  und^(X)j',  «)  =  ^  zwei  Integrale  dieses  Systems,  so  ist 

das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

12.     Sind /(.T,  y,  s)  =  rt,    g{x,y,z)r=z  b ,    und  h{x,y,z)  =  c  particuläre 
Integrale  von 

pp  ^  Qq  ^  R, 
so  ist  h  eine  Function  von  /  und  g. 

Nach  der  Voraussetzung  gelten  die  Gleichungen 


dh         ^dh  „dh 

Cx         ^  Oy  cz 


1 


p 
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Fi 


^  Oy  dz  ' 


daher  verschwindet  die  Determinante  derselben 


1. 


dh 

oh 

dh 

ox 

dy 

dz 

df 

df 

df 

dx 

dy 

dz 

dg 
dx 

dg 
oy 

dg 

dz 

=  0, 


folglich  ist  //  eine  Function  von  /  und  g  (Differentialrechnung  §  4,  No.  5). 

Die  Gleichung  //(/,  g)  =  c  fallt  unter  <^(/,  g)  =  0;  es  ist  also  jede  Lösung 
der  partialen  linearen  Differentialgleichung  in  der  Form  0(/,  ^)  =  0 
enthalten. 

13.    Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

A.  Um  die  Gleichung  zu  integriren 

cosi.  ' p  -h  cos^  '  q  7—  cos'\  =  0 
bilde  man  das  System 

dx  \  dy  \  dz  =  costL  :  cos^  :  cos^ . 
Zwei  Integralgleichungen  desselben  sind 

xcos^  —  zcosa  =  c^  ,    ycos'i  —   zcos^  •==  c^\ 
daher  ist  das  allgemeine  Integral  der  partialen  Gleichung 

(t>{xcos'{  —  zcosa     ycos-i  —  zcos^)  =  0 . 

B.  [x  —  l)p  -\-  (j  —'  m)q  —  (2r  —  «)  =  0  . 
Hierzu  gehört  das  System 

dx  :  dy  :  dz  =  {x  —  l)  '•  (j  —  m)  :  {z  —  «) , 
mit  den  Integralgleichungen 


X  —  / 


y  —  m 


1  y 


z  —  n 
Das  allgemeine  Integral  ist  daher 

—  /     y  —  m 


n 


a  • 


\z  —  n      z  —  nj 


Aus  den  Identitäten 
X  - 


n 


l  nx  —  Iz 


y  —  m                   ny  —  mz 
n- —  »I  =  

z  —  n  z  —  n 


z  —  n  z  —  n 

folgt,  da  SS  man  dafür  aucli  schreiben  kann 

.  (nx  —  Iz  ny  —  mz\ 

<^\ ,      -^ 1=0, 

\   z  —  n  z  —  n   ) 

in  Uebereinstimmung  mit  No.  7. 

C.    Integration  von 


=  0. 


P 

q       -1 

X 

y      * 

Das  Htilfssystem  ist  hi 

dx 

cosn 
er 

COS^      COS'^ 

dy 

dz 


ycos^  —  zcos^        zcosa  —  xcos-j        xcos^  — ycosa  ' 
Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Werth  dieser  drei  Verhältnisse  mit  df,  so 
erhält  man 


dx  = 
dy  = 
äs  = 
n  diese  Gleicht 
%  und  addirt,  s 
\-  zds  =  0, 
beiden  Integral 
^  +  s^  =  c^, 
'.  Integral  der  ) 

+  >'  +  .', 

lineare  parti 
u  integriren 

dx^  ^  '*>  d. 

ystem  von  gc 
/*,  :  </ar,  :  . 
igralglcichun 

leine  Integra 
K  Dißerentiatioi 


dx. 


dx,  - 


+  '*»  dx^ 

i,  ob  4.  die  Gl 

iix 

dxk 
ein;  dadtirch 


1  7.  ein,  so  , 


lach  4.  der  KIi 

t  diese  Gleichti 

e   Auslührung  eines  Beispiels  unterlassen;   es  genüge,  darauf 

edes  integrable  System 
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sogleich  eine  integrable  lineare  partiale  Differentialgleichung  liefert. 


15.  Integrationnichtlinearerpartial  er  Differentialgleichungen!.  O. 

Die  Differentialgleichung  sei 

1.  ^{x,y,  z,p,q)  =  0. 

Die  Grösse  /  ist  eine  Function  von  x  und  y\  sie  kann  indess  auch  als 
Function  von  Xf  y  und  z  aufgefasst  werden,  wobei  z  als  unbekannte  Function 
von  X  und  y  zu  betrachten  ist;  q  wird  durcli  1.  als  Function  von  x,  y^  5,  / 
definirt. 

Sucht  man  nun  unter  diesen  Voraussetzungen  p  und  q  als  Functionen  von 
JT,  y^  Zy  so  zu  bestimmen,  dass 

wobei  durch  die  Klammern  angedeutet  wird,  dass  die  Differentialquotienten  unter 

der  Voraussetzung  gebildet  sind,   dass  z  durch  x  und  y  ersetzt  ist,   so  wird  der 

Ausdruck 

dz  =  pdx  -4-  qdy 

integrabel  und  liefert  durch  Integration  z  als  Function  von  x  und  y.     Nun  ist 

\dy)  '^  oy  '^  dz  dy  '^  dy  '^  ^  dz' 
(^Ä  _  dq_        dq_  dj_(dp        dl     \ 

\dx)  '^  dx^  dz^  ^  dp  \^x  '^  dz  ^)' 
Setzt  man  dies  in  2.  ein,  so  entsteht 

dqdl        dp         (  ^^W_^^^^^ 

*•  ^  dp  dx  '^  dy  ^  y  '^  op^J  cz  "  cx^  oz^' 

Ersetzt  man  hierin  q  aus  1.  durch  /,  so  enthält  diese  Gleichung  nur  x,  y^ 
Zf  py  ist  also  eine  lineare  partiale  Differentialgleichung  für  /  als  abhängige  und 
X,  y^  z  als  unabhängige  Variable.  Gelingt  es,  ein  particuläres  Integral  herzu- 
stellen, durch  welches  p  von  x^  y^  z  abhängig  gemacht  wird  und  das  eine  will- 
kürliche Constante  a  enthält,  so  hat  man  dies  in  1 .  einzusetzen,  und  erhält  dann 
aus  1.  q  durch  x^  y^  z,  a  ausgedrückt.  Beide  Werthe  hat  man  in  z  =  pdx  -h  qäy 
einzusetzen  und  dann  zu  integriren.  Das  Integral  enthält  ausser  a  noch  eine 
willkürliche  Constante,  ist  also  ein  vollständiges  Integral;  in  bekannter  Weise 
kann  man  dann  das  zugehörige  allgemeine  und  das  singulare  Integral  herstellen. 

16.    Beispiele.     A.     Aus  der  Gleichung 

pq  -^  z  =  0 

folgt  ^  "^  p' 

daher  ist 

?i  -  i-       ^      if:^:-^      ^  ^  ^  ^  -_  1 

"  dp  ~'  p^'     ^  ""  a/  ^  ""  /  '     dx      dz^  -^  ^' 

Die  partiale  Differentialgleichung  für  /  ergiebt  sich  zu 

^     ^        dj^        2«     3^  _ 

Dieselbe  hat  die  particuläre  I^ösung 

p  =  y  -^  a. 
Substituirt  man  dies  in  die  Differentialgleichung,  so  folgt 

z 


Wenn    man    diese   Wetthe   dir  /   und  ^   in  s  ^  pdx  -t  qdy  einsetit,  so 
«liält  man 


y^  a    ' 


wobei  /{y)    eine    unbestimmte  Function    von  y    bezeichnet.     Führt    man  diesen 
Werth  von  t  ein  in 


)  ergiebt  sich 


woraus  durch  Integration  hervorgeht 

f(y)  =  b{y  +  d). 
Das  vollständige  Integral  der  partialen  Differentialgleichung  ist  daher 

«  =  Lf+/)  (*  +  *); 

das  allgemeine  Integral  geht  durch  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  hervor 
'  =  (>  +  '')(*  +  ?[«]) 
x^  <fia)  +  0  +  «)^'(«)  =  ü, 
worin  f  eine  witlkltrliche  Function  bezeichnet 

B.  fix  -i-  fjr  -h  Pf  —  I  =  Q. 

Hieraus  folgt 

t  —  px       dq  xy  -\-  z 

^  ~  J+T '      H  Ö^/F ' 

iq  1  c?       ^?  j 

'-Tpf^tyrw  ii-^r.'^'"- 

Die  partiale  DiiTerentialgleichung  für  p  ist 

'y*'     If  ^'t  ^  ! *^  _  r> 

(y  +  p)''  ix^  iy*  U  +  t)''  '" 
Derselben  wird  durch  die  Annahme  p  ^  a  genügt;  hieraus  folgt 

q  =  {z  —  ax) :  {y  -i-  a) . 
und  aus  beiden  Werthen 

äs  =  aJx  + äy. 

y  +  a 

Nach  dieser  Gleichung  ist 

—  =  «,     also    «  =  a*  +  /{y) , 

wobei  /  eine  noch  unbestimmte  Function  bezeichnet.     Aus  diesem  Werthe  von 
s  ergiebt  sich 

und  daher  zur  Bestimmung  von  / 

J  \J)  y  +  a  y  +  a 

also  f  =  bij-^a). 

Daher  ergiebt  sich  das  vollständige  Integral 

(  ^  ax  +  by  +  ab . 


r^ 
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•1 


•1 

i 


Das  allgemeine  Integral  besteht  aus  den  beiden  Gleichungen 

z  =  ax  -^  {y  -^  ä)  <p(ä)  , 

X  -h  <p(ä)  -h  O'  -h  a)^'(a)  =  0, 
worin  9  willkürlich  ist. 

Für  ein  singuläres  Integral  hat  man  die  Gleichungen 

X  -h  d  =  0,      ^-t-dj  =  0; 

werden  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  a  und  d  in  das  vollständige  Integral  •] 

eingesetzt,  so  erhält  man  das  singulare  Integral  J 

z  ==  —  xy,  ^ 
das,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt. 

Das    singulare  Integral    stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar;    das  voll-  ; 

ständige  für  bestimmte  Werthe  von  a  und  d  eine  Tangentenebene  dieser  Fläche ;  f 

das  allgemeine  irgend  eine  abwickelbare  Fläche,  die  der  singulären  Lösung  um-  .; 

geschrieben  ist,  deren  Tangentenebenen  alsQ  eine  Auswahl  aus  den  dem  voll-  i 
ständigen  Integrale  entspringenden  bilden. 

17.     Die    Integration     einer    nicht    linearen    Differentialgleichung    mit    drei  ' 

Variabein  kann  auch  mit  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  \^ 

von  der  Form  t 

1.  I^äx  4-  Qäy  -h  /^äz  -4-  Sdp  =  0  ] 
in  Zusammenhang  gebracht  werden.  '! 

Der  gegebenen   Differentialgleichung  entnimmt  man   den  Werth  von  g  und 

substituirt  ihn  in  ;^ 

2.  dz  =  fdx  -+-  qdy ,  •  •i 

Die   Gleichung  2.  geht  hierdurch  in  eine  Gleichung  von  der  Form  1.  über. 

Man  integrirt  dieselbe   durch  zwei  Gleichungen,  die  eine   willkürliche  Function 

enthalten  und  eliminirt  dann  /  aus  diesen  Gleichungen. 

Beispiel.     Die  Differentialgleichung 

/^  —  ^  =  0  j 

giebt  p^dx  -\-  zdy  —  pdz  =  0.  - 

Daher  ist,  wenn  man  in  §  2G,  No.  8  /  durch  /  ersetzt, 

P  =  p\        Q    ^  z,         R    =  p,        5=0, 

P^=0,  <2x=0,         i?.r=0,         5^  =  0, 

/>^     =     0  ,  ö^.     =     0  ,  ^,     =     0  ,  5y     =     0 , 

jP,  =  0,  C.  =  1,         ^*   =  0,         5,  =  0, 

Pp^lpy  Qp^^f  ^^=—    1,       5;,    =    0. 

Hieraus  ergiebt  sich  ^ 

^  =  —  £: ,       Ü  =  /»  ,       SR  =  2/« ,       S  =  /2  . 

Das  System  simultaner  Gleichungen  §  2r>,  No.  8,  2  ist  daher 

dx        dy         dz         dp  ''■■ 

Y  ^  p^  ^  2pz  ^  p^  '  : 

Die  Integralgleichungen  hierzu  sind 

z  =  ap^  pX==ap-\-^fy=p-\'C.  t 

Aus  denselben  folgt 

a  =  0 ,       p  =  /»  ,       7  =  ör/>2  . 

Unterdrückt  man  den  Faktor^^,  so  erhält  man  daher  fur<7,  //,  c  die  Differential- 
gleichung (§  26,  No.  9,  10) 

dd  -f-  ade  =  0. 

Diese  wird  durch  das  System  integrirt  ; 

/;  H-  ar  =  <p(a), 

c   =    (p'(ö). 
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Ersetzt  man  hierin  a,  b,  c  dur 


Durch  Elimination  von  p  aus  1 
Integral  der  gegebenen  partialen  E 

Denselben  Gedankengang  kan 
Differentialgleichung  mit  mehr  als 
einer  partialen  DifierenCialgleichunj 
und  der  abhängigen  x  auf  eine  Di 

dx  =  ;»,</*,  +  /,* 

wobei    pi  s»  dx  :  bx/,    und  fUr  e 
Difierentialgleichung  folgender  We^ 

§  28.     Partiale  DifEerer 
1.    In  der  Differentialgleichung 


substituiren  wir 


\dxdy} 


Hierdurch  geht  dieselbe  über 

8p   dp 


so  erhält  man  anstatt  2. 
4  P£     g£ 

Cj:  ■  ?y 
Hieraus  folgt  (Differential rech 
/  ist;  und  umgekehrt,  sobald  dies 
Wir  setzen  daher 

wobei  f   eine   willkürliche  Function  bezeichnet.     Durch  Differentiation  nach  j 
erhält  man  hieraus 


folglich  nach  3. 


f'(J) 


dx' 


Dies  ist  eine  lineare  partiale  Differentialgleichung  I.  O.  fiir^.  Der  Vergleid 
mit  §  27,  No.  11.  ergiebt 

J>  =  ^'{/),       Q  =:  —  l,       Ä  =  0, 

Folglich  ist  das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu  integiiren 

dx  +  f'{p)äy  =  0,      äp  =  0. 

*)  Ein«  Zusammensteltung  der  Integralionsmellioden  fU>  putiale  Diner^ntislgleichnifn  1. 0. 
mit  ausführlichen  Literaturnachweisen  enthält  Mansion,  Theorie  des  equations  aux  deriiies  pir- 
tielles  du  preinier  ordre.     Paris.   1875. 
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Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  das  Integral 
J.  =  a, 
und  mit  Htilfe  dessenlaus  der  ersten 

X  ■+■  f'{f)y  =  b, 
vobei  a  und  b  willkürticlie  Constante  bezeichnen.    Das  Integra' 

7.  X  +  f'ip)-y  =  +(;»). 

wobei  -if  eine  willkürliche  Function  ist.     Ersetzt  man  in  dieser 

'^'{P)dp  =   äq, 
so  erhält  man 

8.  xdp  ^  ydq  =  i({p)dp. 
Da  nun 

d{xp  -\-  yq  —  z)  =  xdp  +  pdx  +  ydq  -\-  qdy  —  .      d. 
=  xdp  +  ydq, 
so  folgt  aus  H.  durch  Integration 

0,  xp  ^yq  -  z  =  Mp)äp. 

Setzt  man 

S^iP)äP  -  xiP). 
wobei  y  ebenso  willkürlich  ist,  wie  ^,  so  erhält  man  das  Integi 
Differentialgleichung  durch  Klimination   von  p  und  q  aus  den 

?  =  ¥(;♦). 

10.  xp  -t-yg  -  t  =  xiP). 

X  -t-  f\p)y  =  x'iP)- 

Das  Integral  enthält  zwei  willkürliche  Functionen. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  das  Integral  eine  abwic 
darstellt.     Denn  aus  der  Gleichung  der  Tangenten  ebene 

r-|i(E-,)  +  |(,-^) -(£-.)  = 

folgen  die  Goordinaten  von  T 

„  = l „  = £ 


xp-\-yq  —  s  xp  +  yq- 

1 


p   ■=   —  q  =  —  xp   -^  yq  —  2^=- 

Setzt  man  dies  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  10-,  so  < 
Ebenencoordinaten  der  eine  Integralfläche  berührenden  Tar 
beiden  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 


12. 

Die  Tangentenebenen  der  den  willkürlichen  Functionen  f 
Integralfläche  berühren  daher  die  beiden  Flächen  11.  und  12. 
Integralfläche  als  abwickelbare  Fläche  charakterisirt  (Analyt.  C 
§  10,  No.  1  u.  f.). 

2.  lfm  u  als  Function  der  unabhängigen  Variabein  x 
summen,  dass 


wobei  F  eine  willkürliche,  w  eine  nocli  zu  bestimmencie  Function  von  x 
bezeichnet.     Substituirt  man  2.  in  1.  so  erhält  man 

Dieser  Gleiciiung  wird  unabhängig  von  der  willkürlichen  Function  F  gi 
wenn  man  w  so  bestimmt,  dass 


dfl 


■-  0, 


4.  f^  _  0, 

*■  dt    -"^  "  '^x' 

Aus  3.  folgt 

H-  =  ^/  +   V. 
wobei  jt  und  v  die  Variable  x  enthalten  körmen. 
Setzt  man  dies  in  4.  ein,  so  erhält  man 

H"/  +  v"  =  0, 
woraus  folgt 

H"=  v"=  0; 
also  ist 

^i  =  üa;  +  ß.     V  =  Y^v  +  3, 
wobei  a,  ß,  i,  ö  Constante  bezeichnen.     Hiemach  ergiebt  sich 
w  =  axi  +  ^f  +  Tx  -t-  S . 
Substituirt  man  dies  in  b.,  so  erhält  man 

aa:  +   ß  =   ±  «(«Z  +  t). 
Da  diese  Gleichung  unabhängig  von  x  und  i  erflillt  sein  soll,  so  folgt 

a  =  0,     p  =  ±  *i. 
Man  erhält  daher 

w  =  ?ix±af)  -i-  o. 
Man   kann  wegen    der  Unbestimmtheit  der  Function   F  den  Faktor  J  und 
das  Glied  3  in  w  unterdriicken.     Bedenkt  man  ferner,  dass,  wenn 

particuläre  Lösungen  von  1.  sind,  alsdann  auch  1.  durch 

gentigt   wird,   so   erkennt   man,    dass   das   allgemeine   Integral   der 
Differentialgleichung  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird 
a  =  F{x  +  al)  +  G{x  —  at)  . 

Man  kann  die  willkürlichen  Functionen  F  und  G  immer  so  bestimmen, 
für  /  =  0  die  Functionen  u  und  duiil  sich  in  gegebene  Functionen  vo 
verwandeln.  •*) 

Verlangt  man,  dass 

*j  In  der  malbcmatischen  Physik  wird  gezeigt,  dass  dies  die  Diücrcnlialgleiduing 
welche  die  Geslall  einer  schwingenden  elastischen  Linie  bestimmt,  wobei  x  die  AbKisw,  * 
Orilinate  eines  l'unkis  der  Linie  und  /  die  Zeit  bezeichnet 

"•)  d.  i.  so,  dass  für  den  Anfang  der  Bewegung  die  Form  det  gespannten  Linie  so»k 
Anfangsgeschwindigkeiten  aller  ihrei  Punkte  gegebene  Werthe  haben. 
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so  kann  man  zunächst  Uq  so  bestimmen,   dass  es  der  ersteren,   und  Uy  so,  dass 
es  der  anderen  dieser  beiden  Bedingungen  genügt,  und  dass 

-^  =  0 ,     «1=0,     für  /  =  0 . 
Man  sieht  sofort,  dass  man  fiir  Uq  zu  nehmen  hat 

Denn  es  ist 

^  =  i  a  [/'(*  +  «/)  -  /'(*  -  '»Ol . 
für  /  =  0  hat  man  daher 

Ebenso  erkennt  man  sogleich,   dass  die  für  u^   gegebenen  Bedingungen  von 
der  Function  erfüllt  werden 

x+at 


«1  =^fm'i^- 


x—nt 

Durch  Addition  von  «q  und  «,  erhält  man  das  allgemeine,  den  gegebenen 
Bedingungen  genügende  Integral 

JT — at 

4.  Die  Differentialgleichung 

geht  aus  der  soeben  integrirten  hervor,   wenn  man  in  der  letzteren  f,  x,  a  der 
Reihe  nach  durch  x,  y,  i  ersetzt;  das  allgemeine  Integral  derselben  ist  daher 

u  =  F{x  -f-  iy)  -f-  G{x  —  iy) . 

5.  In  die  Differentialgleichung 

du  .  d^u  ^ 

'■  ^7  =  "*«^*) 

substituiren  wir  versuchsweise 

u  =  ^«tr+ß^; 
wir  erhalten  Hlr  a  und  ß  die  Bedingung 

P  =  Ä^a». 
Daher  hat  1.  das  particuläre  Integral 

Ersetzen  wir  hierin  a  durch  ±  /a,  so  entstehen  die  beiden  Lösungen 

Man  erhält  hieraus  neue  Lösungen,  wenn  man  diese  Grössen  mit  beliebigen 
Faktoren  multiplicirt  und  addirt.  Nimmt  man  die  Faktoren  ^^-"«^  und  ^^''^^ 
so  erhält  man 

e-^^^^Uosd  {x  —  X)  . 

Ertheilt  man  hierin  a  und  X  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werthe,  multi- 


•)  Von  dieser  Gleichung  hängt  die  Temperatur  u  der   Punkte  eines   Körpers  ab,    wenn 
vorausgesetzt  wird,  dass  dieselbe  sich  nur  parallel  der  ^- Achse  ändert;  /  ist  die  Zeit 
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Ausgleichungsrechnung 

bearbeitet  vpa         i  _ 

Dr.  Richard  Heger, 

A   ~T~' 
Gymnasiallehrer  u.  a.  o.  Hon.-F'rofessor  am  Kgl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


§  1.    Einleitung. 

1.  Zu  zwei  gegebenen  realen  Zahlen  a  und  b  kann  man  die  Zahl  |jl  suchen, 
die  a  und  b  möglichst  nahe  liegt.  Als  Lösung  dieser  Aufgabe  betrachten 
wir  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  b 

1.  PL  =  \{a  -h  b\ 

weil  dasselbe  um  Differenzen  von  gleichem  absoluten  Werthe  von  a  und  b  ab- 
weicht. Ebenso  wird  das  arithmetische  Mittel  (x  von  n  gegebenen  Zahlen  a^y 
«2  .  .  .  an  allgemein  als  die  Zahl  betrachtet,  die  den  Zahlen  a^,  a^  ,  ,  .  a^ 
möglichst  nahe  liegt,  denn  bei  der  Gleichung 

2.  JJL  =  —  (äj  -h  ^2  -h  .  .  -+-  ö«) 

fi 

sind  die  gegebenen  Zahlen  gleichmässig  betheiligt  und  fiir  den  Fall  ;«  =  2  kommt 
man  auf  1.  zurück. 

Sollen  die  gegebenen  Zahlen  einen  verschieden  grossen  Einfluss  auf 
die  Zahl  ji  haben,  so  kann  man  denselben  derart  abschätzen,  dass  man  sich  in 
den  Zahlpunkten  öj,  «g»  ^3  •  •  •  der  Reihe  nach  /j,  /g,  ^^3  .  .  .  Zahlpunkte  von 
gleichem  Einflüsse  vereinigt  denkt;  alsdann  erhält  man 

^  ""        />i  -H/a -+-/3 -^-••• 
Wirken  an  einem  Hebel  gleiche  Gewichte  in  den  Abständen  öj,  a^y  a^  •  .  . 

vom  Unterstützungspunkte,  so  können  dieselben  durch  ein  Gewicht  von  «facher 
Grösse  ersetzt  werden,  das  am  Hebelarme  2.  wirkt.  Sind  die  Gewichte  ungleich 
Pif  P2*  fi  '  •  '  f  so  werden  sie  durch  ein  Gewicht  ersetzt,  das  ihrer  Summe 
gleich  ist  und  den  Hebelarm  3.  hat 

In  Rücksicht  auf  diese  mechanische  Anwendung  bezeichnet  man  die  Faktoren 
Pv  Pit  /s  •  •  •  ^^s  ^^^  Gewichte  der  Zahlen  a^,  a^,  «3  .  .  . 

2.  Um  die  Gerade 

y  =  ax  -h  b 

zu  bestimmen,  die«  willkürlich  gegebenen  Punkten  /\,  /j,  . . .  /'«möglichst 
nahe  liegt,  bilden  wir  die  Differenzen  Xj,  ^^  ^^^  zu  den  Abscissen  x^,  x^  .  .  . 
^^J" gegebenen  Punkte  gehörigen  Ordinaten  der  Geraden  und  derOrdinaten^j,^2  •  •  • 
Die  Forderung,  dass  die  Gerade  den  Punkten  möglichst  nahe  liegen  soll, 
wird  ihren  mathematischen  Ausdruck  darin  finden,  dass  eine  bestimmte  Function  7^ 
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der   DifFerenzen  X,,  Äj  .  .  , 

von  /■,,  y,j  .  ,  .  dient,  einen  möglichst  kleinen  Wertli  erreichen  soll.    Wenn,  i 
wir  zunächst  voraussetzen,  die  Punkte  alle  dasselbe  Gewicht  haben,  so  win"  *' 
eine  symmetrische  Function   der  X  zu   wählen  sein.     Nehmen   wir  fem 
Grundsatz  an,   dass  nur  der  absolute   Werth,   nicht  das  Vor/.eichen  der 
scheidend  sein  soll,  so  darf  F  nur  gerade  Potenzen  der  X  enthalten. 
Die  Bedingungen  für  das  Minimum  von 

.F(X„  X,  .  .  .),       K^axr^  b  —  yr 
sind 

hF  cF 

,-   =   n,        -;-r   =  0,      d.  I. 

Ca  '       cb  ' 
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J  2X^' 

Wir  stellen  nun  noch  die  Forderung,  dass  die  Coefficienten  a  und  i 
die  Gleichungen  I.  linear  bestimmt  sein  sollen. 

Hieraus  folgt,  dass  bF:c\,  eine  lineare  Function  der  X,  sein  muss. 

Wir  erhalten  daher  für  F  eine   symmetrische  quadratische  Function 
die  nur  die  Quadrate  der  X^  enthält.     Da  ein  gemeinsamer  Faktor  oder 
den  X,  unabhängiges  Glied  ohne  Einfluss  auf  den  Eintritt  eines  Minimui 
so  ergiebl  sich  für  F  die  Function 
2-  F  =  i.»   +  X,a  +  X,"  4-  .  .  -(-  i«,. 

Bezeichnen  wir  X,  als  die  Abweichung  der  Geraden  vom  Punkte 
liegt  hiernach  diejenige  Gerade  den  Punkten /*,,  F^  .  .  .  F,  mö 
nahe,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  v 
Punkten  F.,  /*,  .  .  ein  Minimum  wird. 


Aus  2.  folgt 


-Er- 


setzt man  zur  Abkürzung 

^i?i  +  Pi^i  +  ■  ■  ■  +/»?.  =  !>?]. 
/,+/»  +  ...+  A  "  ü»] . 

so  ergehen  sich  zur  Bestimmung  von  a  und  b  die  Gleichungen 

4.  H  «  +  ,s   ={,]. 

Aus  4.  folgt,  dass  die  durch  3.  und  -1.  bestimmte  Gerade  den  Punkt 
der  die  Coordtnaten  hat 

^  =  «  (-^1  +*a  -t-  ■  ■).    >  =  „(>'i  +.r;  +■  ■-); 

dies  ist  der  Schwerpunkt  der  gegebenen  Tunkte. 

3,  Zur  Bestimmung  der  Kbene  T.  welche  «gegebenen  Pi 
y,,  /"j,  .  .  J'„  möj;lichst  nahe  liegt,  genügen  die  zur  Lösung  der 
Aufgabe  getroffenen  Bestimmungen.  Die  Ebene  T  wird  durch  die  Fol 
definirt 

/  ^  X,^  +  Xj*   +  .  .  +  X„*  =  Minimum, 

wenn  7'  die  Gleichung  hat 

z  =  ax  +  by  +  c. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 
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Zur  Bestimmung  von  a^  b,  c  hat  man  daher  das  lineare  System 

\xx]  a  -h  [xy]  ^  -H  [x]  ^  =  [xz] , 
[xy]  a  -Jf\yy]b  -^  [y]c  =  [yz] , 
[ä]  a  -f-   [y]  ^  -h    «<:   =   [«]. 
Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  T'den  Schwerpunkt  von  /\,  F^t  .  .  Pn  enthält. 
4.    Die  lineare  Function 
1.  a^Xy^  -+-  a^x^  +  a^x^  4-  .  .  .  -H  tf,«-i^,«_i  -h  <»« 

kann  für  die  gegebenen  Werthsysteme 

1.  ^13»      '^iS»      "^3*    •    • 


n  >  m 
im  Allgemeinen  nicht  die  gegebenen  Werthe 

3-  J'i,  y%.  J's»  •  •  •  >'« 

annehmen.     Die  Function  1.,  welche  für  das  System  2.  solche  Werthe  annimmt, 

die  den  Zahlen  3.  möglichst  nahe  liegen,  kann  durcli  geeignete  Erweiterung  der 

Jh  No.  2  durchgeführten  Betrachtungen  ohne  neue  Annahmen  bestimmt  werden; 

nämlich  aus  der  Forderung 

Xj*  -h  Xj*  +  Xj^  -h  .  .  .  -f-  \^n  =  Minimum^ 

kr   "^   d^X^r    ~T~    ög-^jr    "H    •    •    •    "H    ^m—l^m — l,r    "+"    ^/«  yr  • 

Aus  4.  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Coeflficienten  a^^  a^^ . .  a„t 
das  lineare  System 

[x^x^]  tfj  4-  [^1^2]  öfj  -f-  .  .  .  -H  [ä,  Jc,«-i]  a^^x  -f-  [^1]  ö;«  =  [^i^'i], 

[x^x^]  «1  -f-  [x^x^]  Äj  -H  .  .  .  -f  [ä:,ä:„,_i]  tf;„_i  -+•  [x^]  a„,  =  [^jj'i], 
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Zufolge  der  letzten  dieser  Gleichungen  wird  die  Gleichung 
a^Xi  -+■  a^x^  -f-  .  .  -H  a„t-\XM-\  -h  a^t  =  y 
befriedigt,  wenn  man  statt  x^,  x^,  x^,  ...  j'  die  Werthe 

-Kl  -<-*i2  -+-  •  •)»       -(-^iJ  +a:,3  -h  ...),..  .  ^Oi  -4->2  -»-  •  0» 
d.  i.  die  arithmetischen  Mittel  der  für  die  jc,,  jr^,  .  .  .  ^^  gegebenen  Zahlen  setzt. 

5.    Durch  (w  -H  1)  Punkte  ist  eine  Curve  C  von  der  Gleichung 

y  =  ^0  -h  öj^  H-  a^x^  -+-..-+-  a„tX^ 
unzweideutig  bestimmt.     Sind  n  Punkte  gegeben  und  ist  «  >  »«  H-  1 ,   so  kann 
man  nach  der  Curve  C  fragen,   welcher  die  gegebenen  Punkte  möglichst  nahe 
Hegen. 

Da  die  Curvengleichung  die  zu  bestimmenden  Constanten  a^,  a^,  ,  .  .  a,n 
linear  enthält,  so  wird  man  die  bisher  angewandte  Methode  auch  auf  den  vor- 


)ific 

It  n 
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egeben  («  >  2m  +  1)  und  bestimmt  man  eine  diesen  Punktm 

inschli essende  Curve  C  wieder  durch  die  Bedingung 

'  +  Jij*  +  X,*  -(-  .  .  +  />'„  ^=  Minimum, 

«0  +  a,  föjj;,  +  .  .  +  djsinxr      -  -  —  >r . 

ie  Coeßidenten  a^,  «,,  .  .  .  i,,  .  .  .  die  Gleichungen 

fxc0sfx]a^  ■+■  [cos-2xcospx]a^  +  .  .  +  [eosmx£aspx]a„ 

tx  eospx]  *,  ■+-  [sin2x  cospx\  b^  +  .  .  +  [sinmx  cospx^  i. 

=  [ycospx] , 
sxsmpx]a^  -t-  [i:cisixsinpx]aj  +  ,  .  +  [ct>smxsinpx]an 
nxsinpx]b^  +  [sinixsinpx]b^  +  .  .  +  \sinmx sinpx\bK 

=  \ysinpx], 
/*  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  «. 
;en  lassen  in  einem  besonderer.  Falle  eine  einfache  Ix)sun| 
lie  X  so  gewählt,  dass 

j:,-4-i  =  rtp,       9  =  2i::b, 
chungen  Coefficienten  von  der  Form 

cospf  casqf  +  cosipf  cos^ijf-ir  .  .  +£os(n —  V)PfCos{n—\)^^. 
i<fsin^f  +  <-as2pf  iitii^f  +  ..  +  cos(n  —  l)Pfsiii{ii  -\)i}. 
ifsinftf  +  sin2p^sin2f<f  +  . .  +  ««(»—  l)PfiiH{t—\)i^- 
m  setzen  wir 

-  ß)  -1-  f^j(«  +  Wl .    «■««  ""«ß  =  i  kö^C«  -  P)  -  «H^«  +  ?'.■ 

ca^^sin?  =  i[««(*  +  p)  -  ««(»  -  p)),  I 

'^?*]  =  gS'^'"*^"*'^'''"^  2  2''''^*'^"^^'''■ 
«H=  22*«*(/  +  ?)?— 2]S"''■*^'*~?^'f• 
,■i-l  ,»-1 
«?•*]  =  gS'"*'*^  -  ?) T  —  2 2*^"-^ ^4 0»  +  ?) ? ■ 

I :  (1  _  a)  ==  I   +  3  +  z»  -f-  3*  +  .  .  -,-  ,--i 
Zaiil 

2  =  casip  ±  4»)  p  +  iVw(/  ±  y)  ip- 


§  2.     Beobachtungsfehler.  9^7 

SO  ist,  wenn  die  ganzen  Zahlen  /  und  q  niclit  gleich  sind,    1  —  z  von  Null  ver- 
schieden und  2:'*  =  1;  daher  ist 

1   -h  5  -h  «2  -H  .  .  -h  5«-l  =  0. 
Die  Sonderung  des  Realen  und  Imaginären  giebt 

0  1 

Für  den  Fall  p  =  q  erhält  man  aus  2.  unter  Rücksicht  auf  3. 
4.  [cos^px]  =  ^« ,       [sin^px]  =  ^«  . 

Mit  Hülfe  von  2.,  3..  4.  ergeben  die  Gleichlingen  1.  die  Auflösungen 

1  2  2 

^o  =  -W»      ajt  =  -\ycoskx],      bk  = -\ysinkx]*) 

G.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Quadratsummen),  die  wir  in 
den  Abschnitten  No.  2  bis  5  angewandt  haben,  lässt  sich  auch  in  den  Fällen 
No.  1  verwenden.  Wird  zu  den  gegebenen  Zahlen  ^p  ^2  *  •  •  ^«  ^^"^  ZM.  [i  so 
bestimmt,  dass 

Xj^  4-  Xj^   H-  .  .  -4-  \'^n  =  Minimum^ 

so  folgt  zur  Bestimmung  von  fx  die  Gleichung 

{\L  —  a^)  -+-  (p.  —  dJg)  -h  (jjL  —  Ö3)  -f-  .  .  -h  (|i.  —  an)  =  0 , 
aus  welcher  man  erhält 

K-   =    -  («1   -h  /?2  -h  Ö3  H-  .  .  .  -+-  rt„). 

§  2.    Beobachtungsfehler. 

1.  Bei  keiner  Messung  kann  man  mit  Sicherheit  behaupten,  dass  das  durch 
sie  gewonnene  Resultat  vollkommen  genau  sei.  Auch  das  sorgfaltigst  gearbeitete 
Instrument  hat  Fehler;  aucli  der  vortrefflichste  Beobachter,  dessen  Sinne  und 
Urtheil  aufs  Beste  beanlagt  und  geschult  sind,  gelangt  an  Grenzen,  an  welchen 
sein  Urtheil  anfangt,  unsicher  zu  werden. 

Die  Fehler  einer  Messung  theilt  man  ein  in  constante  und  in  zufällige 
Fehler.  Unter  constanten  Fehlem  versteht  man  Fehler,  die  durch  solche  Ab- 
weichungen vom  idealen  Baue  des  Instruments  herrühren,  welche  während  einer 
hinlänglich  grossen  Zeit  sich  riicht  merklich  ändern,  sowie  die  von  der  Individuali- 
tät des  Beobachters  abhängigen  Fehler,  sofern  sie  sich  immer  in  einem  bestimmten 
Sinne  geltend  machen.  Alle  übrigen  Fehler,  die  von  den  wechselnden  äusseren 
Umständen  (Handhabung,  geg-enseitiger  Lage  der  Theile  des  Instruments,  Tem- 
peratur der  Lufl,  Bestrahlung  durch  die  Sonne  u.  s.  w.)  in  einer  Weise  abhängen, 
dass  sich  die  Bestimmjjng  ihres  Einflusses  der  Beurtheilung  entzieht,  werden  als 
zufällige  bezeichnet. 

Die  constanten  Instrumentfehler,  sowie  die  constanten  Fehler  des  Beobachters 
müssen  zunächst  möglichst  scharf  bestimmt  werden;  dies  erfolgt  durch  Messungen, 
die  genaue  Prüfungen  der  Resultate  zulassen;  diese  Messungen  werden  unter 
möglichst  günstigen  Umständen  und  mit  der  grössten  Sorgfalt  ausgeführt,  so  dass 
man  sicher  sein  kann,  dass  dabei  die  zufälligen  Fehler  auf  ein  Minimum  herab- 


*)  Weitere  Ausführungen,  auch  in  Bezug  auf  Cur\-en  von  gegebenem  Charakter,  die  zwischen 
gegebenen  Abscissen  einer  gegebenen  Curve  möglichst  nahe  liegen,  sowie  historische  und  kritische 
Bemerkungen  über  die  verschiedenen  Methoden,  die  Ausgleichungsrechnung  zu  bcgründenf  findet 
man  bei  Henke,  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.    Inauguraldissertation.    Leigzig  1868. 


gedrückt  sind.     Die  zufälligen  Instnimentfeh 
Beobachters    fassen    wir    unter    der   Bezeich 


Wir  nehmen  in  allen  folgenden  Betracl 
Constanten  Fehler  ermittelt  und  die  Beobach 
bessert  worden  sind;  so  dass  nur  noch  die  } 
fehler  erübrigt, 

2.  Hat  man  eine  Grösse  direkt  wiederh 
Stimmung  mehrerer  Unbekannten  mehr  Gle 
als  zur  Ermittelung  der  Unbekannten  nöthi« 
bekannte  direkt  erhaltenen  Werthe,  bez.  di( 
schiedenen  Combinationen  der  Gleichungei 
zufälligen  Messungsfehler  nicht  vollständig 
darauf  an,  für  die  Unbekannten  solch 
Messungsresultaten  sich  möglichst  gu 

Die  Berechnung  dieser  Werthe  führt  den 

Dieselben  Gründe,  welche  uns  bei  den 
auf  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinste 
für  die  Ausgleichungsrechmmg  maassgebend' 
Ausgleichungsrechnung  den  Satz  auf:  Die  a 
bekannten  sind  so  ku  wählen,  dass  dii 
weichungen  im  Minimum  wird,  wobei  w: 
des  Wcrthes  einer  Function,  den  sie  flir  die 
Weniie  der  Unbekannten  annimml,  und  des 
trags  der  Function  verstehen. 

§~3.    Ausgleichung  direkb 

1.  Hat  man  durch  n  direkte  Messungen 
mit  den  zufälligen  Fehlern  behafteten  Besti 
und  hat  man  keine  Veranlassung,  diesen  Beo 
erkennen,  so  ist  der  ausgeglichene  Werth  de 

1  , 

•*    =    "„  {*!    +  *J    +  *J 

Die  Abweichungen  sind 

\^    =  X  —  x^  ,       Xj  = 
Unter  der  mittleren  Abweichung  ). 
Quadrat   das   arithmetische  Mittel  dei 
Hiemach  ist 

\->  =  -  (13  -+■  X,s  + 

Die  mittelbare  Abweichung  dient  dazu 
achtungen  a,,  x^,  .  .  abzuschätzen;  je  kleiner 
reilien  für  dieselbe  Unbekannte  sich  ergiebt, 
zeigen  die  Beobachtungen  der  betreffenden  I 

2.  Beispiel. 

Für  die  geographische  Breite  der  Ofenei 
10  Resultate'*) 

*)  Diest'  Begründung  der  AuEgleichungsrechnunf 
**)  LiAGRE,  Caleul  des  piobabilites  et  thcorie  des 
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No. 


Xk 


^k     I  X« 


1 
2 
3 
4 


5 


6 
7 
8 
9 
10 


47°  29'  11",5 
12",2 
12",8 
11",2 
11",7 

12",3 
11  ",5 

ir',9 

12",4 
12",5 


-+-0,5 

0,25 

—  0,2 

0,04 

—  0,8 

0,64 

+  0,8 

0,64 

-H  0,3 

0,09 

0,3 

0,09 

4-  0,5 

0,25 

-h  0,1 

0,01 

-0,4 

0,16 

—  0,5 

0,25 

^=47°  29'  12",0| 

Da  die  x^  nur  in  den  Sekunden-Einern  abweichen,  so  gentigt  es,  zur  Be- 
rechnung von  X  die  Einer  und  Zehntel  zu  addiren  (die  Summe  beträgt  20)  und 
den  zehnten  Theil  der  Summe  zu  47°  29'  10"  zu  addiren. 

Aus  der  letzten  Columne  folgt 

[X«]  ==  2,42 . 

Daher  ist  X  =  1/2,42  :  10  =  dt  0,49 . 

3.  Wenn  man  Grund  hat,  einzelne  Beobachtungen  einer  Reihe  flir  wesent- 
lich zuverlässiger  (oder  minder  zuverlässig)  zu  halten  als  die  anderen,  so  drückt 
man  diesen  Unterschied  dadurch  aus,  dass  man  den  Beobachtungen  ungleiche 
Gewichte  beilegt. 

Haben  die  Beobachtungen  x^,  x^,  x^,  .  .  .  der  Reihe  nach  die  Ge- 
wichte /j,  /j,  /a,  .  •  . ,  so  ist  der  ausgeglichene  Werth 


X  5= 


Die  aus  der  Gleichung 


/: 


X2  =  ^i^i'-+-/»^>*-^A3^3- 


bestimmte  Zahl  bezeichnet  man  in  diesem  Falle  als  die  mittlere  Abweichung 
der  Gewichtseinheit. 

4.    Beispiel. 

Bei  einem  Repetitionstheodoliten  ist  ausser  dem  Femrohre  auch  der  horizon- 
tale Theilkreis  um  eine  verticalc  Achse  drehbar;  man  kann  daher  das  Femrohr 
ftir  sich  allein  um  die  Verticale  drehen,  während  der  Theilkreis  feststeht,  kann 
aber  auch  den  Theilkreis  in  fester  Verbindung  mit  dem  Femrohre  drehen.  Um 
den  Winkel  zwischen  den  Verticalebenen  zweier  Objecte  A  und  B  zu  bestimmen, 
richtet  man  das  Fernrohr  auf  A  und  liest  die  Stellung  des  Nonius  ab ;  dreht  dann 
auf  Bf  verbindet  das  Fernrohr  mit  dem  Theilkreise  und  dreht  beide  zusammen 
zurück,  bis  ersteres  auf  A  gerichtet  ist  u.  s.  f  Nachdem  die  Drehung  des  Fem- 
rohrs von  A  nach  B  genügend  oft  wiederholt  worden  ist,  liest  man  die  Stellung 
des  Nonius  ab  und  addirt  zur  Ablesung  die  Anzahl  ganzer  Umdrehungen,  die 
der  Nonius  während  der  Beobachtungen  auf  dem  horizontalen  Theilkreise  zurück- 
gelegt hat.  Zieht  man  von  der  so  gewonnenen  Zahl  die  erste  Stellung  des 
Nonius  ab  und  dividirt  die  Differenz  durch  die  Zahl  p,  welche  angiebt,  wie  oft 
das  Femrohr  von  A  nach  B  gedreht  worden  ist,  so  erhält  man  den  gesuchten 
Winkel.  Durch  eine  grössere  Anzahl  von  Repetitionen  eliminirt  man  fast  ganz  den 
Einfluss  des  Theilungsfehlers  des  Instruments,  so  dass  nur  noch  der  Einfluss  der 


9IO  Ausgleichur 

Visiirfehler  Übrig  bleibt;  man  kann  ei 
Winkel  als  das  arithmetische  Mittel  aus 
daher  das  Gewicht  desselben  der  Zahl  j 
Man  hat  einen  Winkel  14  mal  dm 
die  Repetitions/ahlen  fi  als  die  Gewichti 
Messungsresultate,  den  ausgeglichenen  M 
''*i  "U*  nid  piKt'  sind  in  folgender  Taf 
schricbene  Columnc  enthält  der  Kürze 
multiplicirt 

No.|/*^ Xi  i    fiXt 


1 

5 

17"Ji(l'45",l)0 

225,0 

2 

4 

31.25 

125,0 

•^ 

5 

42,M) 

212,5 

4 

3 

45,lK) 

135,0 

5 

3 

37,50 

112,5 

(i 

H 

38,33 

115,0 

7 

3 

27,50 

S2,5 

8 

3 

43,33 

130,0 

9 

4 

40,63 

162,5 

10 

2 

3(i,25 

72,5 

11 

3 

42,50 

127,5 

12 

■A 

39,17 

117,5 

13 

2 

45,00 

90,0 

14 

3 

40,83 

122,5 

|46|  I  1830,0 

Die  letzte  Zeile  enthält  die  Summei 

1/1.  if 

Aus  derselben  ergiebt  sich 
X  =   ir  56'  ■ 


I8:i0 


4( 

i  =  ifc 
5.  Man  habe  durch  direkte  Messui 
au^eglichenen  Werthe  A',,  A*„  X^,  . 
weichungen  A,,  A,,  Aj,  .  .  .  erhalten; 
X^,  Xj,  ■  ■  und  gegebener  Coefficiente 
sammen 

X  =  a,Xt  +  a^X^ 
so  fr^  es  sich,  wie  gross  die  mitt 
Function  ist,  wenn  man  unter  einer 
der  mit  Hlilfe  der  ausgeglichenen  Werth 
irgend  einer  Combi nation  der  Beob: 
Ist  X,„  Xjß,  X),,  .  .  .  eine  Combii 
Jf  j ,  Jfj ,  .  .  . ,  so  ist  die  dazu  gehörige  e 

i»pT..  =  «i^i-  +  " 
Hieraus  folgt 

+  2a,tfjX,,i..,  -I-  ' 
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Wir  ersetzen  hierin  Xi«,  h^,  .  .  .  der  Reihe  nach  durch  jede  Combination 
der  einzelnen  Abweichungen  und  nehmen  das  arithmetische  Mittel  aller  so  ent- 
stehenden Werthe  A„L    . 

«117.. 

Sind  n^,  n^,  n^  .  .  .  Beobachtungen  zur  Bestimmung  von  X^,  X^,  X^  .  .  , 
gemacht  worden,  so  ist  die  Anzahl  aller  Combinationen 

fn  =  ^i^s^s  •  •  •  ^^/' • 
Für  das  arithmetische  Mittel  d*  hat  man 

n^       1«  ^  «j       2.1 

-^  201^2  .  — —  SXiaSXjß  -f-  2a^a^  .  — — -SX^a^X,^  -h  .  . 

Aus  dem  Begriffe  des  arithmetischen  Mittels  folgt,  dass  die  algebraische 
Sumjne  der  Abweichungen  aller  einzelnen  Beobachtungen  vom  Mittel  verschwindet, 
also  ist 

Berücksichtigt  man  noch,  dass 

2V.=  »iV.    2X/,  =  «,A,2  .... 
so  ergiebt  sich  schliesslich 

A»  =  a^\^  -h  öj^Aj»  -4-  a^\^  -h  .  .  . 

6.  Ist  -Y  keine  lineare  Function  der  JCt,  so  kann  man  unter  den  Voraus- 
setzungen, dass  der  TAVLOR'sche  Satz  auf  X  fiir  die  Werthe  der  Xk,  welche 
innerhalb  der  durch  Beobachtung  gewonnenen  Zahlen  liegen,  anwendbar  ist,  und 
dass  man  nur  die  erste  Potenz  der  Abweichungen  zu  berllcksichtigen  braucht, 
setzen 

wobei 

dX 

'*'  "^  dXi ' 

wenn  man  in  diesen  Differentialquotienten  fllr  X^^  X^,   .  .  die  ausgeglichenen 

Werthe  setzt. 

7.  Beispiel.  Man  hat  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Seiten  BC  =  a  und 
die  Winkel  CBA  =  ß  und  BCA  =  7  bestimmt;  diese  Werthe  seien  mit  den 
mittleren  Abweichungen  A«,  A3,  Ay  behaftet.  Für  den  dritten  Winkel  a,  den 
Halbmesser  r  des  eingeschriebenen  Kreises  und  die  beiden  andern  Seiten  b  und 
c  hat  man 

a  =  180°  —  ß  —  T; 

r  =  -^r-' — r    ^  =  2rx/«ß,     c  =  2rstny . 
2  sin  OL  ^ 

Die  mittlere  Abweichung  von  a  ist 

A,  =  >/Aßa  -h  A^"». 

Da  man  hat 

^r  1  or  acosa 

da        2  sina*      da  2sm^ n * 

$P  ist 

2stn^  a  ' 
Femer  ergeben  sich 

A^  ==  2  Ysln^  p  •  Ar«  H-  r«  ^^j«  ß  •  Ap», 

A^  =  2  |/x/«>T  .  Ar^  -+-  r»^^x2^  -  A^». 


)t 


% 
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1.    Für  die  gegebenen  CoeRictenten 


e^'  habe  man  die  Wertbc 

g.  der  linearen  Functionen 


anX  + 

''«y 

+  c„z  ■ 

beobachtet;   allen  Bcobachtu 

ngen    sei  i 

Die  Anzahl   der  Unbekannten  x,  y 

«. 

.  .  sei  k 

Werthe  der  Unbekannten  erhält  man 

durch  dii 

i,»  +  X,»  +  \^ 

+ 

.  .  -f  i 

Km.arX   ■*■ 

Ky 

■+■    CrZ 

aus  dem  linearen  Systeme 

[aa\x  +  [ab]y 

■+■ 

\ac\,  + 

[ah\x  -(-  [bb]y 

■+■ 

\bc\.  + 

_      \ac\x+  [bc]y 

+ 

l«J'   + 

Diese  Gleichungen  werden  nach  Gai;ss  a 
zeichnet.     In  der  Üetenninante 

{"\  i«»i  i«<]  [. 

["»1  [**i  1«')  t 

l-'l    I*'l  1"!  [• 

\<,d\   liä]   [ci\  |, 


haben  symmetrisch  zur  Haupidiagonale  stehenc 
Bezeichnet  man  den  Coefficienten  des  kKn  ( 
folgen  aus  1.  die  ausgeglichenen  Werthe 


■•-g(M., 

+  [*«].„  + 

^  =  i(l"l". 

,  +  l»"l«..+ 

«  =  2l[-l., 

,  +  (H"..+ 

2.    Mit  Hülfe  der  soeben  berechneten  Wen 
er  Beobachtung 

X^    =    OrX    +    bry    +    (rt    -\ 

Für  die  mittlere  Abweichung  hat  man 

X»  =  -  (i,»  +  X,»  +  i,»  ■ 

Ersetzt  man  in  den  Lösungen  No.  1,  2  dii 
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SO  ändern  sich  die  x,  y,  Zf  .  .  .  nicht;  denn  die  ausgeglichenen  Werthe  erflillen 
die  Gleichungen 

a^x  -f-  ^1^  -h  ^1^  -h  .  .  .  =  «1', 

a^x  -h  d^y  -h  c^z  -h  .  ,  ,  ^s=  u^t 


folglich  sind  x,  y,  5,  .  .  .  die  Werthe,  welche  sich  aus  diesem  Systeme  durch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergeben,  also  die  Werthe,  welche  aus  No.  1,  2 
hervorgehen,  wenn  man  darin  die  Ur  durch  die  Ur   ersetzt. 

Um  die  Schärfe  der  Bestimmung  jeder  einzelnen  Unbekannten  abzuschätzen, 
kann  man  an  jeder  Beobachtung  Ur  eine  Correction  anbringen,  die  dem  abso- 
luten Werthe  nach  der  mittleren  Abweichung  X  gleich  ist,  und  die  zu  diesen 
corrigirten  u  gehörigen  corrigirten  x,  y,  z  .  ,  nach  No.  1,  2  berechnen.  Da  man 
keine  Veranlassung  hat,  positive  Correctionen  vor  den  negativen  auszuzeichnen, 
so  wird  man  alle  möglichen  Vorzeichencombinationen  ftir  X  wählen,  und  aus  den 
resultirenden  Correctionen  der  Unbekannten  mittlere  Abweichungen  X^r,  X^  .  .• . 
berechnen. 

In  der  Gleichung 

ist  Ur    das  Mittel  aus  «,'  -h  X    und    Ur  —  X;  zur  Bestimmung  von  X^r  kann  man 

daher  die  Gleichung  für  A  §  3,  No.  5  benutzen.     Setzt  man  in  derselben 

Aj   =   Ag   ==   A3  =  .  .  =  A, 
so  erhält  man 

Setzt  man 

2.  Ä/a^  1  -+-  lf,0L^2  4-  .  .  .  =  -^/7 

multiplicirt  die  hieraus  flir  /  =  1,  2,  3,  .  .  .  hervorgehenden  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  A^y  A^,  A^y  .  .  .,  und  addirt,  so  erhält  man 

3.  [a^a^i  -h  [^^aj2  -f-  .  .  .  =  [AA\, 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  2.  mit  0/  und  addirt,  so  entsteht 

[aä\oLii  -h  [ö^^]ai2  -f.  ...  5=  [aA], 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Determinante  Z>;  daher  folgt 

[aA]  =  Z>. 
Multiplicirt  man  dagegen  2.  mit  ^/,  bez.  Ci,  ä^,  .  .  . ,  so  erhalt  man 

[aä]ixi^  -h  [^^]oLi2  4-  .  .  .  =  [äA], 


Die    linken    Seiten    dieser   Gleichungen   verschwinden    identisch.     Folglich 

ergiebt  sich  aus  3. 

[AA]  =  Z>.aii. 

Daher  hat  man  schliesslich 

X;r2  =  x^  •  -jY ,     und  ebenso 


V 
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Je  schärfer  die  Bestimmung  einer  Unbekannten,  je  kleiner  also  die  auf  sie 
gemäss  dieser  Gleichungen  entfallende  mittlere  Abweichung  ist,  ein  um  so 
grösseres  Gewicht  hat  man  derselben  beizulegen. 

Wir  bezeichnen  das  Reciprocum  vom  Quadrate  der  mittleren  Ab- 
weichung direkt  als  Gewicht  der  Unbekannten  und  haben  daher,  wenn 
die  Gewichte  mit  /jr,  />,/«»..  .  bezeichnet  werden , 

1         1         1 

6.  /jc  1  />:/«  =  ••..  = 


**11       <*28       *88 

3.   Numerische  Aufstellung  und  Auflösung  der  Normalgleichungen. 
Zur  Berechnung  der  Coefücienten  der  Normalgleichungen  bedient  man  sich 
mit  Vortheil   hinlänglich   ausführlicher  Quadrattafeln.     Aus  denselben   entnimmt 
man  zunächst  direkt  die  Glieder  der  Summen 

[aa],  [d^],  [cc], 

Um  auch  die  Übrigen  Summen 

[ad],  [ac],  [de],  .... 
zu  erhalten,  kann  man  von  einer  der  Gleichungen  Gebrauch  machen 

ad  =  ^[{a-hdy  —  (a  —dy], 
ad  =  i[(a  4-  dy  —  a»  —  d^] , 
ad  =  i[ö»  -h  ^«  —  (tf  —  dy]. 

Wenn  man  die  Normalgleichungen  auflösen  und  zugleich  die  Gewichte  der 
einzelnen  Unbekannten  bestimmen  will,  so  wird  man  am  zweckmässigsten  das 
folgende  Verfahren  zur  Auflösung  eines  allgemeinen  linearen  Systems  einschlagen. 
Das  System  sei 

(11  .  l)jci  -h  (12  .  l)x^  -+■  (13  .  1)^5  -f-  ...  -h  (ln'l)xn  =  (1»-1), 
(21  •  1):^!  -I-  (22  •  \)x^  -f-  (23  •  l)^:,  -f-  .  .  .  4-  {2n'l)xn  =  (2«.  1), 
(31  .  l)x^  -h  (32  •  l)^:,  4-  (33  •  l):!:,  4-  ...  4-  (3«  •  l)Xn  =  (3«#-  1), 

(«1  '1)^:1  4-  («2  '  l)x^  4-  («3-  l)x^  -h  ...  4-  (««  •  1)JP|»  =  (nu  -  1). 

Hierin  sind  die  Coefficienten  der  Einfachheit  wegen  durch  in  Klammem 
geschlossene  Ziffemzusammenstellungen  angedeutet;  (ik  •  1)  bedeutet  den  Coeffi- 
cienten von  Xk  in  der  /ten  Gleichung  des  1.  Systems;  letztere  Unterscheidmi; 
ist  nothwendig,  weil  noch  mehrere  Systeme  behufs  der  Auflösung  des  gegebenen 
aufgestellt  werden;  (/» •  1)  bedeutet  die  rechte  Seite  der  /-ten  Gleichung  des 
1.  Systems. 

Aus  der  Elemententafel 

(11-1)    (12.1)  (13  .1)  ...  (1«-1)  (1«-1), 

(21  .  1)    (22  .1)  (23  .  1)  . .  .  (2«  •  1)  (2»  •  1) , 

1.  (31  .  1)    (32  .  1)  (33  .  1)  .  .  .  (3«  .  1)  (3»  •  1) , 


(«1-1)    («2-1)    («3-1)  .  .  .  (««.1)    (««-1) 
berechnen  wir  eine  neue  Tafel, 

(22  .2)    (23  -2)  ..  .  (2«.  2)    (2» -2), 
.  (32  .2)    (33  .  2)  .  .  .  (3«  •  2)    (3»  •  2) , 

(«2*2)     («3.2)...  (nn  .  2)    {nu  -  2) , 
bei  welcher 


■'iV.. 
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3. 


(U  •  1) 

Während  wir  die  {iJ^  •  2)  vollständig  berechnen,  wollen  wir  die  (Ju  •  2)  als 
lineare  Functionen  der  (tu  •  1)  dargestellt  lassen.  Die  Tafel  2.  gehört  zu  dem 
Systeme,  welches  durch  Elimination  von  Xi  aus  der  ersten  Gleichung  in  Ver- 
bindung mit  der  zweiten,  dritten,  u.  s.  w.  Gleichung  hervorgeht. 

In  derselben  Weise,  wie  man  von  1.  zu  2.  übergeht,  gelangt  man  von  2.  zu 
einer  neuen  Coefficiententafel  3.,  von  dieser  zu  einer  vierten  Tafel  u.  s.  w.    Wie 
man  sofort  sieht,   erhält  man  durch  genügend  häufige  Wiederholung  dieses  Ver- 
fahrens schliesslich  die  Gleichung 
4.  {nn  •n)xH  ■=  (nu  •  n)  . 

Hierbei  ist  die  rechte  Seite  eine  lineare  Function  der  (Ju  •  1),  in  welcher 
(nu  *  1)  den  Coefficienten  1.  hat.  Vergleicht  man  die  aus  4.  hervorgehende  Auf- 
lösung 

(nu  •!)-+-... 


5. 
mit 


Xff    — 


Xn     == 


(nn  •  n) 

OLnn  '  (nu  •  1) 


£> 


wobei  Z>  die  Determinante  des  Systems  1.  und  a«„  den  Coefficienten  von  (nn  >  1) 
in  dieser  Determinante  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

(nn  •  n)  = 


6. 


*-MH 


Dividirt  man  die  Glieder  der  ersten  Z«ile  der  Determinante 

(11  .1)(12-  1)  .  .  .  .  (l«.l) 
(21  .  1)  (22 .  1)  .  .  .  .  (2«  •  1) 


£> 


(n\  •1)(«2-1)  ....(««.  1) 

durch  (11  •  1),  multiplicirt  dann  die  Zeile  der  Reihe  nach  mit 

(21-  1),     (31-  1),  .  .  .  .  (n\  .  1) 

und  subtrahirt  diese  Zeilen  von  Produkten  der  Reihe  nach  von  der  2.,  3.,  .  .fiten 

Zeile,  so  erhält  man 

(22.  2)  (23 -2)  ...  (2«.  2) 

D      __      (32  .  2)  (33  .  2)  .  .  .  (3«  •  2) 

(11.1) 


(«2 -2)  («3«  2)  ...  (««.2) 

Dividirt   man   hier   wieder  die  Elemente   der  ersten  Zeile  mit  dem  ersten 

Elemente,  multiplicirt  dann  mit  den  Anfangselementen  der  2,,  3.,  ...  Zeile  und 

subtrahirt  diese  Produkte  nach  einander  von  den  Elementen  der  2.,  3.,  .  .  .  Zeile, 

so  entsteht 

(33  .  3)  (34  .  3)  .  .  . 

(43  .  3)  (44  .  3)  .  .  . 


D 


(11  .1)(22  .2) 
Wenn    man    dieses    Verfahren    genügend    oft    wiederholt,    so    erhält    man 


schliesslich 


(11  .  1)(22  .  2)(33  .  3)  .  .  .  («  —  1,  «  —  1  .  «  —  1) 


also  ist 


=  (nn  •  n) ; 


58» 


4- 


■aä 


VI 

'  -t  ■ 


■'>^ 


-*,* 

•*>'i 


•■ 
»7«  ■ 


■*^'^ 


'M 


J 


i 
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7.  Z>  =  (11  .  1)  (22  -  2)  (33  •  3)  ...  {nn  -  n) , 
und  daher  mit  Rücksicht  auf  6. 

8.  ou«  =  (11  .  1)  (22  •  2)  (33  .  3)  .  .  .  («  —  1,  «  —  1  •  «  —  1)  . 

Ohne  von  dem  numerischen  Werthe  der  {tu-  1)  Gebrauch  zu  machen,  sub- 
stituirt  man  5.  in  die  erste  Gleichung  des  {n — l)ten  Systems;  diese  Gleichung 
enthält  ausser  Xn  noch  Xn-\\  nach  der  Substitution  erhält  man  Xn—\  als  lineare 
Function  der  {tu  •  1). 

In  die  erste  Gleichung  des  («  —  2)ten  Systems  setzt  man  nun  die  aufge- 
fundenen Werthe  von  Xn  und  x^-i  u.  s.  f.,  bis  man  endlich  alle  x  als  lineare 
Functionen  der  {tu  •  1)  ausgedrückt  hat. 

Multiplicirt  man  die  Coefücienten,  welche  {iu  •  1)  in  diesen  Functionen  haben, 
mit  der  unter  7.  gefundenen  Determinante  Z>,  so  erhält  man  die  Coefficienten  lik, 
welche  die  Elemente  {ik '  \)  m  D  haben. 

Handelt  es  sich  um  die  Auflösung  von  Normalgleichungen,  so  sind  die 
Coefficienten  der  {tu  •  i)  den  Gewichten  pi  der  Unbekannten  proportoinal;  die 
in  No.  2  definirten  Gewichte  werden*  aus  den  Coefficienten  der  {tu  •  i)  durch 
Division  durch  das  Quadrat  der  mittleren  Abweichung  X  erhalten. 

Setzt  man  schliesslich  für  die  {tu  -  1)  die  Werthe  in  die  für  Xk  gefundenen 
Ausdrücke,  so  hat  man  die  Auflösung  des  gegebenen  Systems  beendet. 

Kommt  es  nur  auf  diese  Auflösung  an,  und  nicht  auf  die  Bestimmung  der 
oLikt  so  kann  bereits  vom  Beginne  der  Rechnung  an  von  den  numerischen  Werthen 
der  {tu  •  1)  Gebrauch  machen. 

4.  Wenn  die  Beobachtungen  ungleiche  Gewichte  haben,  /j,  p^, 
/s  •  •  >  pnt  so  hat  man  die  Summe 

zu  einem  Minimum  zu  machen.    Aus  dieser  Bedingung  ergeben  sich  die  Normal- 
gleichungen  für  den  Fall  ungleicher  Gewichte  zu 

[paa]  X  -h  [pad]y  -4-  [pac]  z  -h  ^  .  =  [pua] , 
1.  [pad]x  H-  [pdlf]y  h-  [pbc]z  -!-...  =  [p^^]f 

[pac]x  -H  [pbc]y  4-  [/^r]«  4-  .  .  =  [puc]. 


wobei  z.  B. 

[pac]  =  pi^iCi  •+■  p^a^c^  -h  pz^i^z  -h  .  .  . 

Hat  man  diese  Gleichungen  nach  No.  3.  aufgelöst  und  mit  Hülfe  dieser 
Auflösungen  die  Abweichungen  der  einzelnen  Beobachtungen  bestimmt,  so  erhält 
man  aus  der  Gleichung 

X»  =  /i  ^1' -^ />  ^a' + /»8  ^s' -^  ■  •■ 

die  mittlere  Abweichung  X  der  Gewichtseinheit. 

Um  die  mittleren  Abweichungen  X:r,  X,.,  .  .  .  der  ausgeglichenen  Werthe  der 
Unbekannten  zu  erhalten,  hat  man  den  vorliegenden  Fall  dadurch  mit  dem  Falle 
gleicher  Gewichte  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  dass  man  annimmt,  man 
habe  anstatt  lauter  verschiedener  Bestimmungen  Gruppen  von  der  Reihe  nach 
Pi»  Pi»  Pi  ■  '  -  identischen  Bestimmungen  erhalten.  Alsdann  kann  man  sofort 
die  Gleichungen  No.  2,  4  benutzen,  indem  man  für  £>  die  Determinante  des 
Systems  1.  und  flir  a,y  den  Coefficienten  des  iten  Diagonalgliedes  dieser  Deter- 
minante setzt. 
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917 


5.    Beispiel. 

Zwischen  den  vom  Punkte  M  ausgehenden  Strahlen  MA^  MB,  MC,  MD, 
wurden  folgende  Winkel  gemessen 
w^  =  A,B  =  48°  17'  1",4  mit  dem  Gewichte  /^  =  30 ; 


=  A,C  =  96  52  16,8 
W5  =  A,D  =152  54  6,8 
W4  =  B,C  =  48  35  14,3 
«fj  =  B,n  =104  37  7,8 
w.  =  C,D  =  56     1  48,9 


it 


it 


if 


ft 


tf 


tt 


}} 


it 


}f 


n 


»t 


t> 


)t 


}f 


tt 


tt 


tt 


tt 


tt 


tt 


pfi  =  20; 
/s  =  26; 
A  =  25; 
/s  =  28; 
/>6  =  44 . 


Werden  die  drei  ersten  Winkel  mit  E,  r;,  J  bezeichnet,  ^' 
so    sind   die   sechs   beobachteten   Grössen   durch    sechs 
lineare  Gleichungen 

verbunden,  wobei  ak,  bkt  Ck  die  Werthe  haben 


1. 


No. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

ak 

1 

0 

0 

—  1 

—  1 

0 

bk 

0 

1 

0 

1 

0 

—  1 

Ck 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

\ 


D 

(M.  578  J 


C  —  a;,  =  «, 


Nimmt  man  als  Unbekannte  die  Differenzen 
S  —  «/i   =  X,       TQ  —  ^3  =  ^, 
so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form 

akx  -t-  bky  -h  r>fe«  =  -Uky 
wobei  die  au,  bkt  Ck  die  Werthe  1.  haben,  während  die  Uk  sind 


»1  =  «a  =  »8 
«4=4-1,1; 


=  0; 


—  2,4;      «6  =  -+-  1,  1. 


Die  zur  Aufstellung  der  Normalgleichungen  nöthigen  Zahlen  sind 
No.|    a       b        c  u     \\paa  pab    pac  pbb  pbc  pcc    pau       pbu       pcu  | 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


-hl 


4-1 


4-1 


4-1 


—  1 

— 1       .        -^1 
.      —1      4-1 


-1,1 
4-2,4 

-1,1 


30 


20 


25    —25      .       25 

28      .       —28    . 

44 


.  26 

.  .  27,5 

.  28    —67,2 

44  44 


-27,5 

48,4 


67,2 
■48,4 


Summen  ||  83  —25   —28  89    —44  98    —39,7 

Daher  sind  die  Normalgleichungen 

83^  —  25j|/  —  28«  =  —  39,7 

—  25jc  4-  89^  —  44«  =        20,9 

—  28jr:  —  44^  4-  98£r  =         18,8  . 

Die  Auflösungen  dieses  Systems  sind 

^  =  —  0",34 ,      y  =  0",24 ,      z  =  0",20  . 

Die  ausgeglichenen  Werthe  der  sechs  Winkel  sind  daher 

A,B=^  48°17'1",06, 
^,  C  =  96  52  17,04, 

A,  D  =152  54     7,00 , 
^,  C  =  48  35  15,98, 

B,  D  =104  37     5,94 , 

C,  Z)  =  56     1  49,96  . 


20,9        18,8 


1 
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Die  Summe  [/XX]  ist  222,44;  für  das  Verhältniss  der  Gewichte  ergeben  sich 
die  abgerundeten  Zahlen 

px  *>>  py  >  pz  =  55  :  50  :  55 , 
also  sind  die  Gewichte  nahezu  gleich  gross.*) 

6.    Einige    Schriftsteller   empfehlen   zur  Erleichterung   der  Berechnung  der 
Coefficienten  der  Normalgleichungen  das  gegebene  auszugleichende  System 

1.  a*^x  -h  b^  -h  c^z  -4-  .  .  =  «^j  , 


durch  das  folgende  zu  ersetzen 

^1   ^   .     ^1 


X  -\ -y  -\ ^;a?-h..  =  l, 

»1  «1  «1 

2.  a^  b^  c^ 

«8  «a  «» 

Haben  die  Beobachtungen  die  Gewichte  ^,,  /j,  .  .  .  ^«j  so  ist  die  Bedingung 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  dem  Systeme  2. 

p^y^  X  -\-  ,  ,  .  —  ]J  -h/gl  —  :c-H...  —  1)  -h...=  Mifumum, 
Hierfür  kann  man  setzen 

3.  — ^  •  (öj  x  H-  .  .  .  —  »,)*  -h  -^  •  (tfj^r  -h  .  .  —  !)>-{-..  =  Minimum^ 

Die  Bedingung  für  die  Ausgleichung  des  gegebenen  Systems  1.  ist 

4.  /i(aijc  -h  .  .  —  Wj)*  H-/»  (^8-^  -f-  .  .  —  1)^  -h  .  .  =  Minimum. 
Vergleicht  man  3.  und  4.,  so  erkennt  man,  dass  die  Ersetzung  des  Systems  1. 

durch   das  System  2.   gleiclibedeutend  damit  ist,  den  Beobachtungen  anstatt  der 
gegebenen  Gewichte 

P\i  P%t  P%i    '    '    '  Ph 

die  Gewichte  zuzuschreiben 

/i_       /2_      /jL  ^ 

Hieraus  folgt,  dass  es  nicht  statthaft  ist,  das  System  1.  durch  2. 
zu  ersetzen;  sowie,  dass  es  überhaupt  nicht  statthaft  ist,  die  durch 
die  Beobachtungen  gegebenen  Gleichungen  mit  ungleichen  Zahlen 
zu  multipliciren. 

Wenn  man  indess  bedenkt,  dass  die  Bestimmung  der  Gewichte  niemals  eine 
scharfe  ist,  sondern  immer  nur  auf  mehr  oder  minder  unsicheren  Abschatzangen 
beruht,  so  kann  man,  wenn  man  im  Interesse  einer  Abkürzung  der  Zahlenrechnung 
es  für  sehr  wünsch enswerth  halten  sollte,  die  gegebenen  Gleichungen  1.  unbe- 
denklich mit  Zahlen  multipliciren,  deren  Verhältnisse  nicht  viel  von  der  Einheit 
abweichen;  insbesondere  kann  man  2.  ftir  1.  setzen,  wenn  die  Uk\Ui  für  jedes i 
und  /  nahezu  =  1  ist.  Die  auf  diesem  Wege  berechneten  ausgeglichenen  Wertiic 
werden  dann  nur  sehr  wenig  von  dem  durch  Verwendung  des  Systems  1.  ge- 
wonnenen abweichen. 

7.    Wenn  Functionen 

deren  Werthe 


*)  Meyer,  Vorlesungen  Über  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  deutsch  von  Czuber,  Leipzig  1S59, 
pag.  305. 
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^tf    ^2>    *^3>    '    •    • 


man  beobachtet  hat,  nicht  linear  sind,  so  wähle  aus  den  Gleichungen 

^i(x,y,  ar,  .  .  .)  =  u, 
so  viele  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind  und  löse  dieses  System  in  geeigneter 
Weise  auf.  Es  wird  dabei  genügen,  solche  Annäherungswerthe  für  die  Unbe- 
kannten zu  erhalten,  für  welche  die  Abweichungen  der  berechneten  »/  von  den 
beobachteten  nicht  mehr  betragen  wie  die  bei  der  Ausgleichung  zu  erwartende 
Abweichung  dieser  Grössen.  Die  so  Vüi  x,y,  z,  .  .  gefundenen  Zahlen  können  als 
die  angenähert  richtigen  Werthe  gelten. 

An  denselben  hat  man  geeignete  Correctionen  £,  t),  C  •  •  •  anzubringen,  um 
die  ausgeglichenen  Lösungen  x',  y\  z\  ,  ,  .  zu  erhalten.  Unter  den  Voraus- 
setzungen, dass  innerhalb  des  Betrages  dieser  Correctionen  der  TAYLOR'sche 
Lehrsatz  auf  alle  Functionen  9  anwendbar  ist,  und  dass  die  £,  t),  C,  .  .  .  so  klein 
sind,  dass  man  nur  die  erste  Potenz  dieser  Correctionen  zu  berücksichtigen  hat, 
ersetzt  man  jede  Function  9  durch 


9  =  9{^>y*»»  ••^"*'äl 

Hierin  hat  man  rechts  für  x,  y,  z, 
Hierdurch  erhält  man  für  S,  t),  C,  , 


dm 


dx 


5  + 


dy 


.  .  die  Annäherungswerthe  zu  setzen. 
.  .  die  linearen  Gleichungen 

9i 


dz 
Tz 


C  -H  .  .  =  «1  —  ?i  , 


^  C  4-  .  .  =  «a  —  9a  » 


aus  denen  man  zur  Bestimmung  der  Ei  t),  C  .  .  .  die  Normalgleichungen  ableitet. 

8.    Beispiel. 

Um  die  Lage  des  Punktes  K  gegen  die  Basis  AC  zvl  bestimmen,  misst  man 
die  Strecken  AB  und  BQ  sowie  die  Winkel  FCK,  PBK,  PAK. 

Setzt  man 
tangPCK^u^,    tangPBK^^u^,    tangPAK=u^, 
KPA.AQ    AC=di,   AB  =  d^,   AP=x,    PK=:y, 
so  hat  man  zwischen  den  gesuchten  und  den  beob- 
achteten Grössen  die  Gleichungen 

y 


«1  = 


x  —  ä^' 

y 


^^'^x^d* 


^3  = 


B      C    P 

^  •  (M.  579.) 

also  eine  überzählige  Gleichung. 

Sind  x\  y  Näherungswerthe  der  Unbekannten,  so  erhält  man  für  die  daran 
anzubringenden  Correctionen  E,  r^  die  Gleichungen 

y       .        1  y 

y        ,        1  y 

y  e    1  y 

nachdem  man  alle  neun  CoefBcienten  diesem  Systems  berechnet  hat,  leitet  man 
die  Normalgleichungen  ab. 


920  Ausgleichungsrccbnung. 

§  5.    Ausgleichung  direkter  und  vermittelnder  Beobachtungen  mit 

Bedingimgsgleichungen. 

1.  Hat  man  durch  einfache  Messung  für  die  Winkel  jc,  v,  z  eines  ebenen 
Dreiecks  die  Werthe  E,  r^,  C  gefunden,  so  wird  die  Summe  £  -H  r^  4-  !;  nicht  genau 
180°  betragen.  Die  Verbesserungen,  welche  man  an  den  gemessenen  Werthcn 
anbringen  muss,  um  die  genaue  Winkelsumme  herzustellen,  bestimmen  sielt  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  folgender  Weise. 

Sind  X,  y,  z  die  verbesserten  Winkel,  so  sind  x  —  5,  y  —  t),  z  —  Jdie 
Abweichungen.  Die  Summe  der  Quadrate  derselben  muss  ein  Minimum  werden 
unter  der  Bedingimg 

/=EjcH-j|/4-j2—   ISO""  =  0 . 

Daher  hat  man  (Differentialrechng.,  §  14,  No.  14)  das  Minimum  der  Function 

zu  bestimmen.     Hierzu  ergeben  sich  die  Gleichungen 

a:  —  £  -+-  /^  =  0, 
^  —  T)  -h   ^  =   0 , 

«  —  :  H-  >&  =  0, 
X  -^-  y  -\-  z  ^  180^ 

Subtrahirt  man  die  letzte  von  der  Summe  der  andern,  so  folgt 

>t  =  1(5  -H  YjH-I—  180°). 
Hieraus  folgen  die  gesuchten  Winkel 

•^  =  E  —  K^-H^  +  c  —  i«o°), 
1.  y  ^y\-  ia-*-T)-h:- 180°), 

«  =  C  -  |(?-h7j  -hC-  180°). 

Der  Ueberschuss  der  gemessenen  Winkelsumme  über  der  theoretischen  ist 
daher  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilen  und  jeder  der  gemessenen  Winkel  um 
diesen  Theil  zu  vermindern. 

Kleinere  Dreiecke    auf  der  Erdoberfläche    kann    man    als   ebene  und  ihre 

Winkelsumme  daher  als  nicht  verschieden  von  180°  betrachten.     Bei  grösseren 

Dreiecken,    wie    sie    bei  Landesvermessungen    vorkommen,    bestimmt  man  den 

sphärischen  Excess  e  in  Secunden  mit  hinlänglicher  Genauigkeit,  indem  man  den 

Flächeninhalt  ^  nach  den  Formeln  fiir  ebene   Dreiecke  ermittelt,   und  alsdann 

von  der  Formel  Gebrauch  macht 

F 
-■'    .  e  =.  ^-206205. 

Hierin  ist  J^  der  Halbmesser  der  Kugel,  ftir  mittlere  geographische  Breiten 
und  für  Meter  ist  daher 

ÄT^i?  =  8,  «04  84. 

Bei  der  Ausgleichung  der. Winkel  eines  spärischen  Dreiecks  hat  man  in  I. 
statt  180°  zu  setzen  180°  -h  e. 

2.    Hat  man  für  jeden  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  n  Messungen 

l^if  ^2»  •  •  •  M>       Vi>  7  2»  *  •  •  7» >       3i»  82»  *  •  *  8** 
gemacht,  die  gleiches  Gewicht  haben,  so  werden  die  ausgeglichenen  Winkel  aus 

t  den  Bedingungen  erhalten 


(. 


1»-: 


n 


1  ■ 


2  [(*  -  t')*  +  (y-  V')*  +  («  -  «.)»]  +  2>6(*  -h/  +  «  —  180°)  =  Mn. 
Hieraus  folgen  die  Gleichungen 
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X  —  i  -h  ->^  =  0, 

>'   —  IQ  -+--'&  =  0, 

«  —  C  -+-->&  =  0, 

X  -h  y  -^  B  =  180°, 
wobei  mit  i,  r;,  ^  die  arithmetischen  Mittel  der  für  x,  y^  z  beobachteten  Winkel 
bezeichnet  worden  sind.     Dieses  System  hat  dieselben  Lösungen,  wie  das  ent- 
sprechende System  in  1 . ,  wenn  in  1 .  ^  durch  k :  m  ersetzt  wird. 

3.  Hat  man  für  x,  y^  z  der  Reihe  nach  w,  «,  r  Beobachtungen  gemacht, 
alle  von  demselben  Gewichte,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen 
Werthe  die  Bedingung 


nt 


2  (*  -  )r/)»  -1-  2  0  -  9')'  +  2  (*  -  «'■)*  +  2-i(*  +  jK  +  2  -  180°)  =  Min. 

1  1  1 

Bezeichnet  man  wieder  mit  5,  tq,  C  die  arithmetischen  Mittel  der  für  x^  y,  z 

durch  Messung  gefundenen  Winkel  und  mit  m,  ti,  v  die  Reciproken  von  w,  «,  r, 

so  folgen  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen  Werthe  die  Gleichungen 

X  ^  ^  H-  m>t  =  0, 

j'  —  T|  -I-  n^  =  0, 

Ä  —  t  -h  ti^  =  0, 

X  -^  y  -^  z  =   180° . 

Aus  denselben  erhält  man,  wenn  man 

m  -h  n  H-  r  =  8    und      5  4-  r^  -h  C  —  180°  =  d 
setzt,  die  Lösungen 

4.    Sind  jc,  >',   2:  nicht  Winkel  eines  Dreiecks,    sondern  Seiten  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  so  gilt  für  dieselben  die  Bedingung 
1.  a;2  —  jK«  —  a:»  =  0. 

Die  arithmetischen  Mittel  5,  tj,  J  kann  man  als  Annäherungen  betrachten, 
so  dass  man  nur  die  erste  Potenz  der  Correctionen  zu  beachten  braucht;  für 
dieselben  folgt  aus  1. 

25  •  X  —  2t)  .  ji.  -^  2C .  V  =  —  e>  -h  T)3  4-  C«  . 

Die  Unbekannten  X,  fx,  v  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung 


m 


2(5  4-X-^)^^2(^-^>-9/)^  ^  SCC-Hv-s/)^ 

-h  2>?'(2EX  —  2t)ji  —  2:v  -f-  E«  —  T)»  —  J^)  =  J//«. 
Man  erhält  die  Gleichungen 

X  -h  2m  •>&?  =  0, 

|A  —  2n  •  ^T|  =  0, 
V  —  2r  .>&C  =  0, 
25X  —  27||JL  —  2Cv  =  —  5*  -h  T)2  _j.  r2  . 
Hieraus  folgt 

4^(mE2  -+-nT|»-hrC»)  =  5«  —  t|«  —  J». 
Setzt  man 

£«  —  Tj»  -  C^  =  2//,    mS»  -h  UTj»  4-  rC»  =  «, 

so  ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werthe 


3*. 
J 


^ 
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*  =  E  -h 


J'  =■-  11  -H  p. 


=  ,(.  +  14. 
-t(..|.). 


5.  Nach  diesen  Beispielen  wenden  wir  uns  zu  einem  allgemeineren  Falle. 
Sind  für  die  Unbekannten  x^,  x^,  x^  durch  direkte  Beobachtung  die  Werthc 
Si>  £j>  E3»  •  •  •  '^it  <icn  Gewichten  /ii  /a,  /s  •  •  •  gefunden  worden  und  weiden 
die  X  durch  ^  lineare  Bedingungen  verbunden 

^'  /i  ^  ^19^1  -h  a^^x^  -\-  a^^x^  -h  '  »  '  —  ^t  =  0 , 


so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

Pi  (^i  —  El)*  -+-  /s  (x^  —  E2)*  H-  .  .  -f-'  2>Ji/i  -h  2>&,/a  -h  .  .  =  MinimuMi. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

2-  /2^2-/2  5s-H[^a,]  =  0, 


Die  unbekannten  Grössen  k^,  k^,  .  .  ,  bezeichnet  man  nach  Gauss  als 
Correlaten. 

Aus  2.  berechnet  man  die  Grössen  x^^  x^  ,  .  .  und  setzt  dieselben  in  1.  ein. 
Dadurch  erhält  man  q  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Correlaten.  Nach 
Auflösung  dieses  Systems  erhält  man  aus  2.  die  Unbekannten. 

6.  Sind  einige  unter  den  Bedingungsgleichungen  <p  =  0,  ^  =  0,  .  .  .  nicht 
linear,  so  betrachtet  man  die  beobachteten  Werthe  der  Unbekannten  als  An- 
näherungen und  bestimmt  deren  Verbesserungen;  unter  der  Voraussetzung,  dass 
nur  erste  Potenzen  der  Verbesserungen  zu  berücksichtigen  sind  und  dass  inner- 
halb der  Werthe  der  Verbesserungen  die  Functionen  und  ihre  ersten  Differential- 
quotienten endlich  und  stetig  sind,  ersetzt  man  <p  durch 

worin  die  Unbekannten  Jr^ ,  jcj  ,  .  .  .  durch  die  beobachteten  Werthe  zu  ersetzen 
sind.  Hierdurch  kommt  man  auf  den  Fall  linearer  Bedingungsgleichungen 
zurück  (Vergl.  das  Beispiel  in  No.  4). 

7.  Beispiel. 

A.  Zur  Bestimmung  der  Fläche  eines  Dreiecks  hat  man  dessen  Seiten 
^\  y\  ^\  sowie  die  zugehörigen  Höhen  u\  v\  nf  gemessen,  und  die  Werthe  erhalten 

X,  y,  z,  u,  V,  w. 
Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  durch  die  beiden  Gleichungen  verbunden 
.  x'u'  —  yv'  =  0, 

x'u'  —  «'w'=  0. 
Bezeichnet  man  die  an  ^,  >^  .  .  .  anzubringenden  Verbesserungen  mit 

h  V»  a»  «>  »»  w> 
so  hat  man  für  dieselben  die  aus  1.  folgenden  Gleichungen 

/  taa  u%  -k-  XVi  —  vt^  —  yr>  -h  XU  —  yv  =  0 . 

ff  mm  UX   -{-   XVi  —   Wg  —    SXX}  -h   XU   —   ZW  =   0. 

Zur  Bestimmung  der  Correctionen,  sowie  der  Correlaten  ki  und  k^,  folgen 
aus  der  Bedingung 


lA^ 
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jc*  H-  9*  -h  a^  -+-  w*  -f-  to»  H-  »^  -4-  2>^i/  H-  2^,9  ==  Minimum. 
die  Gleichungen 

9  —  2^>&j   =0, 

3  a  —  w>^j=  0, 

tt  +  x{Jt^  -I-  ^,)  =  0, 

ö  —  j^itj   =  0 , 

uj  —  zk^  =  0  . 
Die  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werthe  von  y,  9,  3,  u,  D,  w  setzt  man 
in  2.  ein;  dadurch  erhält  man 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  berechnet  man  die  Correlaten  ^,,  ^j",  setzt 
die  für  dieselben  gefundenen  Werthe  in  3.  ein,   so  erhält  man  die  Correctionen 

Mit  Hülfe  derselben  ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werthe 

x'  ==  X  -^  Xf  y  —  y  -^  ^f   «'  =  «  -h  a. 

«'  =  »-»-  u,     V*  =  V  -h  t) ,    w'  =  w  -^  xo  . 
Die  aus  denselben  berechneten  Produkte 

stimmen  bis   auf  Grössen    erster  Ordnung   in  Bezug  auf  die  Correctionen  mit* 
einander  tiberein. 

B.  In  einem  Dreiecke  hat  man  fiir  die  Seiten  x\  y\  z*  und  die  gegenüber 
liegenden  Winkel  u',  v\  w'  durch  direkte  Beobachtungen  von  gleichem  Gewichte 
die  Grössen  x,  y,  z,  u,  v,  w  gefunden. 

Zwischen  den  zu  bestimmenden  Grössen  bestehen  die  Gleichungen 

«'  H-  z;'  -H  w'  —  180°      =  0 , 

3.  xUos v^  -^ y cos u^  —  «'  =  0, 

xUosw'  -h  2' cos  u!  — y  =  0, 

von  denen  nur  die   erste  linear  ist.     Bezeichnet  man  die  an  den  beobachteten 

Grössen  anzubringenden  kleinen  Verbesserungen  der  Reihe  nach  wieder  mit 

h  9»  3»  "»  »>»  »?' 
und  setzt 

u  -^  V  -\-  w  —  180     =  a , 
xcosv  -^  y  cos  u  —  z  =  ^ , 
X  cosw  -{-  z  cosu  —  y  z=z  c  , 
so  erhält  man  für  die  Verbesserungen  die  Bedingungsgleichungen 
/  —  u  H- » -+- tt)  +  a  =  0 , 

4.  ff  ^  cosv  'Jl  —  xsinv  -t)  -h  cos  u-X)  —  ysinu  -  n  —  J  -1-  ^  =  0  , 

<|;  Ha  cosw  •  X  —  XsiflW  »VO-^-  COSU'  l   —  Z  sifl  U  *  Vi  —  ^  -\-  C   =   0  . 

Aus  der  Bedingung 

;c^  -H  9«  4-  32  -h  M»  -h  »«  -♦-  W«  4-  2/^i/H-  2>^2?  -^  2)^3+  =  Min. 
folgen  die  Gleichungen 

X  -t-  k^cosv  -+-  k^cosw  =  0, 
^  -^  k^cosu  —  ^63  =  0, 

^  l      —      k^       -^      k^COSU      ^      Oy 

u  -H  i^i  —  k^  »ysinu  —  k^  *  zsinu  =  0, 
ö  -h  ^1  —  k^'  xsinv  =  0 , 
tt)  -f-  ^1  —  >^8  •  ^sinw  =  0 . 
Substituirt  man  die  aus  5.   folgenden  Werthe  der  Verbesserungen  in  4.,  so 


n 
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ergeben  sich  drei   lineare  Gleichungen  für  die  Correlaten  k^,  ^j»  ^3  ^^^  nach 
Auflösung  derselben  aus  5.  die  Unbekannten. 

8.    Hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

^ f  y»  ^t  •  •  •  • 

die  Werthe 

U^,    U^i   u^,    .    ,    .   f    U,i 

der  Functionen 


beobachtet,  und  bestehen  zwischen  den  u  die  Bedingungsgleichungen 

/(«n  «8,  «8,  .  .  .)  =  Ö, 
^(«1,  «2,  «8»  •  •  •)  =  0, 
^(«1,  «2,  »3,  .  .  .)  =  0, 


so  hat  man  zunächst  die  Beobachtungen  der  u  nach  dem  bisher  Mitgetheilten 
auszugleichen  und  mit  Benutzung  dieser  ausgeglichenen  Werthe  das  in  §  4  an- 
gegebene Verfahren  einzuhalten. 

9.    Sind  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

die  Werthe 

«1,  «2,  «8,  .  .  .,  «« 
der  linearen  Functionen 

a^x  -h  fi^y  4-  c^z  -h  .  .  . 

.  a^x  -+■  b^y  -h  c^z  -f-  .  .  . 


anX  -h  bny  ~h  c„z  -{-  .  ,  . 
beobachtet  worden,  haben  diese  Beobachtimgen  die  Gewichte 

P\%  P^y  P%^   '  •  •   '  pH 
und  bestehen  zwischen  den  Unbekannten  die  linearen  Gleichungen 

/i  ^  «1^  -f-  ßiJ'  -+-  7iÄ  H-  .  .  .  =  0, 


so  haben  die  Unbekannten  die  Werthe,  für  welche 

P\  ^\    -^  P2^}  -^  Pz^z    -^  '  '  '  -^  ^^\f\  -^  2^2/2  -h  .  .  .  =  Minimum, 

Aus  3-    folgen    für  jc,  j,  «,  .  . ,    und    für   die    unbekannten  Correlaten  die 

Gleichungen 

\pad\x  -h  \pab\y  -h  \pac\z  -+-..-♦-  [a>t]  =  [«a] , 

f/Ä^]a:  -+-  [/^rjj'  +  {pcc\z  -H  .  .  4-  [7^]   =  [«^], 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten 
"^i  y^  z,  .  .  . ;  im  Verein  mit  den  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  mit  der 
der  Correlaten  k^,  k^,  .  .  .  übereinstimmt,  genügen  sie  zur  Bestimmung  aller 
darin  vorkommenden  unbekannten  Grössen. 

10.  Sind  einige  der  Functionen  »,,  u^,  u^  .  .  ./i,  /^,  .  .  .  nicht  linear, 
so  wählt  man  aus  den  Beobachtungen  und  den  Bedingungsgleichungen  so 
viele  aus,  als  Unbekannte  x,  y,  z,  ,  .  zu  bestimmen  sind.  Man  wird  dabei 
darauf  achten,  dass  die  Bestimmung  der  Unbekannten  möglichst  geringe  Schwierig- 
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keiten  macht.  Man  berechnet  nun  x^  y^  Zj  .  .  aus  den  ausgewählten  Gleichungen 
durch  ein  geeignetes  Annäherungsverfahren  bis  zu  einem  genügenden  Genauigkeits- 
grade, und  reducirt  dann  mit  Hülfe  des  TAYLOR'schen  Satzes  die  durch  Beob- 
achtung gefundenen  Gleichungen  sowie  die  Bedingungsgleichungen  auf  lineare 
Gleichungen  für  die  an  den  berechneten  Näherungswerthen  anzubringenden 
Verbesserungen. 

11.  Die  in  den  vorstehenden  Abschnitten  mitgetheilte  Darstellung  der  Grund- 
linien der  Ausgleichungsrechnung  weicht  von  der  üblichen  Darstellungsweise 
insofern  ab,  als  die  meisten  Schriftsteller  nach  Gauss  und  Laplace  die  Aus- 
gleichungsrechnung mit  Wahrscheinlichkeirsbetrachtimgen  verbinden. 

Statt  der  von  uns  zu  Grunde  gelegten  Fordening:  Die  Unbekannten  so 
zu  bestimmen,  dass  mit  den  Beobachtungen  eine  möglichst  gute 
Uebereinstimmung  erzielt  und  die  Ausgleichung  lediglich  durch 
Auflösung  linearer  Gleichungen  bewirkt  wird,  —  geht  man  alsdann  von 
der  Forderung  aus:  Die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  zu 
bestimmen.  Um  derselben  zu  genügen,  muss  man  wissen,  wie  gross  die  Wahr- 
scheinlichkeit ist,  bei  einer  Beobachtung  einen  Fehler  von  gegebener  Grösse  zu 
machen,  oder  wenigstens,  wie  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  gegebener  Fehler  zu 
einander  verhalten. 

Eine  aus  allgemeinen  Betrachtungen  fliessende,  von  nicht  zu  bestreitenden 
und  auf  alle  vorkommenden  Fälle  passenden  Voraussetzungen  ausgehende  Er- 
ledigung dieser  Frage  ist  bis  jetzt  nicht  gegeben  worden  und  wird  wohl  nicht 
möglich  sein;  die  werth volle  Arbeit  Hagen's*)  geht  von  Voraussetzungen  über 
die  Zusammensetzung  von  Fehlern  aus  unzählig  vielen  unbemerkbar  kleinen 
Fehlern  aus,  die  kaum  jemals  genau  und  in  sehr  vielen  Fällen  nicht  einmal  an- 
genähert zutreffen. 

Den  entgegengesetzten  Weg  hat  Gauss,  der  Erfinder  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate**)  eingeschlagen.  Gauss  geht  von  der  Annahme  aus,  dass 
bei  direkten  Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit  das  arithmetische  Mittel 
unbestreitbar  der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  sei;  er  zeigt,  dass 
diese  Annahme  genügt,  um  das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
und  findet  für  die  Wahrscheinlichkeit  wdx  einen  Fehler  vom  Betrage  x  zu  begehen, 
den  Ausdruck 

wdx  =  -7=  '  e  ax , 

wobei  /i  eine  von  den  besonderen  Verhältnissen  der  Beobachtung  abhängige  von 
X  aber  unabhängige  Zahl  bezeichnet.  Die  Wahrscheinlichkeit  Wdx^t  dx^,  dx^, . . . 
dass  bei  einer  Reihe  von  Beobachtungen  die  Fehler  x^,  x^,  x^,  .  .  .  zusammen- 
treffen, ist  das  Produkt  der  für  das  Eintreffen  von  x^,  x^,  x^,  .  .  .  einzeln 
geltenden  Wahrscheinlichkeiten,  also  ist 

Wdx^dx^dx^  .  .  .  =  4=  •  e-^^^'^^-^''^^"^'i-^'-^dx^dx^dx^  .  .  . 

W  wird  ein  Minimum  wenn 

x^  n-\-  x^  -I-  x^  -{-...  =  Minimum, 
Hiergegen  kann  eingewendet  werden,    dass  man  von  Alters  her  zwar  das 
arithmetische  Mittel    an    die    Stelle    gleich    guter    von    einander    abweichender 


♦)  Hagen,  GrundzUge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Berlin  1837. 
•♦)  Gauss,  Theorie  motus  corporam  coelestium,  Hamburg  1809. 
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Messungen  derselben  Grösse  gesetzt  hat,  gewiss  aber  ohne  je  dabei  daran  zu 
denken,  dass  man  dadurch  einen  wahrscheinlichsten  Werth  gewinnen  wollte, 
sondern  wegen  der  Einfachheit  der  Rechnung.  Man  hat  daher  kein  Recht,  von 
der  unbestrittenen  Anwendung  des  arithmetischen  Mittels  aus  einen  Schluss  auf 
das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  zu  machen. 

Zur  Bestimmung  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  w  hat  man  auch  folgenden 
Weg  eingeschlagen. 

Unter  allen  Fehlem  ist  gewiss  der  Fehler  ^  =  0  der  wahrscheinlichste,  die 
Function  w  hat  daher  für  ^  =  0  ein  Maximum. 

Man  darf  ferner  annehmen,  dass  entgegengesetzt  gleiche  Fehler  gleich  wahr- 
scheinlich sind;  hieraus  folgt,  dass  w  eine  gerade  Function  ist  Für  Fehler,  die 
verhältnissmässig  sehr  klein  sind,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  nahezu  =  1.  Von 
einer  gewissen,  von  den  Besonderheiten  jeder  Beobachtungsreihe  abhängigen 
Grösse  x  an  nimmt  die  Wahrscheinlichkeit  rasch  ab,  und  verschwindet  für  Fehler, 
die  eine  gewisse  Grenze  überschreiten. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  irgend  einen  Fehler  zu  begehen,  ist 


oc 


jwdx\ 

da  es  nun  gewiss  ist,  irgend  einen  Fehler  (0  mit  eingerechnet)  zu  machen,  so  folgt 

jwdx  =  1  . 

Diese  Bedingungen  genügen  noch  nicht,  um  die  unbekannte  Function  w 
vollständig  zu  definiren.  Da  man  mehr  Eigenschaften  nicht  anzugeben  vermag, 
so  ergreift  man  das  Auskunftsmittel,  für  w  unter  den  bekannten  Functionen,  welche 
den  Bedingungen  genügen,  die  einfachste  auszuwählen.    Als  solche  empfiehlt  sich 

w  =  Ae"''^'* ; 
sie  hat  für  j:  =  0  das  Maximum  w  ^=  A\  sie  ist  eine  gerade  Function;  die  Cunre, 
deren  Abscissen  und  Ordinaten  x  und  w  sind,  hat  die  Wendepunkte 

h  A 

und  nähert  sich  von  da  an  asymptotisch  sehr  rasch  der  Abscissenachse.    Aus  der 
Bedingung 


eo 


folgt 

A  =  1  :fe-**'*dx. 
Da  nun*) 

*)  Zur  Bestimmung  des  Integrals 

oc 

J  =  {e^'^dx 

0 

bild«(  man  nach  Cauchy 


ee  eo 


V  ^j  Je-'^^-y^dxdy, 


0    0 


Die  Ausführung  der  Integrationen  ergiebt 
Substituirt  man  Polarcoordinaten,  so  erliält  man 
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so  ergiebt  sich 


-CO 


Diese  inductive  Methode  zur  Bestimmung  von  w  verdient  vor  jeder  andern 
jedenfalls  den  Vorzug;  die  Willkür,  welche  bei  der  Bestimmung  von  w  waltet, 
tritt  bei  derselben  ganz  unverhtiUt  hervor. 

Gegen  alle  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  in  der  Ausgleichungsrechnung 
ist  der  jedenfalls  wesentliche  Einwand  zu  erheben,  dass  es  sich  bei  fast  allen 
Fällen  der  Ausgleichungsrechnung  nur  um  eine  verhältnissmässig  kleine  Anzahl 
von  Beobachtungen  handelt,  und  dass  es  bedenklich  ist,  auf  eine  Gruppe  von 
wenig  Fällen  Folgerungen  aus  den .  für  grosse  Zahlen  geltenden  Sätzen  anzu- 
wenden. 


Da  nun 


so  ist 


IC 

0  0 
fe~^^'rdr  =  —  i'"*'*  +  Comt,, 

00 


und  daher 


Hieraus  folgt 


"-T 


00 


—00 

Ersetzt  man  x  durch  ^jr,  so  ergiebt  sich 


00 


/,-»-.- _^. 
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§  1.    Lebenswahrscheinlichkeit. 

1.  Unter  allen  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Ereignissen  sehen  wir 
mit  Recht  diejenigen  als  von  einer  unübersehbaren  grössten  Mannigfaltigkeit  von 
Ursachen  bedingt  an,  die  das  Schicksal  der  Menschen  ausmachen,  insbesondere 
die,  welche  vom  menschlichen  Willen  direkt  abhängen.  Wir  begeben  uns  daher 
jedes  Urtheils  über  unser  eigenes  Schicksal  und  über  die  Zukunft  unserer  Mit- 
menschen, und  suchen  das  aus  diesem  Verzicht  fliessende  peinvolle  Gefühl  der 
Unsicherheit  zu  überwinden. 

Wenn  nun  auch  die  Zukunft  des  Einzelnen  sich  unserem  Urtheile  entzieht, 
so  hat  sich  doch  ergeben,  dass  bei  hinlänglich  grossen  Bevölkerungsgruppen  in 
mehrfachen  Beziehungen  Regelmässigkeiten  vorhanden  sind,  die  einen  ziemlich 
sicheren  Schluss  in  die  nächste  oder  selbst  in  die  fernere  Zukunft  gestatten. 

Bei  einer  einzelnen  Familie  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Todesfälle  innerhalb 
bestimmter  Zeitabschnitte  scheinbar  ganz  regellos;  bei  einer  Gemeinde  von 
einigen  Tausend  Einwohnern  ist  diese  Zahl  schon  von  Jahr  zu  Jahr  nahezu  die- 
selbe, so  dass  gewisse,  von  dieser  Zahl  abhängende  Einrichtungen  mit  Sicherheit 
vorher  getroffen  werden  können;  in  einer  grösseren  Stadt  von  mehr  als  hundert- 
tausend Einwohnern  ist  bereits  die  Zahl  der  wöchentlichen  Todesfalle  nahezu 
constant,  oder  doch  insofern  gleich  massig,  dass  auf  dieselben  Kalenderwochen 
mehrerer  auf  einander  folgender  Jahre  dieselbe  Anzahl  von  Sterbefallen  kommt. 
Bei  grösseren  Bevölkerungsgruppen  (Provinzen,  Reichen),  zeigen  sich  nicht  bloss 
die  Todesfalle  selbst  ihrer  Zahl  nach  unveränderlich,  sondern  es  sind  auch  die 
verschiedenen  häufiger  vorkommenden  Todesursachen  immer  in  nahezu  demselben 
Verhältnisse  an  den  Todesfallen  betheiligt;  ebenso  bleibt  bei  der  Zahl  der 
jährlichen  Todesfalle  der  Procentsatz  derer,  die  ein  bestimmtes  Alter  erreicht 
haben,  wesentlich  unverändert. 

Auch  bei  den  Ereignissen,  die  direkt  vom  Willen  abhängig  sind,  zeigt  sich 
eine  unverkennbare  Gleichmässigkeit.  So  kamen  im  Königreiche  Preussen*)  in 
den  Jahreft  1821 — 1875  jährlich  auf  das  Tausend  der  Bevölkerung  durchschnittlich 
17,79  Eheschliessungen;  von  dieser  Durchschnittszahl  weichen  die  fünfzigjährigen 


♦)  Preussische    Statistik.     (Amüiches    Quellenwerk).     Herausgegehen    in    zwanglosen 
Haften  vom  Kgl.  statistischen  Bureau,  in  Berlin.     XLVIII.  A.   1879.  pag.   135. 
ScHLOSMiiXH,  Handbuch  der  Mathematik.    Ud.  11.  59 
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Durchschnitte  nur  um  ungefähr  i  1  ab;  die  grösste  Ziffer  (1871 — 1875)  beträgt 
18,0G,  die  kleinste  (1851—55)  16,75. 

Auf  100000  zu  Anfang  eines  Jahres  Lebende  kamen  in  Preussen  im  Laufe 
des  nächsten  Jahres  in  dem  Zeiträume  1851 — 70  durchschnittlich  5  Personen 
durch  Selbstmord  um;  die  Durchschnittsziffer  wird  in  10  Jahren  dieses  Zeitraums 
erreicht;  in  8  Jahren  beträgt  sie  4,  in  den  beiden  letzten  ß.  Vom  Jahre  1830 
bis  1853  war  diese  Ziffer  unverändert  in  jedem  Jahre  4*). 

Nach  Quetelet's  mustergültigen  Untersuchen  wurden  in  Frankreich  von  einer 
Million  Bewohnern  im  Zeiträume  1826 — 30  jährlich  durchschnittlich  135  wegen 
begangener  Verbrechen  verurtheilt,  1831—35  130,  1836—40  150,  1841—45  140, 
so  dass  selbst  in  diesen  von  Zufällen  ganz  besonders  abhängigen  Ereignissen  eine 
auffällige  Gleich mässigkeit  sich  ausspricht. 

Seit  der  Erkenntniss  der  Gleichmässigkeit  solcher  Ereignisse  ist  erst  eine 
wissenschaftliche  Statistik  möglich,  ist  dieselbe  zugleich  eine  unentbehrliche 
Grundlage  fiir  jede  auf  das  Ganze  einer  Bevölkerungsgruppe  gerichtete  Thätigkeit 
geworden. 

2.  Die  stitistischen  Erhebungen  haben  insbesondere  gezeigt,  dass  das  Ver- 
bal tniss  der  Anzahl  derer,  die  das  ^te  Lebensjahr  erreichen,  zu  der  Anzahl 
derer,  die  im  Laufe  des  >^ten  Lebensjahres  sterben,  im  Wesentlichen  nur  von 
der  Zahl  k  abhängt.  Man  hat  diese  Verhältnisse  durch  mehrere  in  weit  aus- 
einander liegenden  Zeiten  angestellte  Zählungen  bestimmt  und  nur  verhältniss- 
mässig  sehr  geringe  Aenderungen  gefunden.  Man  hat  daher  das  Recht,  auf  eine 
Reihe  von  Jahren  hin  für  alle  auf  die  Lebensdauer  bezüglichen  Rechnungen 
diese  Verhältnisszahlen  als  nur  von  k  abhängige,  übrigens  aber  constante  ZaVilen 
anzusehen. 

Auf  Grund  dieser  Wahrnehmung  hat  man  Tafeln  construirt,  welche  angeben, 
wie  Viele  von  einer  gewissen  Anzahl  Geborener  das  1.,  2.,  3.,  .  .  .  Lebensjahr 
erfüllen.  Die  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  angeführte  Tafel  giebt  diese  Zahlen 
für  100000  männliche  und  fiir  100000  weibliche  Lebendgeborene  für  das  König- 
reich Preussen  an.**) 

3.  Bezeichnet  ak  die  in  der  Tafel  enthaltene  Anzahl  der  Personen,  die  das 
>^te  Lebensjahr  erfüllen,  so  werden  von  Qx  orjährigen  Personen  a^  y  Jahre  alt 
oder  älter.     Daher  ist  die  Wahrscheinlichkeit  w,  das  eine  jcjährige   Person  das 

j'te  Lebensjahr  erfüllt, 

ay 

w  =   -^. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vor  Erfüllung  des  jten  Jahres  stirbt,  ist 

ax  —  ay 

ax 
Von  ay  Personen,   die  das  Ende  des  ^'ten  Lebensjahres  erreichen,  sterben 

ay  —  az  vor  Erfiillung  des  ^ten  Jahres.     Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,   dass  eine 

♦)  Preussische  Statistik.     XLVm.  A.  Tabelle  XLVll. 

*•)  Mit  von  Seiten  der  Direction  des  Königlich  Preussischcn  statistischen  Bureaus  gütigst 
gewährter  Erlaubniss  geben  wir  in  dieser  Tafel  einen  auszugs weisen  Abdruck  der  im  Jahrgang  iSSo 
der  Zeitschrift  des  Königlichen  statistischen  Bureaus  veröffentlichten  Tafel  »Absterbeordnung, 
Mortalitätstafel,  Tafel  der  Lebenserwartung  und  durchschnittliclie  Lebensdauer  der  Bevölkerung 
des  Preussischen  Staates.«  Nach  einer  an  den  Verfasser  ergangenen  brieflichen  Mittheflou^ 
besteht  die  Absicht,  die  Tafel  im  nächsten  Jahre  auf  Grund  des  Materials  aus  anderweiten  dre: 
Beobachtungsjahren,  sowie  der  durch  die  letzte  Volkszählung  ermittelten  Altersvertheilung  tfer 
Bevölkerung  neu  zu  berechnen. 
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;Tjahrige  Person  das  jte  Lebensjahr  erflillt,    aber  vor  Erfüllung  des  2ten  stirbt 
ist  daher 

w  =  " '—, 

Die  WahTscheinlichkeit  dafiir,  dass  zwei  Personen  F  und  Q  die  heute  x  und 
y  Jahre  alt  sind,  noch  wenigstens  /  Jahre  lang  leben,  ist  das  Produkt  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  F  \n  p  Jahren  noch  lebt,  mit  der,  dass  Q  noch  lebt, 
also  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


o/j   = 


Clx  dy 


W^ 


a/3 


Die  Wahrscheinlichkeit  dafiir,  dass  F  noch  lebt,   Q  aber  verstorben  ist,   ist 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  beide  verstorben  sind,  ist 

V  ^^   /  V  ^y  } 

4.    Halbirt    man    die  Anzahl    üx   der  das  ^te  Jahr  vollendenden  Personen 

und  sucht  das  Lebensalter  E  auf,  welches  von  ^ax  Personen  erreicht  wird,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  a: jährigen  Person,  das  Ste  Lebensjahr  zu  vollenden, 
gleich  1  :  2;   man   bezeichnet  daher  E  als  die  wahrscheinliche  Lebensdauer 
einer  gegenwärtig  x  Jahre  alten  Person. 
So  ist  z.  B.  Rir  eine  männliche  Person 

öjg^  =  51372,      \a^r,  =  25686. 
Die  letztere  Zahl  liegt  zwischen  den  beiden  zu  63  und  64  Jahren  gehörigen 

«6  3  =  26658,        «6  4  =  25378. 
Man  denkt  sich  nun  die  bei  den  a^  3  Personen  im  Laufe  des  64.  Lebensjahres 
eintretenden  Todesfälle  auf  das  Jahr  gleichmässig  vertheilt;  unter  dieser  Voraus 
Setzung  würden  • 

^6  3  —  i^3  5  =  26658  —  25686  =  972 
Personen  vom  64.  Lebensjahre  noch  den  Bruchtheil 

«6  3  -  k^z:>         972 


«6  3   —  «6  4  1280 


=  0,76 


verleben;    daher  ist  die  wahrscheinliche  Lebensdauer  einer  im  36.  Lebensjahre 

stehenden  Person 

63,76 . 

5.  Zum  Zwecke  einer  vereinfachten  Berechnung  der  Tafeln  filr  Renten- 
versicherungen wurde  bereits  im  Jahre  1724  von  Moivre  der  Versuch  gemacht, 
eine  Formel  aufzustellen,  welche  die  Zahlen  «^  als  Function  des  Lebensalters 
angiebt;  gestützt  auf  die  älteste  von  Halley  1693  entworfene  Sterblichkeitstafel 

schlug  MoivRE  die  Formel  vor 

ö^  =  86  —  X, 

durch  welche  die  Zahl  derer  angegeben  werden  sollte,  welche  von  86  gleichzeitig 

Geborenen  das  xtQ  Lebensjahr  erfüllen. 

Weder  dieser  Versuch,  noch  eine  grössere  Anzahl  nachfolgende  Versuche 
können  als  gelungen  bezeichnet  werden. 

Von  einer  berechtigten  theoretischen  Grundlage  ausgehend,  kam  Gompertz 
zu  einer  Formel,  die  zwar  noch  nicht  die  Tabellen  genügend  deckte;  es  gelang 
aber  im  Anschlüsse  an  Gompertz's  Grundgedanken  Makeham  und  Lazarus,  das 
GoMPERTz'sche  Gesetz  so  zu  ergänzen,  dass  die  Sterblichkeitstafeln  mit  völlig 
genügender  Genauigkeit  dadurch  dargestellt  werden. 
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6.  Nach  GoMPERTZ*)  denkt  man  sich  den  Widerstand  einer  grossen  Anzahl 
gleichaltriger  menschlicher  Organismen  gegen  die  Zerstörung  mit  der  Zeit  der- 
gestalt abnehmend,  dass  er  im  Verlaufe  jedes  verschwindend  kleinen  Zeitelementes 
sich  auf  denselben  Bruchtheil  des  urs[)rünglichen  Betrags  vermindert.  Setzt  man 
den  anfänglichen  Betrag  dieses  Widerstandes  iv,  und  nimmt  an,  dass  derselbe 
bis  zum  Ende  des  ersten  Zeitelementes  auf  pw  {p  <,  1)  herabgesunken  ist,  so  ist 
er  am  Ende  des  2.|  3.,  4.,  .  .  .  mttti  Zeitelemenles 

wp ,     wp^  ,    wp^  ,  •  .  .  «'/^ . 

Nimmt  man  an,  dass  eine  Zeiteinheit  (Jahr)  n  Elemente  enthalte,  und  dass 
am  Ende  eines  Jahres  der  Widerstand  den  Betrag 

habe,  so  ist 

Px  =/*» 
und  nach  x  Jahren  ist  der  Widerstand 

wp^* , 
Das  Reciproke  der  Widerstandskraft   bezeichnet  Gomperi^  als  Todeskraft, 
und  nimmt  an,  dass  die  Anzahl  derer  von  ajr<^jährigen  Personen,  die  im  nächsten 
Zeitelemente  dx  sterben,  durch  das  Produkt  von  dx  mit  ax  und  der  Todeskraft 
gewonnen  werde,   also  den  Betrag  habe 

ax 


wp^' 


dx , 


Ersetzt  man  hier  1  :  w  und  1  :  /|  bez.  durch  b  und  q^  so  erhält  man 

Cjc  '  bq'dx . 
Diese  Anzahl  ist  aber  auch,  wenn  man  die  Sterblichkeitsliste  fiir  verschwindend 
kleine  Intervalle  dargestellt  denkt,  entgegengesetzt  gleich  dem  Differentiale  dox. 
Daher  hat  man  die  Differentialgleichung 

dax  =  —  dx  '  bq'dx . 
Aus  derselben  ergiebt  sich  sofort  • 

lax  =  —  7~  •  ^"^  ^-  Const, 
und  daher 

1.  üx  =  C'  Kf , 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

K  ^  e   k. 

Bei  geeigneter  Wahl  der  Constanten  c,  K  und  q  verträgt  sich  das  Gompertz'scHc 
(»esetz  (1.)  sehr  gut  mit  den  vorhandenen  Sterblichkeitstafeln  für  die  Lebens- 
jahre 20  bis  60,  ergiebt  aber  stärkere  Abweichungen  für  die  Sterblichkeit  im 
früheren  und  im  späteren  Alter. 

7.  Um  diese  Abweichungen  zu  beseitigen,  nahm.  Makeham  neben  der  von 
GoMPERTZ  eingeführten  vom  Alter  abhängigen  Todeskraft  noch  eine  während  des 
ganzen  allmählichen  Absterbens  des  Complexes  von  gleichaltrigen  Personen 
beständig  wirkende  an. 

Wird  dieselbe  mit  ß  bezeichnet,  so  ergiebt  sich 

—  düx  -=  <ix\ ^dx  -\-  -j-  q^\  dx ^ 

und  hieraus  folgt 

üx  =  c-K^""  h', 


*)  GoMPERTZ,   On   the   nature   of  the  function   expressive   of  the   law  of  human  moTtalstr 
and  a  new  method  of  determining  the  value  of  life  contingencies.     Philos.  TransacL   1825. 
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wenn  man  e-^  durch  A  ersetzt.  Dieses  Gesetz  ist  als  das  GoMPERTZ-MAKEHAM'sche 
Sterblichkeitsgesetz  bekannt.  Dasselbe  stellt  sehr  gut  die  Sterblichkeit  vom 
15.   Lebensjahre  an  aufwärts  dar. 

Um  auch  fltr  die  ersten  15  Lebensjahre  Uebereinstimmung  zwischen  dem 
Gesetze  und  den  Tabellen  zu  erzielen,  ergrif!  Lazarus  (1867)  das  Auskunflsmittel, 
zu  der  veränderlichen  Todeskraft 

noch  andere  mit  abweichendem  Dignanden  zu  nehmen,  so  dass  die  Todeskraft 
dargestellt  wird  durch  die  Summe 

Es  erwies  sich  als  vollkommen  genügend,  diese  Reihe  auf  die  ersten  drei 

Glieder  zu  beschränken.  Wie  man  sieht,  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  man  e  ig^ 
mit  H  bezeichnet 

a^  ^  €' h^K^^'mx'm' . 

Diese  letzte  Formel  stellt  bei  geschickter  Wahl  der  darin  enthaltenen  sechs 
Constanten  die  Zahlen  der  Sterblichkeitslisten  mit  durchaus  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit ftir  alle  Lebensalter  dar.*) 

§  2.    Zinseszins-  und  Rentenrechnung. 

1.  Ein  Kapital  vermehrt  sich  durch  Zinzeszins,  wenn  die  nach  einem 
bestimmten  Zeiträume  falligen  Zinsen  mit  dem  Kapitale  vereinigt  werden,  so  dass 
sie  im  nächsten  Zeitabschnitte  zu  gleichem  Zinsfusse  sich  verzinsen.  Wir  nehmen 
zunächst  an,  dass  die  Zinsen  alljährlich  kapitalisirt  werden. 

Ein  Kapital  c  bringt  in.  einem  Jahre  zu  p^  die  Zinsen  cp:  100,  wächst  also 
an  auf 


0  +  ioö)  = 


wenn  man  den  Discontfaktor 


1 


100 

abkürzungsweise  mit  r  bezeichnet.     Das  Endkapital  er  des  ersten  Jahres  ist  das 
Anfangskapital  des  zweiten;  daher  ist  das  Endkapital  am  Ende  des  2.  Jahres 

er  '  r  =  cr^ , 
Mit  jedem  neuen  Verzinsungsjahre  tritt  ein  Faktor  r  hinzu;  daher  wächst  das 
Kapital  c  durch  jährlichen  Zinseszins  in  n  Jahren  zu  p^  an  auf  das  Endkapital 

1.  k  =^  c  *  r«. 

Wenn   das  Kapital   über  n  Jahre    hinaus   noch   sich  während  eines  echten 
Bruchtheils  /  eines  Jahres  verzinst,  so  wächst  es  auf  den  Betrag  an 

2.  i^  =  r  .  r«  .  (  1  4-  :;^  I ,       /  <  1 . 


O-^-im)' 


Wie  man  sofort  sieht,  gelten  diese  Formeln  auch  dann,  wenn  die  Zinsen 
nicht  jährlich  kapitalisirt  werden,  sondern  wenn  andere,  kürzere  oder 
längere  Verzinsungsfristen  gelten;  nur  hat  man  dann  für  /  nicht  die  jährlichen 
Zinsen  auf  das  Hundert,  sondern  die  auf  die  Verzinsungsfrist  entfallenden  zu 
setzen    und   für   n   die   Anzahl   der    Verzinsungsfristen.     Wenn   also   z.   B.    die 


*)  Amthor,  Das  GoMPERTZ-MAKEKAM'sche  Sterblichkeitsgesetz  und  seine  Anwendung  bei 
der  Lebensversicherungs-  und  Rentenrechnung.  Festschrift,  Herrn  Oberbürgermeister  Pfotenhaüer 
u.  s.  w.  gewidmet  vom  LehrercoUegium  der  Kreuzschule.     Dresden,  1874.     pag.  20. 


rfcfii-  r , 


n 
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Kapitalisirung  vierteljährlich  20  Jahre  lang  erfolgt,   und  das  Kapital  sich  zu  5J 
verzinst,  so  hat  man  in  den  Formeln  1.  und  2. 

/•=l4-i§,       «  =  80 

ZU  setzen. 

In  dem  Faktor  1  -f-  //  :  100  hat  man  auch  in  diesem  Falle  für/  die  jährlichen 
Procente  zu  nehmen,  da  /  die  über  eine  ganze  Anzahl  von  Verzinsungsfristen 
hieraus  verzinste  Zeit  in  Bruchtheilen  eines  ganzen  Jahres  angiebt. 

2.  Die  Formel  No.  1,  2  löst  die  Aufgabe,  aus  dem  Anfangskapitale, 
dem  Zinsfusse  und  der  Zeit  das  Endkapital  zu  finden. 

Beispiel.  Verzinsen  sich  8500  Mark  durch  halbjährlichen  Zinseszins  zu  4J 
12  Jahre  8  Monate  lang,  so  ist 

c  =  8500,       r  =  1,02,       n  =  25, 
1  //  4 

^=6'     ^■^löo^^'^eöö"^  ^'^^^  •  •  • ' 

daher  ist 

k  =  8500  •  1,0225  .  1,00667  =  14038. 

Das  Anfangskapital  ergiebt  sich  zu 

3.  Sind  Cf  k  und  n  gegeben  und  /  =  0,  so  findet  man  den  Discontfaktor 

und  hieraus  den  Zinsfuss. 

Ist  /  von  Null  verschieden,  so  liefert  die  Gleichung  1.  eine  erste  An- 
näherung p^  zur  Bestimmung  des  Zinsfusses.    Da  ( 1  -h  -j^  )  gegen  r«  nur  klein 

ist,  so  wird  dieser  Faktor  ziemlich  genau  erhalten,  wenn  man/  durch /,  ersetzt 
Man  erhält  mit  Benutzung  dieses  Werthes  eine  zweite  Annäherung  p^  aus 

und  in  gleicher  Weise  weitere  Näherungswerthe 


^2 


Dabei  ist,  wie  man  sofort  sieht 

/»  <  /s  <  /,  , 


Hieraus  folgt,  dass  die  Näherungswerthe 

/l»  P^i  P^f  Pk^   '   •  ' 
sich  einer  bestimmten  Grenze  nähern;  auf  so  viele  Decimalstellen  zwei  folgende 

Näherungswerthe  tibereinstimmen,  auf  ebenso  viele  Stellen  stimmen  sie  mit  dem 

gesuchten  Zinsfusse  /  überein. 

Beispiel.    Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,  zu  welchem  20000  Mark  bei  jährlichem 

Zinseszins  in  18  Jahren  4  Monaten  auf  43000  Mark  anwachsen? 
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Hier  ist  c  =  20000,     k  =  43000,     «  =  18,     t  =  \.     Man  erhält 

r,  ='j/245ÖÖ  =  1,0435, 

^  "*"  lOO  ^  1,0145,       r^  =  r^  -/t/XÖTiB  ==  1,0426, 

1  4-  1^  =  1,0142,       rj  =  ri  :*VI;ÖT42  =  1,0426. 

Da  r^  und  r.^  bis  auf  fünf  Ziffern  tibereinstimmen,  so  folgt  mit  einer  Genauig- 
keit bis  auf  die  Hundertel 

p  ==  4,26 . 

4.  Zur  Bestimmung  der  Zeit  aus  r,  k  und  p  bildet  man  die  Gleichung 

nlogr  4-  log\\  -+-  j^j  =  log k  —  logc. 
Da 

so  ergiebt  sich  n  aus  dieser  Gleichung  als  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

(log k  — logc)  \logr, 
der  Divisionsrest  ist 

und  liefert  den  Zeitrest  /. 

Beispiel.  In  wie  viel  Jahren  wächst  ein  Kapital  durch  jährlichen  Zinseszins 
zu  4^f  auf  den  3 fachen  Betrag  an? 

Aus    %(>&:^)  =  0,47712,     Ä?^r  =  0,01912     folgt 

log{k\c)  =  24:'  logr  -h  0,01824,     also     «  =  24. 

Da  nun  0,01824  =  A?^  1,0429, 

und  4,29  :  4,5  =  0,95, 

so  ergiebt  sich  als  Antwort  24,95  Jahre. 

5.  Bezeichnet  man  mit  /  die  Verzinsung  auf  Hundert  und  ein  Jahr,  und 
werden  die  Zinsen  am  Ende  jedes  mten  Theiles  eines  Jahres  kapitalisirt,  so  ist 
nach  /{Jahren  das  Endkapital 

Wächst  m  unendlich,  werden  also  die  Zinsen  continuirlich  kapitalisirt,  so 
erhält  man 

Von  der  Annahme  einer  continuirlichen  Kapitalisirung  macht  man  bei  einigen 
Aufgaben  mit  Vortheil  Gebrauch. 

6.  Wenn  man  sich  für  n  auf  eine  ganze  Anzahl  von  Jahren,  bez.  auf  eine 
ganze  Anzahl  solcher  Zeitabschnitte  beschränkt,  nach  deren  Verlauf  die  Zinsen 
kapitalisirt  werden,  so  giebt  die  Formel 

k  =  c  '  r»^ 
sowohl  den  Werth  an,  den  ein  Kapital  c  nach  Verlauf  von  n  Jahren  erreicht, 
als  den  Werth,  den  ein  vor  n  Jahren  ausgeliehenes  Kapital  haben  musste,  um 
bis  jetzt  zu  dem  Betrage  k  anzuwachsen,  wenn  nur  in  diesem  Falle  die  Zahl  n  — 
entsprechend  einer  Zeitbestimmung  in  der  Richtung  der  Vergangenheit  —  negativ 
gerechnet  wird. 

Soweit  es  sich  um  Kapitalien  handelt,  bei  denen  für  die  in  Frage  kommenden 
Zeitabschnitte  eine  Vermehrung  durch  Zinseszins  bei  gleichbleibendem  Zinsfusse 
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stattfindet,  hat  man  sich  den  Werth  eines  Kapitals  in  stetiger  Veränderung 
begriffen  zu  denken;  der  nach  Ablauf  einer  ganzen  positiven  oder  negativen 
Anzahl  von  Jahren  erreichte  Werth  einer  Summe,   die  heute  c  Mark  beträgt,   ist 

/^  =  c  '  r^ 

Diesen  Werth  k  bezeichnet  man  als  den  Zeitwerth  der  Summe  r,  und  zwar 
als  den  Vorwerth  oder  Nachwerth,  je  nachdem  n  positiv  oder  negativ  ist. 

7.  Anstatt  eine  Zahlung  c  zu  einer  bestimmten  Zeit  zu  leisten, 
kann  man  an  einem  um  «(positive  oder  negative)  Jahre  davon  entfernten 
Zeitpunkte  den  für  diesen  Zeitpunkt  berechneten  Zeitwerth  von  c^ 
d.  i.  ^  •  r"  zahlen;  handelt  es  sich  um  einen  Vorwerth,  so  kann  der  Gläubiger 
vom  Schuldner  billigerweise  nicht  mehr  verlangen;  im  Falle  eines  Nachweiths 
muss  der  Gläubiger  so  viel  verlangen,  wenn  er  nicht  Schaden  haben  soll. 

Aus  diesem  Grundsatze  ergiebt  sich  sofort  folgende  Regel  für  dieAequi- 
valenz  von  Zahlungen: 

Eine  Reihe  Zahlungen,  die  zu  bestimmten  Zeiten  zu  leisten  sind, 
kann  durch  eine  andere  Reihe  von  Zahlungen,  die  zu  anderen  be- 
stimmten Zeiten  geleistet  werden,  ersetzt  werden,  wenn  nur  für  beide 
Reihen  von  Zahlungen  die  für  einen  beliebig  gewählten  Zeitpunkt 
berechneten  Summen  der  Zeitwerthe  einander  gleich  sind. 

Hat  man  nach  /j,  t^,  /,,  .  .  .  tr  Jahren  die  Summen  äj,  ö^,  Ö3,  .  .  .  ar  za 
bezahlen,  so  kann  man  dafür  nach  tj,  tg,  tj,  ...  tg  Jahren  die  Summen  üj,  a^, 
ag,  .  .  .  ag  zahlen,  wenn  die  für  das  Ende  des  xten  Jahres  berechneten  Zeitwertiie 
gleich  sind 
fij^-ti   4-  a^r^-^a  4-  «3^-*»   -h  .  .  =  a^r^^-h  -+-  a^r^-h   h-  a^r^-^*  -t-  .  .  . 

Wenn  diese  Gleichung  flir  irgend  einen  Werth  von  t  identisch  ist,  so  ist  es 
auch  flir  jeden  andern;  denn  wenn  man  x  durch  eine  andere  Zahl  d  ersetzt,  so 
ändern  sich  alle  Glieder  der  Gleichung  um  denselben  Faktor 


8.  Werden  mehrere  gleiche  Zahlungen  ^(Renten)  in  jährlichen  Zwischen- 
räumen im  Ganzen  «mal  geleistet,  so  ist  deren  Werth  bei  Auszahlung  der  letzten 
Rente 

S  =  ^r"-!  -h  ^r«-2  -H  .  .  .  H-  ^r  -h  i? , 
=  ^(r«-l  4-  ^«-2  -I-  .  .  .  -h  r  -h  1) , 

r  —  1 
Da     r  —   1   =  ^  :  100,     so  hat  man  schliesslich 

S  =  -j-ir--!). 

Dieselbe  Formel  ist  auch  dann  verwendbar,  wenn  die  Rente  nicht  jährlich 
gezahlt  wird,  sobald  dabei  die  Zinsen  nicht  jährlich  kapitalisirt  werden,  sondern 
an  denselben  Terminen,  an  welchen  die  Renten  zahlbar  sind;  der  Zinsfuss  p 
hat  dann  eine  entsprechend  veränderte  Bedeutung. 

Werden  z.  B.  20  Renten  von  je  1500  Mark  in  vierteljährlichen  Abständen 
l)ezahlt,  und  die  Zinsen  zu  5^  vierteljährlich  kapitalisirt,  so  ist  der  Zeitwerth  aller 
Renten  bei  der  Auszahlung  der  20ten 

S  =  102_fO  .  (1,0,25«.  -  1) . 

9.  Wird  ein  Kapital  C(Mise)  zu  jährlichem  Zinseszins  zu  /^  angelegt,  und 
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von  demselben  in  jährliclien  Abständen,  beginnend  ein  Jahr  nach  Anlegung  der 
Mise,  eine  Rente  R  bezogen,  so  ist  der  Kassenbestand  K  unmittelbar  nach  der 
Auszahlung  der  «ten  Rente  vermehrt  um  den  Zeitwerth  aller  n  Renten  gleich 
dem  Zeitwerthe  der  Mise,  alles  berechnet  flir  die  Auszahlung  der  letzten  Rente. 
Daher  hat  man  die  Gleichung 

100^  ,  ,x    '       , 

C.rn  =  -_— .(r«— 1)  -+.  K. 

P 
Je  nachdem  R  ~  -yrr ,     ist  AT  =  C 

10.  In  letzterem  Falle  kann  eine  vollständige  Verzehrung  der  Mise  eintreten; 
aus  der  Bedingung  Ä'  =  0  ergiebt  sich  folgender,  als  Rentengleichung  be- 
zeichneter Zusammenhang  zwischen  C,  R,  p  und  // 

100^   /  IN 

C  •  r«  =  — - —  (r«  —  1)  . 


Hieraus  folgt 
die  Mise  C  = 


die  Rente  R  = 


P 
Cp_ 

100 

11.  Eine  gegebene  Mise  C  kann  durch  eine  gegebene  Rente  R  bei  gege- 
benem Zinsfusse  /  im  Allgemeinen  nicht  vollständig  aufgezehrt  werden;  die 
Auszahlung  von  Renten  wird  solange  erfolgen,  bis  ein  Kassenbestand  K  übrig 
ist,  der  mit  den  einjährigen  Zinsen  zusammen  weniger  als  R  beträgt.  Man  hat 
alsdann  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  grösstmögliche  Anzahl  von  Renten,  sowie  den 
nach  Auszahlung  der  letzten  Rente  verbleibenden  Kassenrest  zu  bestimmen. 
Die  Gleichung  No.  9  ergiebt 

Kp 


\^R 


V       loojej      ^ 

folglich  ist 

1.  nlogr  +  log{l-  3^)"  =  log  (l  -  ^)~'. 

Nach  der  Voraussetzung  ist 


r 


Hieraus  folgt  die  Ungleichung 

Kp      ^     P 


d.  i.  < 


Hieraus  folgt 


100 J?   ^  100/- '      ^  100  H-  i^  • 

__  JCp_  100  .         j^ 

lOOr   >  100  -h  / '     a-  >•  >  ^ 


Nach  Gleichung  1.  wird  daher  n  als  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

gefunden;  der  Divisionsrest  ist 

und  dient  zur  Bestimmung  des  Kassenrestes  K. 

Beispiel.  Eine  Rentenanstalt  gewährt  ftir  eine  bei  Vollendung  des 
18.  Lebensjahres  eingezahlte  Summe  von  344,28  Mk.  vom  Ende  des  50.  Lebens- 
jahres  an    lebenslänglich   jährlich   100  Mk.  Rente;    auf  wie  viele  Jahre  ist  der 
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Genuss    der  Rente    berechnet    und    wie  gross  ist  nach   Verlauf  dieser  Zeit  der 
Kassenrest,  wenn  die  Gesellschaft  die  Verzinsung  zu  4%  ansetzt? 
Die  Mise  beträgt 

344,28.1,0431. 
Daher  ist 

C/f  344,28-  1,0431.4 


Hieraus  folgt 


100  y? 


10000 


=  0,46440  . 


^^0— 1&)  =^' 


27116. 


Die  Division  durch  /ogr  =  0,01703  ergiebt 


01571 


1. 


r« 


100^ 
also  K  =  3,68  -J^ip  =«  92  . 

12.    Um  /    zu   bestimmen,    ersetzt   man   in    der   Rentengleichung  /    durch 
100(r  —  1)  und  erhält 

woraus  die  Gleichung  für  r  hervorgeht 

Cr«+i  —  (C-f-  ^r«  -h  i?  =  0 ,     oder 

In  diese  Gleichung  setzt  man  versuchsweise 

JP    ^~—  1|  «I  öj  4,  D,    •    .    • 

also  r  =  1,01;  1,02;  1,03;  1,04;  1,05;  .  .  . 

und  setzt  diese  Versuche  so  lange  fort,  bis  man  zu  zwei  auf  einander  folgenden 
Werthen  /j  und  /g  von  /  gelangt,  für  welche  die  linke  Seite  der  Gleichung  1., 
die  wir  abkürzungsweise  mit  y  bezeichnen  wollen,  entgegengesetzte  Werthe  erhält 
Man  kann  r  als  Abscisse,  y  als  Ordinate  eines  Punktes  betrachten.     Die  Curve 

schneidet   alsdann  die  Abscissenachse  in  einem  zwischen  r^  und  r,  gelegenen 

Punkte.    Man  erhält  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  angenähert,  wenn  man  den 

zwischen  den  Abscissen  r,   und  r^  enthaltenen  Curvenbogen  mit  der  durch  seine 

Enden  bestimmten  Sehne   verwechselt.     Die  Abscisse  r^   des  Schnittpunkts  der 

Sehne  mit  Abscissenachse  erhält  man  aus  der  Proportion 

p  f  p  ' ,  p  f  p  t  p  '  p  •  p  p  ' 

d.  i.     (rj  —  r,)  :  (r,  —  r^)  =  y^  : j^,  . 
Hieraus  folgt 


r,  = 


•^1 


wenn  y^    den    absoluten   Werth   von 
P%P^  bezeichnet. 

Hierauf  berechnet  man  die  zu  r, 
gehörige  Ordinate  y^,  und  wiederholt 
dann  dasselbe  Verfahren,  indem  man 
y^  mit  derjenigen  der  beiden  Ordinateo 
Px  P\  uiid  P*^P^  zusammen  nimmt,  welche  mit  y<^  nicht  dasselbe  Vorzeichen 
hatu.  s.  w.  bis  man  durch  diese  fortgesetzte  Interpolation  zu  einem  Werthe  r  gelangt 
ist,  für  welchen  der  zugehörige  Werth  von^  hinlänglich  genau  mit  Null  übereinstimmt. 


(M.58Ü.J 
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Beispiel.     Für  C  ==  28000,  ^R  =  3000,  n  =  12  erhält  man 

-^=  0,10714; 

Hir  '  ;)  =  3;       4;       5; 

folgt  >'=-»-  0,00299;       -1-  0,00034;       —  0,00349. 

Ersetzt    man    in  der  für  r^  gegebenen  Interpolationsformel  r^  —  r^    durch 
0,01,  ^'i  durch  0,00034,^^2  ^"rch  0,00349,  so  erhält  man 

rg  =  1,0489. 

Der  zugehörige  Werth  von  y  ist  -f-  0,00001,  also  mit  Null  hinlänglich  genau 

übereinstimmend.     Daher  ist 

p  =  4,89 . 
13.  Wenn  die  am  Ende  jedes  Jahres  zahlbare  Rente  R  durch  ///  gleich 
grosse  in  gleichen  Zwischenräumen  zahlbare  Renten  R'  ersetzt  werden  und  die 
erste  Zahlung  1  :  m  Jahr  nach  Einlegung  der  Mise  erfolgen  soll,  so  hat  man  Ä' 
so  zu  wählen,  dass  die  Summe  aller  Einzelzahlungen  R',  jede  vermehrt  um  die 
bis  zum  Jahresschlüsse  von  ihr  gebrachten  Zinsen,  gleich  der  jährlichen  Rente  R 
ist.     Man  hat  daher  die  Gleichung 

i>R' 


=  ^'  (^  ^  ^  •  ^W)  • 


Beispiel.    Soll  die  Rente  R^  vierteljährlich  bezahlt  werden  und  ist  /^  =  5,  so  ist 

^  =  4  :^  .  i?',    R'  =  0,24540  •  R . 

14.  Für  manche  Aufgaben  aus  dem  Versicherungswesen  ist  die  Betrachtung 
einer  continuirlichen  Rente  unter  gleichzeitiger  Anwendung  continuirlicher 
Capitalisirung  der  Zinsen  von  Bedeutung.  Bei  continuirlicher  Verzinsung  (No.  <5) 
wächst  die  Einheit  des  Kapitals  in  ^Jahren  an  auf 

wenn  e^'^^  mit  7>  bezeichnet  wird. 

Bezeichnet  p  die  Summe  aller  der  Beträge  (ohne  Rücksicht  auf  Zeitwerth), 
die  während  einer  Zeiteinheit  als  Rente  gewährt  werden,  so  ist  die  in  dem  Zeit- 
elemente {/y  erfolgte  Rentenzahlung 

päx  f 

und  daher  der  Werth  'der  in  ^Jahren  bezahlten  continuirlichen  Rente,  berechnet 
für  den  Zeitpunkt  der  Auszahlung  der  letzten  Rente 


=/ 


v^päx  =  — -^  {v^  —  1)  . 


0 

Die  Summe  R  der  Zeitwerthe  aller  im  Laufe  eines  Jahres  gezahlten  Renten, 

flir  das  Ende  des  Jahres  berechnet,    entsteht  hieraus,  wenn  man  x  =  1    setzt; 

man  erhält 

100p  , 

Durch  Division  ergiebt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

v^  —  1 

5  =  i? . 

V  —  1 
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Die  unmittelbar  vor  Beginn  der  Auszahlung  dieser  Rente  eingezahlte  Mise  C 
hat  sicli  in  ^Jahren  vermehrt  auf 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  für  S  gegebenen  Werthe,  so  erhält  man  die 
Rentengleichung  für  den  Fall  der  continuirlichen  Rente 

Cv'  ^  R . 

Zf  —  1 

15.  Die  Zurückzahlung  (Tilgung,  Amortisation)  einer  Anleihe  C 
erfolgt  in  der  Regel  so,  dass  der  Schuldner  (Staat,  Gemeinde,  Actiengesell- 
schaft  u.  s.  w.)  eine  bestimmte,  unveränderliche  Summe  R  alljährlich  auf  Ver- 
zinsung und  Zurückzahlung  verwendet;  was  man  von  dieser  Summe  nicht  zur 
Bezahlung  der  Zinsen  auf  den  noch  nicht  zurückgezahlten  Theil  der  Anleihe 
braucht,  wird  zur  Zurückzahlung  eines  Theils  der  Schuld  verwendet. 

Der  Zusammenhang  zwischen  C,  7?,  dem  Zinsfusse  /  und  der  Dauer  n  der 
Amortisation  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dasi  man  die  Gesammtheit  der 
Gläubiger  als  einen  Rentengläubiger  ansehen  kann,  der  jährlich  die  Summe  R 
so  lange  erhält,  bis  das  Kapital  C  aufgezehrt  ist.  So  lange  nur  die  Zinsen  des 
Kapitals  an  die  Gläubiger  bezahlt  werden,  ändert  sich  die  Schuld  nicht;  daher 
ist  die  Schuld  C  die  Mise  filr  die  Rente  R  und  man  hat 

C  .  r^  =.  — -—  (r«  —  1)  . 
P 

Hat  man  ein  System  von  zusammengehörigen  Werthen  C,  R^  p  und  n  er- 
mittelt, so  gilt  es  nun,  den  Tilgungsplan  zu  entwerfen;  in  demselben  ist  anzu- 
geben, wie  viel  jährlich  zur  Verzinsung  des  Anleiherestes  und  wie  viel  zur 
Tilgung  zu  verwenden  ist.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  die  Schuld  in  Ab- 
schnitte (Staatsschuldscheine,  Prioritätsobligationen  u.  s.  w.)  zerlegt  ist,  von  denen 
wir  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  sie  alle  auf  den  gleichen  Betrag  A 
lauten. 

Man  hat  bei  der  ersten  Tilgung  noch  die  Zinsen  der  ganzen  Anleihe  zu 
bezahlen,  also  pC\  100,  und  kann  daher  zur  Tilgung  verwenden 

'^  ~   100' 
Ist  f  (  die  ganze  Zahl  des  Quotienten 

V        looj  •  ^ ' 

und  pj  der  Rest,  so  werden  ^j  Schuldscheine  im  Gesammtbetrage  g^A  getilgt, 
und  der  Rest  pj  zu  /^  verzinslich  angelegt.  Am  Ende  des  zweiten  Jahres  hat 
man  die  Zinsen  auf 

C  —  ^lA 
zu  bezahlen;  zur  Tilgung  ist  daher  verfügbar 

R-{C-q,A) 
und  ausserdem  noch  der  durch  die  Zinsen  eines  Jahres  vermehrte  Tilgungsrest  p^ 
also  zusammen 

R  —  {C—q,A)  -t-  pir. 
Man  tilgt  hiemach  am  Ende  des  2.  Jahres  so  viele  {g^  Schuldscheine,  als 
die  ganze  Zahl  des  Quotienten  beträgt 

und  überträgt  den  Rest  p^  auf  das  nächste  Jahr. 

Dieses  Verfahren  ist  bis  zur  vollständigen  Tilgung  der  Anleihe  zu  wiederholen. 


F^ 
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Den  Tilgungsresten,  die  jedes  Jahr  in  den  Händen  des  Schuldners  bleiben, 
stehen  gleich  grosse,  noch  ungetilgte  Beträge  in  den  Händen  der  Gläubiger 
gegenüber;  die  fiir  die  letzteren  zu  zahlenden  Zinsen  gleichen  sich  gegen  die  zu 
Gunsten  des  Schuldners  verzinsten  Tilgungsreste  aus,  so  dass  durch  die  Tilgungs- 
reste der  Abschluss  der  ganzen  Tilgung  nur  insoweit  beeinträchtigt  werden  kann, 
als  durch  die  von  Jahr  zu  Jahr  zu  berechneten  Zinsen  der  Tilgungsreste  eine  Un- 
genauigkeit  in  den  letzten  Stellen  hervorgerufen  werden  kann,  die  indess  als  un- 
wesentlich zu  betrachten  ist. 

Beispiel.  Eine  Anleihe  von  50000  Mark  soll  durch  10  gleiche  jährliche 
Zahlungen  zu  4J  verzinst  und  getilgt  werden;  wie  viel  ist  jährlich  hierfür  aufzu- 
wenden und  wie  gestaltet  sich  der  Tilgungsplan,  wenn  die  Schuld  in  500  Ab- 
schnitte von  100  Mark  eingetheilt  ist? 

Aus  der  Gleichung 

100  V  r^J 

folgt  Ä  =  6164,6  . 

Die  Zinsen  der  Anleihe  betragen  2000  Mk.;  aus  der  Differenz 

6164,6  —  2000  =  4164,6 
ergiebt  sich,  dass;41(^i)  Schuldscheine  getilgt  und  64,6  Mk.(pj)  Tilgungsrest  auf 
das  nächste  Jahr  übertragen  werden.  —  Am  Ende  des  2.  Jahres  sind  zu  ver- 
zinsen 500  —  41  =459  Schuldscheine,  also  an  Zinsen  auszugeben  183f»,0Mk.; 
da  pj  durch  die  Zinsen  eines  Jahres  auf  67,2  Mk.  anwächst,  so  verbleiben  zur 
Tilgung 

6164,6  4-  67,2  —  1836,0  =  4395,8. 

Folglich  werden  am   Schlüsse  des  zweiten  Jahres  43  Schuldscheine  getilgt 
und  95,8  Mk.  auf  das  nächste  Jahr  übertragen. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan.    In  der  Spalte 
Kapital  rest  ist  angegeben,  welches  Kapital  im  nächsten  Jahre  zu  verzinsen  ist. 


i? 


Ende  des 
Jahres 


Zinsen 


Tilgung     I    Kapitalrest 
in  Stücken  >u  100  Mark 


Tilgungsrest 


1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


2000 

41 

1836 

43 

1664 

46 

1480 

46 

1296 

49 

1100 

51 

896 

52 

688 

55 

468 

57 

240 

60 

459 
416 
370 
324 
275 
224 
172 
117 
60 


64,6 
95,8 

0,2 
84,8 
56,8 
23,7 
93,3 
78,7 
73,2 

0,7 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


Der  schliessliche  Kapitalbestand  (0,7  Mk.)  lässt  sich  nur  dadurch  herabdrücken, 
dass  man  die  Rechnung  mit  grösserer  Genauigkeit,  als  hier,  durchfuhrt;  ist 
aber  praktisch  ganz  ohne  Bedeutung. 

16.  Den  in  der  ungleichmässigen  Gütervertheilung  wurzelnden  sozialen  Miss- 
ständen kann  man  unter  anderem  dadurch  entgegenarbeiteu,  dass  man  die  An- 
sammlung grosser,  milden  Zwecken  aller  Art  bestimmter  Kapitalien  in  den 
Händen  von  Staats-  oder  Gemeindeverwaltungen  oder  von  gemeinnützigen  Ver- 
einen   möglichst    befördert.     Je    mehr   es    die  Staatsregierungen    für   eine  ihrer 
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wesentlichen  Aufgaben  ansehen,  die  Noth stände  in  den  untersten  Volksschichten 
durch  Ausdehnung  der  Haftpflicht  der  Arbeitgeber,  durch  Einführung  obliga- 
torischer Kranken-  und  Invalidenversicherung  möglichst  abzuschwächen,  um  so 
mehr  werden  dann  die  der  Wohlthätigkeit  zugewiesenen  Stiftlingsgelder  zur  Aus- 
gleichung bei  Nothlagen  auch  in  den  übrigen  Bevölkerungsschichten,  zur  Unter- 
stützung von  I^ernenden  aller  Art,  zur  Bei  hülfe  in  Krankheitsfallen,  zur  C^ewährung 
von  Asylen  ftir  vereinsamte  oder  der  sittlichen  Anleitung  bedürftige  Personen  u.  s.  w. 
verwendbar  sein. 

Die  Grundlagen  zur  Ansammlung  grosser  Kapitalien  zu  diesen  Zwecken 
müssen  nach  wie  vor  durch  Schenkungen  und  Vermächtnisse  erfolgen. 

Es  können  leicht  Mittel  angegeben  werden,  durch  welche  solche 
Kapitalien,  ohne  wesentliche  Beeinträchtigung  des  Zweckes,  zu  dem 
sie  gestiftet  worden  sind,  zur  Kapitalvermehrung  benutzt  werden 
können. 

Als  einfachstes  Mittel  empfiehlt  es  sich,  dass  für  die  Verwaltungen  von 
Stiftungen  folgende  Grundsätze  angenommen  werden: 

A.  Man  behält  sich  bei  der  Uebernahme  jedes  für  milde  Zwecke 
gestifteten  Kapitals  vor,  dessen  Zinsen  nicht  sofort  im  Sinne  der 
Stiftung  zu  verwenden,  sondern  es  zuvor  während  einer  Reihe  von 
Jahren  durch  Zinseszins  sich  vermehren  zu  lassen. 

Es  würde  sich  empfehlen,  diese  Wartezeit  der  Kapitalien  im  Allgemeinen 
vorher  zu  bestimmen,  etwa  so,  dass  man  5  oder  10  Jahre  wählt,  je  nachdem  es 
mehr  oder  weniger  dringend  erwünscht  ist,  dass  die  Zinsen  des  Kai)itals  stiftungs- 
gemäss  verwendet  werden. 

B.  Nach  Ablauf  der  Wartezeit  wird  nicht  der  ganze  Zinsertrag 
des  Kapitals  stiftungsgemäss  verwendet,  sondern  nur  ein  bestimmter 
Bruchtheil  desselben,  etwa  zwei  Drittel;  das  letzte  Drittel  dient  zur 
Kapital  Vermehrung. 

C.  Der  zur  Kapitalvermehrung  dienende  Bruchtheil  der  Zinsen 
wird  zunächst  für  eine  bestimmte  Reihe  von  Jahren  der  Stiftung 
zugewiesen,  aus  welcher  er  fliesst.  Die  Verwaltung  behält  sich  das 
Recht  vor,  nach  Ablauf  dieser  Zeit  den  genannten  Betrag  nach 
freiem  Ermessen  anderen  milden  Stiftungen  zuzuführen. 

Nimmt  man  an,  dass  Stiftungsgelder  nach  Abzug  der  Ver\valtungskosten  eine 
Verzinsung  von  4,25  j{  zulassen,  so  wächst  ein  Kapital  C  in  5  bez.  in  10  Jahren 
an  auf 

A:  =  l,0425'5  .  C,     bez.     1,042510  •  C, 
d.  i.  auf  den  1,23  fachen,  bez.  1,52  fachen  Betrag. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  nach  5jähriger  Wartezeit  das  Kapital  bereits  im 
6.  Jahre  zu  -J  •  4,25  =  2,83^  nur  um  den  10.  Theil  weniger  stiftungsgemäss  ver- 
wendbare Zinsen  bringt,  als  wenn  es  ohne  Wartezeit  sofort  die  .vollen  Zinsen  zu 
4,25 J  für  die  Stiftung  abgeworfen  hätte;  nach  10 jähriger  Wartezeit  betragen  die 
Zinsen  im  11.  Jahre  zu  2,83^  ebensoviel  wie  die  des  ursprünglich  gestifteten 
Kapitals  zu  4,3^. 

Wird  der  dritte  Theil  des  jährlichen  Zinsbetrags  zur  Kapital vermehnmg  ver- 
wendet, so  wächst  das  Kapilal  durch  Zinseszins  zu  4,25  :  3  =  1,417 }{. 

Nach  Ablauf  von  «  -+-  5  bez.  «  h-  10  Jahren  nach  der  Stiftung  erreicht  das 
Kapital  bei  5.  bez.  10 jähriger  Wartezeit  den  Betrag 

1,0425^  •  1,01417«  .  C\     bez.     l,0425i'>  •  1,01417«  •  C. 
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Die  folgende  Tafel  enthält  für  einige  Werthe  von  n  die  Faktoren,  mit  denen 
man  C  multipliciren  muss,  um  den  Endwerth  nach  «jähriger  stiftungsgemässer 
Verwendung,  (d.  i.  «  -h  5  bez.  ;/  -f-  10  Jahre  nachdem  das  Kapital  gestiftet 
wurde)  zu  erhalten: 


n 


40 


60 


80 


100       120   I    180 


5  Jahre  Wartezeit 
10  Jahre      „      „ 


2,229 
2,662 


2,864 
3,527 


3,795 
4,673 


5,028 
6,192 


6,666 
8,203 


15,50 
19,08 


Wenn  man  es  nicht  räthlich  finden  sollte,  die  vorgeschlagene  auf  Kapital- 
vermehrung gerichtete  Verwaltung  «von  Stiftungsgeldern  ganz  allgemein  einzu- 
führen, so  könnte  doch  durch  Gesetz  eine  solche  Verwaltungsart  als  zulässig 
erkannt  werden.  Man  könnte  dann  bestimmen,  dass  die  zur  Verwaltung  einer 
Stiftung  bestimmten  Behörden  nach  der  Uebernahme  derselben  bei  einer  Ober- 
behörde um  die  Erlaubniss  nachsuchen  können,  das  Kapital  während  einer  be- 
stimmten Zeit  —  vielleicht  60  bis  70  Jahre  lang  —  auf  Vermehrung  verwalten  und 
die  durch  die  Vermehrung  geschaffenen  Kapitalien  in  bestimmter  Weise  auch  für 
andere,  verwandte,  näher  anzugebende  Zwecke  verwenden  zu  dürfen;  nach  Ab- 
lauf dieser  Zeit  hätte  dann  die  Oberbehörde  Gelegenheit  zu  prüfen,  ob  eine 
Fortsetzung  der  vermehrenden  Verwaltung  in  dem  vorliegenden  Falle  angezeigt 
erscheint  oder  nicht. 

Dabei  wäre  als  Grundsatz  auszusprechen,  dass  man  das  Einverständniss  des 
Stifters  mit  der  vermehrenden  Ver\valtung  voraussetzt,  wenn  nicht  ausdrücklich 
das  Gegentheil  erklärt  wird;  hierdurch  dürften  alle  juristischen  Bedenken  ge- 
hoben sein. 

Bis  zur  gesetzlichen  Regelung  dieser  Angelegenheit  wäre  es  zu 
wünschen,  dass  Personen,  die  die  Absicht  haben  eine  Stiftung  zu 
errichten,  für  die  hier  gemachten  Vorschläge  erwärmt  werden,  so 
dass  sie  die  vermehrende  Verwaltung  für  die  zu  begründende  Stiftung 
ausdrücklich  zulassen*). 

§  3.    Berechnung  der  Prämien  für  Renten-,  Lebens-  und  Aussteuer- 
versicherung. 

1 .  Wenn  eine  Summe  -^  nach  Verlauf  von  n  Jahren  unter  der  Voraussetzung 
zahlbar  ist,  dass  ein  Ereigniss  eingetreten  ist,  dessen  Eintritt  die  Wahrscheinlich- 
keit 7a  hat,  so  ist  der  heutige  Werth  der  Summe 

„     1 
rn 

Denn   ist  z.  B.  jede  von  üx  heute  x  jährigen  Personen  verpflichtet,    nach 

n  Jahren,   im  Falle,   dass  die  Person  diesen  Zeitpunkt  erlebt,  R  zu  zahlen,  so 

wird  die  Summe  nur  von  0^+«  Personen  bezahlt;  der  auf  heute  berechnete  Zeit- 

werth  aller  wirklich  geleisteten  Zahlungen  beträgt  daher 

1 


R' 


rn 


und  der  durchschnittlich  auf  eine  Person  entfallende  Betrag  ist 


wenn  w  die  AVahrscheinlichkeit  bezeichnet,   dass  eine  heute  x  Jahre  alte  Person 
noch  n  Jahre  lebt. 


*)  Aehnliche  Vorschläge  macht  M()LLINGEr,  Das  cyclische  Verwaltungssysteni.    Zürich  1879. 
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2.  Hat  eine  heute  n  jährige  Person  lebenslänglich  eine  Jahresrente  vom 
Betrage  1  (Mark,  Gulden,  Franken)  zu  beziehen,  und  erfolgt  die  Zahlung  am 
Ende  jedes  Jahres,  so  ist  der  auf  heute  berechnete  Werth  der  lebenslänglichen 
Rente 


'  an        r  an        r»  an        r» 

Diese  Reihe  hört  auf,  sobald  in  der  Sterblichkeitstafel  an-^-t  =  0  ist. 
Wird  die  Rente  praenumerando  gezahlt,   so  vermehrt  sich   die  Reihe  1. 
um  die  heute  zahlbare  Rente;  bezeichnet  man  die  praenumerando  zahlbare  Rente  mit 

n 

SO  hat  man  daher 

2.  1^  =  1  H-  i^i  . 

Wenn  eine  n  —  s  jährige  Person  heute  eine  Summe  C  bezahlt,  um   damit 

eine  nach  Vollendung  des  «ten  Lebensjahres  beginnende  lebenslängliche  jährliche 

Rente  1  zu  erwerben,  so  hat  man  durch  Vergleichung  der  auf  heute  berechneten 

Zeitwerthe 

1        a«         » 

r*     ans     * 
denn  der  heutige  Werth  der  1.,  2.,  3.,  .  .  .  Rente  ist 

ans  '  r''        ans  '  r^-^^  '        ans  '  r*-*^  '  '  '  ' 
Diese  Grössen  erhält  man  aus  dem   1.,  2.,  3.,  .  .  .  Gliede  der  Reihe  2.  durch 
Multiplication  mit  dem  Faktor 

an       }_ 
ans     r* ' 

3.  Eine  Person  macht  zu  verschiedenen  Zeiten  ungleiche  Einzahlungen,  um 
dadurch  eine  am  Ende  des  «ten  Lebensjahres  beginnende  jährliche  Rente  zu 
erwerben;  wie  gross  ist  dieselbe? 

Die  gesuchte  Rente  wird  gefunden,  indem  man  nach  No.  2,  3  fiir  jede  ein- 
zelne Einzahlung  die  Rente  berechnet  und  alle  diese  Renten  addirt.  Die  am 
Ende  des  («  —  ^)ten  Jahres  geleistete  Einzahlung  C  gewährt  die  jährliche  Rente 

G,  wenn 

1        an  " 

C  =  —  • •  G  •  '\R\ 

r'     ans  ^ 

daher  hat  man 

G  =  ^^^-^  '  r'C:  .R. 

a„  ^ 

Sind  die  Einzahlungen  €,£>,£,..,  am  Ende  der  Lebensjahre  »  —  s,  n  —  /, 
n  —  «,  .  .  .  erfolgt,  so  ist  daher  die  dafür  erworbene  Rente 

G  =  {ansr*  C  -+-  an-trW  -f-  ansii^'E  -f-  .  .  )  :  i^ä«. 

4.  Eine  n  —  s  jährige  Person  will  durch  e  gleiche  jährliche  Einzahlungen  P 
(e  <  s\  die  am  heutigen  Tage  beginnen  sollen,  eine  jährliche  Leibrente  1  erwerben, 
die  nach  s  Jahren  zum  ersten  Male  ausgezahlt  werden  soll.  Wie  viel  beträgt  P 
(die  Prämie)? 

Wenn  anstatt  P  die  Zahlung  1  jährlich  erfolgte,  so  würde  der  auf  heute  be- 
rechnete Werth  der  Zahlungen  der  Unterschied  einer  heute  beginnenden  lebens- 
länglichen Rente  _ 

.V 

und  einer  nach  Vollendung  des  {n  —  s  -^  ^)ten  Jahres  beginnenden   sein.     Der 
heutige  Werth  der  letzteren  ist 
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/^      •  •  —  , 

Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  P  die  Gleichung 

5.  Bei  den  in  No.  2,  3,  4,  angegebenen  Formeln  ist  vorausgesetzt  worden, 
dass  beim  Tode  einer  versicherten  Person  die  Erben  keinen  Anspruch  an  die 
Bank  machen,  sondern  die  Bank  der  Erbe  der  an  sie  geleisteten  Zahlungen  ist. 
Wenn  der  Versicherte  stirbt,  ehe  er  in  den  Rentengenuss  eingetreten  ist,  oder 
erst  kurze  Zeit  nach  Eintritt  in  denselben,  nachdem  er  also  auf  seine  Einzahlung 
hin  sehr  wenig  an  Rente  zurückerhalten  hat,  so  werden  die  Erben  offenbar 
benachtheiligt.  Man  hat  daher  solche  Versicherungen  eingerichtet,  bei  denen 
beim  frühzeitigen  Tode  des  Versicherten  von  der  Bank  eine  entsprechende 
Zahlung  an  die  Rechtsnachfolger  geleistet  wird.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
sicli  die  Bank  verpflichtet,  beim  Tode  des  Versicherten  die  baar  eingezahlten 
Prämien  (ohne  Zinsen)  zurück  zugewähren,  wenn  der  Versicherte  stirbt,  ehe  er 
in  den  Rentengenuss  eingetreten  ist;  wenn  er  bereits  einige  Renten  bezogen 
hatte,  so  soll  der  Unterschied  der  baar  gezahlten  Prämien  und  der  Renten 
zurückgewährt  werden. 

Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Zahlung 
C  auszurechnen,  die  eine  (n  —  j)  jährige  Person  zu  leisten  hat,  um  eine  vom 
Ende  des  «ten  Jahres  beginnende  Rente  9i  zu  erwerben. 

Wenn  die  Person  im  1,  2,  3,  .  «.  sten  Jahre  nach  Abschluss  des  Versicherungs- 
vertrags stirbt,  so  hat  die  Bank  die  volle  Einzahlung  C  zurückzugeben;  die  auf 
heute  berechneten  Zeitwerthe  aller  dieser  Zahlungen  sind 

[(•  -  ^^)  ^  -  (- -£f )  ;^  —  (■  -  ^)  i]  ^- 

Wenn  die  Person  im  (n  -f-  /)ten  Lebensjahre  stirbt,  so  zahlt  die  Bank  nur 
den  Betrag  C  vermindert  um  die  ersten  /  Renten,  also  C  —  itÜ  zurück.  Der  heutige 
Werth  dieser  Zahlung  ist 

Der  heutige  Werth  dieser  letzteren  Zahlungen  zusammen  genommen  ist 

(' 7  55)  ;i-.  (^- «)  +  (•  -  S)  ;ii  •  <^  -  «' 

Diese  Reihe  ist  nur  soweit  fortzusetzen,  als  die  Differenz  C  —  /9J  positiv  ist, 
denn  die  Bank  zahlt  nur  so  lange  an  die  Erben,  als  die  baar  gezahlten  Renten 
zusammen  weniger  betragen,  als  die  Einlage  C.  Ist  daher  /  die  ganze  Zahl  des 
Quotienten  C :  9H  (so  dass  also  C :  Si  aus  der  ganzen  Zahl  /  und  einem  echten 
Decimalbruche  besteht),  so  ist  die  gesammte  Leistung  H  der  Bank  an  die  Erben, 
reducirt  auf  den  heutigen  Tag, 

^=(7,  +  ;i-t-^+-+;i7)c 

ans       r  a„-s       r^  ä«-*       r^  ans     r^-^' ) 

L^'-^^V  ^'«   V         '""^-V  ans)-  r'^'  V  ^H-s)\ 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

SCHLOBMILCH,  Haiidbuch  der  Mathematik.    Bd.  II.  69 
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so  hat  man  daher  zur  Bestimmung  von  C  die  Gleichung 

r*     ans     ^ 

6.  Zwei  Personen  A  und  B,  die  erste  m  Jahre  alt,  die  andere 
n  Jahre,  beziehen  vom  Ende  des  nächsten  Jahres  an  eine  Rente  1, 
die  so  lange  ausgezahlt  wird,  als  beide  Personen  am  Leben  sind; 
wie  gross  ist  der  heutige  Werth  dieser  Rente? 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  beide  Personen  nach  /  Jahren  noch  leben,  ist 


a 


m 


a. 


folglich  ist  der  gesuchte  Werth 

^1  ==  "T" 


"m 


a 


am+2      ^«+2        1 


n 


a 


tn 


.2 


Soll  die  Rente  praenumerando  gezahlt  werden,  so  ist  der  heutige  Werth 

1^   =   1   H-  J?,  , 
da  zu  den  obigen  Zahlungen  noch  die  heute  fallige  Zahlung  1  addirt  werden  muss. 
Man  kann  das  Paar  A^  B  als  ein  Ganzes  ansehen  und  sich  eine  Sterblichkeits- 
tabelle für  Paare,   deren  Theilnehmer  heute  m  und  n  Jahre  alt  sind,  entwerfen; 
wenn  dieselbe  mit  dem  Produkte 

^;//,  n  ^^    ^ftt  Oft 

beginnt,  so  würde,  falls  alle  B  am  Leben  blieben,  nach  i  Jahren  infolge  Ab- 
sterbens  der  Personen  A  die  Anzahl  der  no^  lebenden  Paare 

sein;  da  aber  von  ö«  Personen  B  nur  noch  a^+i  am  Leben  sind,  so  vermindert 
sich  die  Anzahl  der  lebenden  Paare  in  demselben  Verhältnisse,  also  erhält  man 
für  die  Zahl  der  nach  /  Jahren  noch  lebenden  Paare 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  alle  in  Bezug  auf  Rentenversicherung  einer  einzelnen 
Person  geltenden  Formeln  auch  auf  Rentenversicherung  fitr  Paare  gilt,  wenn 
man  nur  statt  der  Zahlen  ün-^s  die  Zahlen  a^^s^  n-\-s  setzt. 

7.  Ist  die  Rente  zahlbar,  solange  von  den  beiden  Personen  über- 
haupt noch  eine  lebt,  also  bis  zum  Tode  der  zuletzt  sterbenden,   so  ist  in 

n 

R^  SiVi  Stelle  der  Zahlen  ««4.,  :  ö„  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  einzufuhren,  dass 
nach  s  Jahren  noch  eine  der  beiden  Personen  am  Leben  ist.  Diese  Wahrschein- 
lichkeit ist 

an-\-s  ^fft-k-s,  n+s 


-     f^    ^w-Hf\  f^    aH+s\    Ow+s 

Daher  ist  der  gesuchte  heutige  Werth  der  Rente 


f-m,  n 


n 


m.  n 


Ist  die  Rente  zahlbar,  so  lange  B  lebt,  beginnt  aber  die  Zahlung 
erst,  wenn  A  gestorben  ist,  so  ist  Un^^s  '  (in  durch  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür  zu  ersetzen,  dass  B  lebt  und  A  gestorben  ist,  also  durch 

)  '    an    ' 


( 


1    — 


a 


Hieraus  ergiebt  sich  sofort  fiir  den  gesuchten  Werth 

m  nt,  u 

R^  —  R^  , 
8.    Drei   Personen  A,  B^  C  im  Alter  von  m,  «,  /  Jahren  versichern 
heute  eine  Rente    1,  zahlbar  vom  Ende  des  nächsten  Jahres   an,    so 
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lange  noch  alle  drei  Personen  am  Leben  sind,  also  bis  zum  Tode  der 
zuerst  sterbenden.     Um  den  beutigen  Werth  der  Rente  zu  finden,  hat  man 

n 

in  -^j  die  Lebenswahrscheinlichkeit  a^^,  :  0«  zu  ersetzen  durch  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  die  Gruppe  A,  B,  C  noch  vollzählig  ist,  also  durch 

Om+*      ^n+s      Ä>-4-* 
,  ,  ^ 

Ont  an  CLp 

Daher  ist  der  gesuchte  Werth 

'"'«'^         Ä,„+l      a«+i      0^4-1       1            a,n->rs      ^n+s      fl5/+j        1 
f^      ^s    •  .   .   —    -^    •  •  •   — —    -|_    ,    ,    , 

a^        »H        <V       r  a„t        an        ap      r* 

Derselbe  kann  ebenfalls  angesehen  werden  wie  eine  auf  das  Leben  einer  ein- 
fachen Person  versicherte  Rente,  wenn  nur  eine  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde 
gelegt  wird,  die  statt  der  Zahlen  ä«+,  die  Produkte 

enthält.  Man  kann  daher  auch  auf  diesen  Fall  die  übrigen  in  No.  2  bis  5  gegebenen 
Formeln  übertragen.  Beginnt  die  Rente  erst,  nachdem -<4  und -5  gestorben 
sind  und  dauert  bis  zum  Tode  von  C  (Rentenversicherung  für  Kinder  fiir 
den  Fall  ihrer  gänzlichen  Verwaisung),  so  hat  man  statt  der  Lebenswahrschein- 
lichkeit zu  benutzen 


Daher  ergiebt  sich 


^m  )\  ^n  )    op    ' 


Soll  die  Rente  so  lange  gezahlt  werden,  als  B  und  C  leben,  aber 
erst  nach  dem  Ableben  von  A,  so  hat  man  statt  der  Lebenswahrschein- 
lichkeit zu  setzen 

-   <hn-^s\  an-\-s      ^/-ff 


Daher  erhält  man 


(' 


Om  J    a„        ap 


Wird  die  Rente  so  lange  fortgezahlt,  bis  alle  drei  Personen  ge- 
storben sind,  so  benutzt  man  die  Wahrscheinlichkeit 

V  <^fn  )\  ^n  )\  ap   ) 

und  erhält 

tn  n  p  m^n  m,p  n,p  w^n^p 

R\  -h  Rx  -\-  R\  —  R\  —  ^1  —  R-^  -h  R-^ . 

9.  Wird  die  Jahresrente  1  ratenweise  gezahlt,  nämlich  je  1  :/nach 
Ablaufvon  1  : /Jahren,  so  bedarf  man  zur  Berechnung  des  heutigen  Werthes 
einer  Sterblichkeitstafel,  die  nicht  von  Jahr  zu  Jahr  fortschreitet,  sondern  fiir  das 
Intervall  1  :  /  construirt  ist.  Eine  solche  Tafel  erhält  man  mit  einer  fiir  den 
vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Genauigkeit,  wenn  man  die  gegebenen  Tafeln 
durch  Interpolation  unter  der  Annahme  ergänzt,  dass  das  Absterben  im  Laufe 
eines  Jahres  gleichmässig  erfolgt. 

Von  üfn  Personen,  die  das  tritt  Lebensjahr  erfüllen,  sterben  im  Laufe  des 
nächsten  Jahres  a^  —  a^n^-x  Personen,  im  /ten  Theile  des  Jahres  sterben  daher 

y  (a„i  —  öiw-fi)  1 
und  in  X  :  /  Jahren 

6o»  • 
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Die  Anzahl  derer,  die  das 

Die  Wahrscheinlichkeit  e 
erfüllen,  ist  folglich 

( 

Da  wir  voraussetzen,  dass 
Schlüssen  erfolgt,  so  muss  eint 
zunächst  durch  den  Faktor 


auf  den    vorhergehenden  Jahr« 

lieutigen  Tag  zurückdiscontirt  ■ 
jährige  Person  zahlbaren  Renti 

Die  Rechnung  nach  dies< 
Divisors  1  +  r^  unbequem, 
erhalten,  wenn  man  die  zur  Zt 


auf  das  Ende  des  laufenden  Ja 
auf  den  lieutigen  Tag  disconi 
der  im  {m -t-  l)ten  Lebensjahr 

Zur  Bildung  der  Summe 


21 


-'IL 


Man  erhält,  wenn  man  die 

Aus  1.  und  2.  ergiebt  sich 
«jährige  Person  nach  jedem  / 
lauf  von  1  :  /  Jahr  beginnt, 


■'-^[' 


Ersetzt  man  hier  ,^  durch 
rechnung 

^30000/- 
Man  kann  links  im  ersten  G 
Faktor  durch    I  ersetzen;  im  zi 


i.  =  (. 
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ersetzen,  das  Produkt  ausführen  und  darin  das  mit  p^  multiplicirte  Glied  unter- 
drücken.    Hierdurch  erhält  man 

4.  ^'  =  ^1 +V- 3öö*"i~)'^r"- 

Hieraus  kann  man  einen  Annäherungswerth   für  eine  continuirliche 

Rente  -^  erhalten,  indem  man  /  =  00  setzt;  vom  genauen  Werthe  weicht  der  so 

berechnete  infolge  der  Annahme  gleich  massiger  Vertheilung  der  Sterbefalle  inner- 
halb eines  Jahres  ab;  ferner  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  so  erhaltenen  Werthe 
die  Voraussetzung  enthalten  ist,  dass  die  Verzinsung  im  Laufe  eines  Jahres  nur 
einfach  (ohne  Zinseszins)  erfolgt  Nimmt  man  neben  der  continuirlichen  Renten- 
zahlung auch  eine  continuirliche  Kapitalisirung  der  Zinsen  an,  so  erhält  man  einen 

n 

abweichenden  Werth,  für  welchen  man  indess  den  Werth  R  als  genügende  An- 

00 

näherung  betrachten  kann.     Durch  die  Substitution  /  =  00  ergiebt  sich 

n         n  i  /  p  \ 

^'  i^  =  ^»  "^  2  V^  ""  3ÖöJ  • 

Dieselbe  Formel  ist  auch  auf  die  Renten 

R,     R, 

sowie  auf  die  übrigen  in  No.  6  bis  9  betrachteten  Fälle  anwendbar,  da  alle  diese 

Renten  sich  als  Renten  R^  oder  ^R  ansehen  lassen,  denen  verschiedene  Sterb- 
lichkeitstafeln zu  Grunde  liegen. 

10.  Der  genaue  heutige  Werth  einer  an  eine  /{jährige  Person  zahlbaren,  so- 
fort beginnenden,  stetigen  Rente  er^i^iebt  sich  (§  2,  14),  wenn  die  Summe  der  in 
einem  Jahre  baar  gezahlten  Beträge  1  ist,  und  stetige  Kapitalisirung  der  Zinsen 
stattfindet,  zu 


00 

^H — X 


1.  R  =  1^^^^=^  'V^äx; 

00        J     an 


femer  ist 


^m-^x       ^u+jc 


0 

eo 


•  v-^dx , 


3.  ■"•_k'=f^J!^.^^.^Jt±i.^;^äx. 

00         J       ^in  ^n  ^p 

0 

Um  diese  Integrale  berechnen  zu  können,  muss  «„-f.^  als  Function  von  n  -h  x 
bekannt  sein.  Legt  man  das  GoMPERTZ-MAKEHAM'sche  Gesetz  zu  Grunde  (§  1, 
No.  7),  so  hat  man 

_- =    —B ^     » 

wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

Hierdurch  verwandeln  sich  die  Formeln  1.,  2.  und  3.  in 

eo 

4-  R  =  ^(Bj'{hvYdx, 
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0. 


y=  -g^f{B„ß„f\A'vydx, 


00 


C^. 


1  =  Bzh-J^^-^''^^^''^''.'rä^- 


Zur  Berechnung  der  Renten 

R,    R 

hat  man  nicht  nöthig,  die  Rechnung  für  alle  einzelnen  Combinationen  «r,  n  und 
m,  «,  /  zu  führen.  Bei  Benutzung  der  soeben  gegebenen  Formeln  gentigt  es, 
die  Renten  für  Personen  gleichen  Alters  zu  berechnen.  Hat  man  nämlich  für 
jedes  vorkommende  Lebensjahr  s  die  Tafeln  der  Werthe 

R,    R 

berechnet,  so  bestimme  man  die  Zahl  s  aus  der  Gleichung 
7.  -5,«  =  B„,Bn,     bez.     B,^  =  B„Jh,Bp\ 

alsdann  ist  offenbar 

R  =  R,    bez.     R  ^  R, 

Ergiebt  sich  für  s  aus  einer  der  Gleichungen  7.  keine  ganze  Zahl,  so  hat 
man  den  zugehörigen  Werth  von 

R     bez.     R 

durch  Interpolation    aus    der   für   die  Reihe    der   ganzen  Zahlen  s  berechneten 
Rententafel  zu  bestimmen. 

11.  Wenn  man  nach  No.  10  die  Berechnung  der  stetigen  Renten  durch- 
geführt hat,  so  ergeben  sich  hinlänglich  gute  Annäherungs werthe  für  die  jährlichen 
Renten  aus  der  Gleichung  (No.  9,  5) 

Für  die  in  Raten  zahlbaren  Renten  hat  man  nach  No.  9,  4 


^^=£-^20- 


R,  =  R^   ^^i____.__j__. 
Werden  die  Raten  praenumerando  gezahlt,  so  ist  der  Werth  der  Rente 


^R  =  Rf  -i-  Y  * 


12.  Einfache  Lebensversicherung  auf  den  Todesfall  mit  einmaliger 
Prämienzahlung.  Eine  n jährige  Person  ^  zahlt  bei  der  Versichemngsbank  ein 
Kapital  C  ein;  dafür  zahlt  die  Bank  beim  Tode  der  versicherten  Person  eine 
Summe  S  an  die  Hinterlassenen  aus. 

Es  wird  angenommen,  dass  die  versicherten  Summen  S  für  alle  im  Laufe 
eines  Lebensjahres  Verstorbenen  am  Ende  dieses  Jahres  ausgezahlt  werden. 
Alsdann  hat  die  Bank  am  Ende  des  xten  Jahres  (von  heute  an  gerechnet)  die 
Summe  S  unter  der  Voraussetzung  zu  zahlen,  dass  ^4  im  («  4-  Jir)ten  Lebensjahre 
stirbt;  die  Wahrscheinlichkeit  hiervon  ist 

Oh 

Folglich  ist  der  heutige  Werth  dieser  Zahlung 


'.i 
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Oh  r* 

Die  Gesammtleistung  der  Bank  im  Interesse  dieser  Versicherung  ist  die 
Summe  dieser  Glieder  von  Jc  =  1  bis  zur  Grenze  der  Sterblichkeitstafel.  Daher 
hat  man  die  Gleichung 

^         c  i^^      ^    .   ^*+i      ^     .    ^«-+•3      1     . 
\an      r         On       r^         an       r^ 

^+1     1        flf«-f2      1         <>f«-i-»      1  \ 

an       r         an      r«         an      r^^  J 

=  5  (,i  .  ^  -  i,)  =  5  [ife,  +  1)  -  A]  . 

Daher  ist 

13.  Einfache  Lebensversicherung  mit  jährlicher  Prämienzahlung. 
Gewöhnlich  erfolgt  die  Lebensversicherung  nicht  durch  eine  einzige  Einzahlung, 

sondern  durch  jährliche  Zahlung  einer  bestimmten  Summe  /*  (Prämie); 
die  erste  Zahlung  wird  sofort  beim  Abschlüsse  der  Versicherung  bezahlt. 

Der  heutige  Werth  aller  an  die  Bank  von  dem  Versicherten  zu  zahlenden 

n  H  H 

Prämien  ist  das  F  fache  der  Rente  ^R  =^  R^  -^  \,    Daher  hat  man,  wenn  C 
und  S  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  No.  12, 

p(r^  -h  1)  =  C, 


mithin 


n 

R. 


Ri  -h  1 
14.    Lebensversicherung  für  zwei  verbundene  Leben.    Eine /f/jährige 

Person  A  und  eine  «jährige  Person  zahlen  an  die  Bank  ein  Kapital  C,  und 
verlangen  dafür  die  Auszahlung  einer  Summe  S,  zahlbar  nach  dem  Tode  der 
zuerst  sterbenden  Person  an  die  Ueberlebende. 

Nach  No.  6  bestehen  von  a,„  •  ««  Paaren  von  Personen  A,  B  nach  x  Jahren 
noch  a,nj^x  •  0«-»-^  Paare.     Daher  lösen  sich  im  x  Jahre,  von  heute  an  gerechnet, 

Paare  auf;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Paar  A,  B  sich  im  Laufe  des  :cten 
Jahres  auflöst,  ist  hiernach 

am-\-x—\  an-k-x—i  —  a^i^x  an+x 

— — * 

am  an 
Hieraus  folgt  der  heutige  Werth  der  Leistungen  der  Bank  zu 

c   ^V^  aM+.i—\.  an-\-x—\  —  am-^xan-^-x      1_ 

Man  erhält  daher  (vergl.  No.  12  und  13) 

(1        r  —  1  «r,  «\ 
-r -^\ 

ntyH 

Wird  eine  jährliche  gleiche  Prämie  F  bezahlt,  so  ist 

1  Ry, 


^i  +  ij 


Gunsten  ihrer  Kinder  I 
kommt  dio  Walirsclieinli 
gestorben  sind;  dieüelbe 


iitf  heute  reducirte  Wertli  der  Leistungen  der  Bank 


Folglich  ist 

C  =  5 


2(-"e)(. 


Wird  eine  jährliclie  Prämie  J'  bezahlt,  so  li.it  die  Zahlung  so  lange  zu 
rianern,  als  noch  eine  der  Personen  am  [.eben  ibt.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  nach  .v  Jahren  noch  eine  der  beiden  Personen  lebt,  ist 

V        ««  M       "•  J      '-        "■        "-      «. 

IJer  lieiitige  Werth  aller  Prätnionzahliingen  /'  ist  daher 

^V  ^  T,  ,t„         a,.  )  rx' 

wobei  die  Summation  mit  dem  Werthe  x  —  II  beginnt.  -Für  diese  Summe  ergiebl 
sich  sofort 

p{\  +  J?|  4-  J?,  —  'r")  ; 
folglich  ist 

'  -t-    'j  +  .  .  —  Ä,  —  Ä,  +  J?" 

P^  s,L — 1 ...^ .^    . ■  ^  ^ . 

1   +  JPl  +  Ä,  —  V?" 

l(i.  Ueberlebensversicherung.  Eine  Person  A  versichert  ein  Kapital 
Ä  zu  Gunsten  einer  Person  B',  das  Kapital  soll  beim  Tode  von  A  a.n  B  ausge- 
zahlt werden,  wenn  B  A  überlebt;  stirbt  B  vor  A,  so  fällt  das  von  A  eingezahlte 
Kapital,  bez.  die  bis  zum  Tode  von  B  eingezahlten  Prämien,  an  die  Bank. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  die  Versichenmg  der  Snmme  5  durch 
eine  einmalige  Zahhmg  C  erfolgt.  Wir  denken  uns  jedes  Jahr  in  t  gleiche  Theile 
getheilt,  und  machen  die  Annahmen,  dass  das  Absterben  im  Verlaufe  eines 
Jahres  gleichmässig  erfolgt;  in  Bezug  auf  die  Person  A  wollen  wir  femer  an- 
nehmen, dass  das  Absterben  nicht  an  den  Enden  der  kleinen  Zeitabschnitte, 
sondern  im  Verlaufe  derselben  erfolgt;  bezüglich  des  Absterbens  der  B  setzen 
wir  umgekekrt  voraus,  dass  es  nur  am  Ende  der  Zeitabschnitte  erfolgt.  Nehmen 
wir  dann  t  ^  oo,  so  weichen  beide  Voraussetzungen  von  der  Wahrheit  nicht 
ab.  Alle  Ausgaben,  die  die  Bank  im  Laufe  eines  Jahres  zu  machen  hat,  dis- 
contiren  wir  vorwärts  auf  das  Ende  des  nächsten  Jahres  und  dann  rückwärts  auf 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  von  heute  an  noch  x  +  \:t  Jahre  lebt,  aber 
nach  «  -(-  (X  +  1)/  Jahren  nicht  mehr  lebt,  ist 


r 
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denn  von  a^.  heute  lebenden  n  jährigen  Personen  sterben  (am-¥x  —  ö^wh-jt-m)  '•  t  in 
jedem  /ten  Thcile  ihres  («-+-JP-4-  l)ten  Lebensjahres.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dafüri  dass  B  nach  x  -<-  X :  /  Jahren  noch  lebt,  ist 

tan 
Die  Wahrscheinlichkeit  fiir  das  Zusammentreffen   beider  Ereignisse  ist  das 
Produkt  der  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten.    Die  auf  diesen  Zeitraum  bezügliche 
Leistung  der  Bank  ist  daher 


\  ^  100/  ; 


ia„,                                tan  \  100/  )     r*-^^  ' 

Die  discont'rte  Leistung  der  Bank  in  Bezug  auf  das  {x  -h  l)te  Jahr  ergiebt 
sich  hieraus  zu  

Die  Summe  erstreckt  sich  über  alle  Werthe  von  X  von  1  bis  /.  Berechnet 
man  die  Summe  und  geht  dann  zur  Grenze  /  =:  00  über,  so  erhält  man 

/2^  =  [2  "^  my  ''"■^•'^  "^  V2.  "^  Tm) "^^-^-'-^^ - 

Dieser  Werth  ist  in  1.  einzusetzen  und  die  Summe  aller  so  erhaltenen  dis- 
contirten  Jahresleistungen  von  jf  =  0  an  zu  bilden.     Dies  ergiebt  die  Gleichung 

Ersetzt   man  ^^  durch  jJ? —  1,  so  erhält  man 

Wird  eine  jährliche  Prämie  P  entrichtet,  so  hat  die  Zahlung  der- 
selben so  lange  zu  erfolgen,  als  beide  Personen  am  Leben  sind;  daher  ist  der 
auf  heute  discontirte  Werth  aller  dieser  Zahlungen  (No.  13) 

m,K 

Hieraus  und  aus  3.  folgt 

^=    'V   L6ÖÖ»^~|,2-^3ÖöJ"ö~'    ^^  "^  V2       CÖÖJ  V"^  i^-^ljj- 

In  vielen  Fällen  kann  man  sich  mit  der  Annäherung  begnügen,  die  aus 
dieser  Formel  hervorgeht,  wenn  man  die  mit  den  Faktoren  /  :  600  und  /  :  300 
versehenen  Glieder  weglässt.     Man  erhält  dann  einfacher 


P=- 

ttt,  n 


2  ^jR'  r 


Statt  der  praenumerando  zahlbaren  Renten  kann  man  postnumerando  zahl- 
bare einfuhren 

m,M        tM,a  m,M-^l        1        dL-_i  dt,  ***  "^' **      »«-hl,«       1       ö«.  a„_i   "»i«-l 

^  1  '     1  ^      a„,an-i-i        ^  '     *  r    a^+ia«         > 

und  erhält 

17.   Aussteuerversicherung.     Hierunter   wollen   wir   alle  die  Arten  der 
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Versicherung  begreifen,  bei  welchen  der  Versichernde  in  den  ersten  Lebens- 
jahren eines  Kindes  ein  Kapital  einzahlt,  oder  die  Verpflichtung  zu  einer  jähr- 
lichen IVämienzahlung  eingeht,  während  die  Bank  sich  verpflichtet,  an  einem  be- 
stimmten 'I'ermine  ein  bestimmtes  Kapita!  S  auszuzahlen,  vorausgesetzt,  dass  das 
Kind  diesen  Termin  erlebt. 

Man  hat  diese  Versicherungen  verschieden  eingerichtet;  die  Prämienzahlung 
hört  entweder  mit  dem  Tode  des  Versichernden  auf,  oder  sie  ist  bis  zum  Jahre 
vor  der  Auszahlung  des  Kapitals  zu  entrichten;  beim  frühzeitigen  Tode  des 
Kindes  fallen  die  eingezahlten  Prämien  und  Kapitale  der  Bank  anheim,  oder  sie 
werden  vollständig  (ohne  Zinsen)  oder  verkürzt  zurückbezahlt. 

Versicherungen  mit  Prämienrückgewähr  haben  im  Wesentlichen  nur  die  Wirkung 
von  Sparkassen;  sie  gewähren  vor  diesen  nur  den  Vortheil,  dass  sie  die  Ver- 
wendung der  versicherten  Gelder  zu  einem  anderen  Zwecke  ausschliessen;  ver- 
binden aber  damit  den  Nachtheil,  dass  die  eingezahlten  Beträge  die  Verwaltungs- 
kosten und  den  Gewinn  der  Bank  mit  zu  tragen  haben. 

Diese  Art  der  Versicherung  kö  nnte  sehr  zweckmässig  im  Interesse 
der  Tausende  von  Eltern  und  Erziehern,  die  sich  ihrer  bedienen 
wollen,  durch  eine  sehr  einfache  Modification  an  Einlagebüchern  der 
öffentlichen  Sparkassen  ersetzt  werden. 

Man  treffe  die  Einrichtung,   dass  Eltern  und  Erzieher  Sparbücher  erwerben  '., 

können,  die  sie  auf  den  Namen  eines  Kindes  ausstellen  lassen,  und  welche 
den  ausdrücklichen  Vermerk  enthalten,  dass  Auszahlungen  vor  einem  j 

bestimmten  Tage  nur  dann  erfolgen,  wenn  der  Tod  der  Person,   auf         l 
deren  Namen  das  Buch  lautet,  urkundlich  nachgewiesen  wird.  i 

Ein  Vater,    der   für  die  Aussteuer  seiner  Tochter  sparen   will,    würde  ein         { 
solches  Buch  auf  den  Namen  der  Tochter  ausstellen  und  als  Auszahlungstermin  ,1 

z.  B.  den  Tag  eintragen  lassen,   an  welchem  die  Tochter  das   18.   Lebensjahr  : 

vollendet.     Alle   auf  das  Buch  gemachten  Einzahlungen  würden  alsdann  erst  an  ■ 

diesem  Tage  erhoben  werden  können,  ausgenommen,  wenn  die  Tochter  vorher  stirbt         ^ 

Diese  Art  der  Kinderversorgung  würde  sich  alsdann  von  der  bei  Ver- 
sicherungsanstalten  mit  Prämienrückgabe  nur  dadurch  nachtheilig  unterscheiden,  j 

■ 

dass  bei  letzterer  der  Zwang  regelmässiger  Prämienzahlung  besteht;  dagegen 
würde  man  den  erheblichen  Vortheil  haben,  zu  jeder  Zeit  noch  so  kleine  Be- 
träge einzahlen  zu  können;  unzweifelhaft  würde  die  vorgeschlagene  Einrichtung 
sehr  stark  verwendet  werden  und  viel  Nutzen  stiften. 

18.  Wir  betrachten  hier  nur  die  Form  Aussteuerversicherung,  welche  das 
eigentliche  Wesen  der  Versicherung  —  nämlich  eine  Sicherheit  auch  gegen  die 
ungünstigsten  Zufalle  zu  gewähren,  —  am  deutlichsten  zeigt  Wir  nehmen  an, 
eine  «jährige  Person  A  (Vater)  versichert  zu  Gunsten  einer  »jährigen  Person  ^ 
(Kind)  ein  Kapital  S,  zahlbar  nach  k  Jahren  in  dem  Falle,  dass  B  alsdann  noch 
lebt;  die  Versicherung  erfolgt  durch  jährliche  Prämien,  die  längstens  k  mal  ge- 
zahlt werden;  die  Prämienzahlung  hört  bereits  früher  auf,  wenn  während  der 
nächsten  k  —  1  Jahren  eine  der  beiden  Personen  stirbt;  (der  Vater  zahlt  also 
die  Prämie  so  lange  das  Kind  lebt  längstens  k  mal,  oder,  wenn  er  vorher  stirbt, 
bis  zu  seinem  Tode). 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  ;ijährige  Person  das  Lebensalter  «  4-  i 
erreicht,  ist 
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Daher  ist  die  auf  heute  discontirte  Leitung  der  Bank 

r*       au 
Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  und  B  nach  /  Jahren  noch  leben,  ist 

• • 

am  (fn 

Daher  ist  der  auf  heute  discontirte  Werth  aller  Prämien 

k — 1  00  00 

p      ^S^  ^M-^jan+i       J[    „     ^^  aM-^-ian-k-i       J[    _       „      ^"^  am+k+ian+k->ri  1 

0  0  0 

n    /"'V      a„,+kan-^k      1      '«-»-/i-.^+ÄX 

Folglich  hat  man  fUr  F  die  Gleichung 


'^*.5. 


19.  Zur  Deckung  der  Verwaltungskosten  und  bei  Gesellschaften,  welche 
Actienuntemehmungen  sind,  zur  Erzielung  einer  Dividende,  setzt  man  die  jähr- 
lichen oder  einmaligen  Prämien  höher  an,  als  sie  sich  durch  die  obigen  Formeln 
ergeben,  in  welchen  auf  Verwaltung  und  Gewinn  keine  Rücksicht  genommen 
worden  ist.  Dabei  geht  man  von  dem  Grundsatze  aus,  den  Beitrag,  den  man 
von  jeder  einen  Versicherungsvertrag  abschliessenden  Person  zu  Kosten  und  Ge- 
winn fordert,  proportional  den  Leistungen  der  Bank  an  die  Person  zu  bestimmen. 

Setzt  man  fest,  dass  für  Verwaltung  etc.  das  [i  fache  der  aus  den  Formeln 
folgenden  Leistung  zu  zahlen  ist  (ja  <  l)  und  bezeichnet  die  wirkliche  (ein- 
malige oder  jährliche)  Prämie  mit  5ß,  die  reine  (aus  den  Formeln  folgende) 
wieder  mit  /*,   so  ist  bei  allen  Versicherungen  ohne  Prämienrückgewähr 

ip  =  (1  +  ^)F. 

Denn  wenn  der  auf  heute  discontirte  Werth  aller  theoretischen  Prämien- 
zahlungen mit  aP  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Ueberschuss,  den  die  Bank  macht 

a^  —  aF  =  fj.  •  aF  =  [x5, 
wenn  5  die  auf  heute  discontirte  Leistung  der  Bank  bezeichnet. 

Anders  verhält  sich  die  Sache  bei  Versichenmgen  mit  Prämienrückgewähr. 
Die  Leistimg  der  Bank  setzt  sich  hier  aus  zwei  Theilen  zusammen:  Ein  Theil 
drückt  den  heutigen  Werth  der  Prämienrückzahlungen,  der  andere  den  heutigen 
Werth  der  zu  leistenden  versicherten  Summen  (Kapitalien,  Rente)  aus.  Man  hat 
daher  für  die  Leistung  der  Bank  die  Formel 

öF  -h  cS. 

Bezeichnet  man  wieder  den  heutigen  Werth  der  einzuzahlenden  reinen  Prämie 

mit  aPf  so  ist 

aF  =rz  öF  -^  cS . 

Wird  statt  der  reinen  Prämie  die  wirkliche  Prämie 

gj  =  (IH-  >,)F 

gefordert,  so  nimmt  die  Bank  öv-Pmehr  ein,  als  nach  1.,  giebt  aber  dafür  auch 

b>tF  mehr  aus;  zur  Deckung  der  Kosten  etc.  verbleibt  also  nur  der  Betrag 

v(ä  -  b)F. 

Soll  dies  das  (i fache  der  wirklichen   I^eistung  der  Bank  sein,  so  hat  man 

die  Gleichung 

v(a  —  b)F  =  |i.^(l  -h  v)-P  -h  y.cS, 

woraus  für  v  der  Werth  folgt 
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20.  Bei  der  Beurtheilung  des  augenblicklichen  Standes  einer  Ver- 
sicherungskasse hat  man  zu  beachten:  a)  die  Verpflichtungen,  welche  die 
Versicherten  gegeil  die  Kasse  zu  erfüllen  haben;  b)  die  Verpflichtungen,  welche 
die  Kasse  gegen  die  Versicherten  zu  erfüllen  hat;  c)  den  Aufwand  für  die  Ver- 
waltung; d)  das  Baarvermögen  der  Kasse. 

Die  Verpflichtungen,  welche  die  Versicherten  gegen  die  Kasse  zu  erfüllen 
haben,  bestehen  in  wirklichen  jährlichen  Prämien ;  bei  Berechnung  derselben  hat 
man  das  heutige  Alter  zu  Grunde  zu  legen. 

Da  die  Beiträge  zu  den  Verwaltungskosten  proportional  den  Leistungen  der 
Bank  erhoben  werden,  so  lassen  sich  die  Posten  b)  und  c)  zusammenfassen. 
Wird  das  p  fache  der  Leistungen  für  die  Verwaltung  berechnet  (die  obige  Zahl  |i 
bezieht  sich  auf  Verwaltung  und  Gewinn),  so  hat  man  die  aus  den  Ver- 
pflichtungen gegen  die  Versicherten  folgenden  Leistungen  der  Bank  mit  (1  -+-  p) 
zu  multipliciren. 

Der  Vergleich  der  Zahlen  a)  und  d)  mit  b)  und  c)  ergiebt  den  Gewinn 
der  Bank. 

Einen  Theil  dieses  Gewinnes  Wird  man  zur  Dotirung  eines  Reservefonds 
zur  Sicherstellung  der  Bank  gegen  unvorhergesehene  Verluste  verwenden,  insbe- 
sondere gegen  die,  welche  aus  ungünstigen  Abweichungen  der  Sterbefalle  der  bei  der 
Bank  Versicherten  von  der  den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Sterblichkeits- 
tafel folgen. 

21.  Für  eine  einfache  Lebensversicherung  ist  die  Verpflichtung  der 
Bank,  wenn  der  Versicherte  heute  ^  Jahre  alt  ist,  einschliesslich  des  Aufwandes 
für  Verwaltung, 

Bei  jährlicher  Prämienzahlung  $  beträgt  die  Verpflichtung  des  Versicherten 
gegen  die  Bank 

$(i, -Hl). 

Bei  Rentenversicherungen  bestehen  Verpflichtungen  gegen  die  Bank  bei  den 
Personen,  die  jährliche  Prämien  zahlen;  die  Personen,  welche  Rente  gegen  ein- 
malige Prämie  versichert  haben,  sowie  die,  welche  schon  in  den  Rentengcnuss  i 
eingetreten  sind  oder  mit  dem  Jahresschlüsse  in  denselben  eintreten  werden,  l 
haben  keine  Verpflichtung  gegen  die  Bank. 

Wir  müssen  darauf  verzichten,   die  Formeln  zur  Beurtheilung  der  Kassen-       | 
läge  ausführlich  zu  entwickeln.     Nach    den  angegebenen  Grundsätzen  und  mit 
Hilfe  der  entwickelten  Formeln  lassen  sie  sich  ohne  Schwierigkeit  aufsteUen. 
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Absterbeordnung  und  Tafel  der  Lebenserwartung  der  Bevölkerung 

des  preussischen  Staates, 

berechnet  aus  dem  Vergleiche  der  Anfangs  1867,  1H68,  1872,  1875,  1876  und  1877 
preussischen  Staate    vorhandenen  Lebenden   und   der   daraus  in  denselben 

Jahren  Gestorbenen. 


im 


Alter. 

1 
Absterbeordnung.            ! 

Von  je  100000  Lebend- 
geborenen erlebten  das  neben-          : 
bexeifchnete  Alter 

Lebenserwartung. 

Von  den  Ueberlebenden 

ist  die  halbe  Anzahl  verstorben 

nach  .  .  .  Jahren 

m. 

w. 

m. 

w. 

1  Jahr     .     . 

77  154 

80  115 

50,9 

54,2 

2     , 

71297 

74  333 

52,9 

56,1 

3     , 

68  483 

71469 

53,3 

56,6 

4     , 

66  681 

69  639 

53,1 

56,8 

65  433 

68  338 

52,7 

55,9 

6     , 

64  503 

67  375 

52,2 

55,2 

7      , 

63  757 

66  600 

51,4 

54,6 

8      , 

63  158 

65  984 

50,8 

53,9 

9      , 

62  688 

65  493 

50,0 

53,0 

10     , 

62  304 

65  086 

49,1 

52,2 

11      1 

61975 

64  740 

48,4 

51,8 

12      , 

61  690 

64  429 

47,4 

50,5 

13      , 

61  432 

64  139 

46,5 

49,6 

14     , 

61  192 

63  854 

45,6 

48,7 

15     , 

60  948 

63  565 

44,7 

47,8 

16     , 

60  688 

63  266 

43,8 

47,0 

17      , 

, 

60  383 

62  942 

43,0 

46,1 

18     , 

60  025 

62  606 

42,2 

45,2 

19      , 

59  625 

62  262 

41,s 

44,3 

20     , 

59215 

61  899 

40,5 

43,5 

21      , 

58  733 

61511 

39,7 

42,6 

22     , 

58  220 

61  106 

38,9 

41,8 

23     , 

57  683 

60  678 

38,1 

40,9 

24      , 

57  154 

60  217 

37,8 

40,1 

25     , 

56  641 

59  731 

36,6 

39,8 

26     , 

56  138 

59  228 

35,7 

38,5 

27      , 

55  637 

58  715 

35,0 

37,7 

28     , 

55  128 

58  189 

34,2 

36,9 

29     , 

54  614 

57  631 

33,4 

36,1 

30     , 

54  077 

57  071 

32,6 

35,8 

958 
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Alter. 


Absterbeordnung. 

Von  je  100000  Lebend- 
geborenen erlebten  das  neben- 
bezeichnete Alter 


m. 


w. 


31  Jahr 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 


53  547 
53  040 
52  503 
51947 
51  372 
50  774 
50  170 
49  545 
48  897 
48  186 

47  445 
46  781 
46  047 
45  303 
44  511 
43  701 
42  933 
42  121 
41270 
40  356 

39  403 
38  577 
37  640 
36  667 
35  649 
34  588 
33  540 
32  491 
31  381 
30  187 

28  937 
27  868 
26  658 
25  378 
24  051 
22  700 
21  360 
19  969 
18  557 
17  137 


56  485 
55  923 
55  340 
54  739 
54  130 
53  504 
52  874 
52  230 
51578 
50  906 

50  221 
49  615 
48  963 
48  329 
47  677 
47  034 
46  426 
45  799 
45  139 
44  401 

43  620 
42  925 
42  135 
41  298 
40  416 
39  495 
38  564 
37  600 
36  556 
35  373 

34  121 
33  046 
31801 
30  459 
29  025 
27  557 
26  123 
24  612 
23  017 
21347 


Lebenserwartung. 

Von  den  Ueberlebenden 

ist  die  halbe  Anzahl  verstt>rben 

nach  .  .  .  Jahren 


m. 


31,8 

31,0 
30,2 
29,5 
28,7 
27,0 
27,2 
26,4 
25,7 
25,0 

24,2 
23,5 
22,8 
22,0 
21,3 
20,6 

9,9 

9,2 
8,5 
7,8 

7,2 

6,5 

5,8 

5,1 

4,5 
3,9 
3.2 
2,6 

2.0 

1,5 

1,0 
0,4 
9,9 

9,4 
8,9 

8,4 

7,9 

7,5 

7,0 

6,6 


34,5 
33.7 
32,9 
32,1 

31,3 

30,5 
29,7 
28,9 
28,2 
27,4 

26,6 
25,8 
25,0 
24,2 
23,4 
22,6 

21,8 

21,0 
20,8 

19,5 

18,7 

17,9 

17,1 

16,4 
15,6 

14,9 
14,2 

13,5 
12,9 
12,8 

11,7 
11,0 
10,4 

9,9 
9,4 

8,8 

8,s 
7,8 
7,8 

6,9 


r 


i 


] 

I 


fr 

■ 

i 

r 
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Alter. 


71  Jahr 

72 

73 

74 

75 

7G 

77 

78 

79 

80 

81 
82 
83 

84 
85 
8G 
87 
88 
89 
90 

91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
100 


Absterbeordnung. 

Von  je  100000  Lebend- 
geborenen erlebten  das  neben« 
bezeichnete  Alter 


m. 


w. 


15  727 

14  486 

13  155 

11  853 

10  564 

9  300 

8  126 

7  004 

5  849 

4  886 

4  037 

3  406 

2  794 

2  227 

1727 

1  311 

990 

738 

520 

359 

253 

192 

142 

101 

73 

51 

38 

28 

21 

15 

19  653 

18  229 

16  627 

15  055 

13  492 

11924 

10  484 

9  141 

7  734 

6  452 

5  328 

4  529 

3  736 

2  979 

2316 

1  788 

1402 

1076 

792 

566 

389 

304 

225 

161 

120 

87 

70 

56 

43 

32 

Lebenserwartung. 

Von  den  Ueberlebendon 

ist  die  halbe  Anzahl  verstorben 

nach  .  .  .  Jahren 


m. 


w. 


6,3 
5,8 
5,4 
5,0 

4,6 
4,8 

4,0 

3,8 
3,8 
3,6 

3,4 

3,0 

2,8 
2,7 
2,5 
2,4 
2,2 
1,9 

I.» 

2,2 

2,5 
2,2 

2,1 
2,1 

2,2 

2,2 
2,8 
1,9 
1.6 
1,5 


6,4 

G,o 

5,6 
5,2 
4,8 
4,4 

4.1 

3,9 
3,8 

3,7 
3,5 

3.1 

2,9 
2,8 
2,7 
2,6 
2,5 

2,2 
2,1 

2,2 

2,6 
2,4 
2,4 
2,6 
2,8 
2,9 
2,6 

2,0 

1,5 
1,4 
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